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AVERTISSEMENT 


La^raii^e,  dam  sa  longue  et  glorieuse  rarrière,  s*est  ii[)pli(|iie 
SlU'ce.ssix ciiit'nt  aux  divfrsi'S  liiaïu'hes  des  Matl)(Miiati(|ii«'s, 
toutes,  siuis  e\(  e|)tion,  ont  conservé  renipmnte  tlt-  son  esprit 
invoitif  et  protbnd. 

«  La  Science  mathénuiliqne,  a  pu  dire  sans  exagération  le 
u  Secrétaire  perpétud  de  l' Académie  des  Sciences,  est,  ^mve  k 
»  lui,  comme  un  vaste  et  henu  palais  dont  il  a  renouvelé  les 
.»  foiKlt'inents,  posé  le  faite,  et  dans  lecpiel  o\\  ne  peut  faire  un  pas 
»  sjuis  troiixer  a\e<'  adniiratioii  les  iiionuuients  de  son  génie.  » 

La  publication  des  OEuvves  de  I^grange  nVst  doue  pas  senle- 
inait  un  hommage  rendu  à  la  mémoire  du  plus  illustre  des  (  téo« 
mètres  français.  En  rassemblant  ses  immortels  travaux,  ncnis 
offrons  à  ses  snccesseurs  le  guide  le  plus  sûr,  en  même  temps  (jik* 
le  modèle  le  pins  aceonipli  cpi'ils  puissent,  aujourd'hui  eneAre, 
<  hoisu  à  ieiu"  début  dans  la  Science,  et  conserver  avec  ^rand 
profit,  à  quelque  hauteur  <ju'ils  s'v  élèvent. 

Chargé  par  la  confiance  du  Ministre  de  l'Instruction  publique 
de  diriger  cette  grande  et  importante  publication,  j'ai  dû  recher- 
cher tout  d'abord  de  quelle  manière  il  convenait  de  disposer  les 
nombreux  Mémoires  conipcsés  snr  les  sujets  les  plus  variés,  suivant 


VI  AVERTltiSEHENT. 

i'i{iHpiration  d*«n  esprit  actif  et  eiirieiix.  Quelques  pièces  dans 
leîM|iiell«*s ,  sons  un  uiciin'  titre,  sont  ahorclées  le>  <|iiesti()MS  les 
pluii  diverses  n'aiimtent  pas  penuis  de  réiuiir  en  nn  même  faisceau 
lesi  recherches  qui  se  rapportent  à  ime  même  branche  de  la 
Sciénce  ;  l*adoptioh  pure  et  simple  de  l'ordre  ehronologique  nra 
semblé  d'ailleurs  plus  re^jectueuse  pour  la  pensée  de  l'illustre 
Auteur.  Cette  considération  était  décisive  et  les  Mémoires  de 
I  Migrante  ont  été  reproduitii  dans  l'ordre  niènie  de  leur  preiiiièiY 
publication. 

J.-A.  SERRËT  (or  l'IhstitutJ. 
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NOTICE  SUR  U  VIE  ET  LES  OIJTRAGES 

DE 

M.  Lë  Cûmi£  J.-L.  LAGRAAGë, 

Pas  m.  UëLAMBRE. 


Joseph-Louis  Laurange,  l'un  des  fondateurs  de  rAcadéiuie  de 
Turin,  Directeur  pendant  vingt  ans  de  l'Académie  de  Berlin,  pour 
les  Sciences  phy8Îco-nmtliéinati(|ues,  Associé  étranger  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  Memi»rede  l'Institut  d«-  I  nmcj'  et  du 
Bureau  des  Loii}i;itudes,  Sénateur  et  Comte  de  l'Euipii-e,  (jrand- 
Officier  de  la  Légion  d'Honneur  et  Grand-Oroix  de  l'Ordjre  impé* 
rial  de  la  Réuiiion,  naquit  à  Turin  le  a5  janvier  1 736,  de  Joêeçh- 
Louis  Lagrange,  Trésorier  de  la  Guerre,  et  de  Marie-Thérèse 
Gros,  fille  unique  d*un  riche  médecin  de  Gambiano. 

Son  bisaïeul,  Capitaine  de  cavalerie  au  service  de  France,  avait 
passé  à  celui  d'Emmanuel  H,  Roi  de  Sardaigne,  qui  le  fixa  à  Turin 
en  le  mariant  à  une  dame  Conti,  d'une  illustre  fiimille  romaine; 
il  était  Parisien  d'origine,  et  parent  d'une  Marie-Louise,  Dame 
d*atours  de  la  mère  de  Louis  XIV,  et  depuis  femme  de  Franqois- 
Gaston  de  Réthune  (*) . 

.Ces  détails  ne  sont  d'aucune  importance  pour  le  Géomètre 

(*)  Ékige  He  Lagraage,  par  Comau.  Padoue,  i8i3. 

I.  b 
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illustre  que  sa  renommée  dispense  d'étaler  une  ^éiiéalugie;  mais 
ils  ne  sônt  pas  indifférents  pour  la  France,  qui  s*est  empressée  de 

le  rappeler  et  «le  le  irtahlir  dans  ses  anciens  ciroils.  Son  nom, 
celui  (le  sa  iiu  re.  atlfsinit  iiiie  ori<;ine  française;  tous  ses  ()u^TaJ^cs 
ont  élé  écrilh  en  fiançais;  la  ville  (jui  l'a  vu  naître  était  tlc\CMiie 
lran(;aisc;  la  l'i-auce  a  donc  bien  iMeonlestahleineiU  le  dioit  de 
se  «glorifier  de  l'un  des  plus  grands  génies  <pn  aient  lionoré  les 
S<'i<'nces. 

Son  père  était  riclie,  il  avait  lait  un  niariaf^e  avanta;;eu.\,  niais 
il  s't'tait  ruiné  dans  des  entreprise»  hasardeuses.  A'en  plaignons 
pas  M.  l^grange.  Tini-mème  envisageait  ce  malhenr  <-onime  la 
première  cause  de  tout  ce  qui  lui  était  ensuite  arrivé  de  plus  heu- 
reux. S'il  cumt  eu  de  In  f'oitinw,  a-t-il  dit  lui>méme,  il  n'eût  pro' 
itahienutnt  pas /ait  son  rtat  des  MtU/iématiqttes,  et  qneb  avantages 
anrait-il  pu  trouver  dans  une  autre  carrièrei  qui  puissent  entrer 
en  comparaison  avec  cmix  d'une  vie  tranquîne  et  studieuse,  ave<' 
cette  suite  édatante  de  succès  non  contestés  dans  un  genre  réputé 
éminemment  difficile,  et  avec  cette  considération  personnelle, 
(|ii*îl  a  vue' s'accroître  jusqu'au  dernier  instant? 

Le  goût  pour  les  Mathématiques  ne  fut  pourtant  pas  celui  qu'il 
manifesta  le  premier.  Il  se  passionna  pour  Qcéron  et  Vii^ile  avant 
de  pouvoir  lire  Archimède  et  Newton  ;  bientât  il  devint  admira- 
teur non  moins  passionné  de  la  Géométrie  des  anciens,  (|u  il  pré- 
féra d'abord  à  l'Analyse  moderne.  Un  Mémoire  que  le  célèbre 
Ifelley  avait  longtemps  auparavant  composé  tout  exprès  pour 
démontrer  la  supériorité  de  l'  Analyse,  eut  la  gloire  de  convertir 
M.  Lagnuii^p,  et  lui  révéla  sa  vt-ritabN*  destination. 

Il  se  li\ia  donc  à  cette  nouvelle  étude  avec  les  mêmes  succès 
qu  il  avait  obtenus  dans  la  Synthèse,  et  <]ui  avaient  été  si  marqués,  . 
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DE  H.  LAGRANGfi.  xi 
qu'à  l'âge  dè  seize  aiis'(*)  il  était  Professeur  de  Matliématiques  daiis 
rÉcoIe  royale  d'Artillerie.  L'extrême  jeunesse  d'un  Professeur 
n'est  pour  lui  qu'uii  avantage  de  plus,  quand  il  a  maiiifesté  des 
talents  extraordinaires  et  que  ses  élèves  ne  sont  plus  des  enfiuits; 
tous  ceux  de  M.  Lagran^e  étai^t  plus  âgés  (|iie  lui,  et  n'en  étaient 
pas  moins  attentifs  à  ses  leçons.' Il  en  distingua  cjuelques^unsdont 
il  fit  ses  ainis.' 

Dè  cette  association  naquit  l'Afadéinie  de  Turin,  (|ni  piiitlia 
en  I  j5()  nu  premier  voliuur.  sous  le  titre  iW/ctr.s  de  la  Sorirtr 
pviK'vc.  f)u  y  voit  le  jeiiiu"  l.;it;r;in^e  (liiij;e;iiit  les  rccherclu's  - 
si(|iu\s(lii  médecin  (^i g lui  et  les  lra\;iii\  <lii  niaïqiiis  de  Saint  es.  Il 
tonniissait  à  Koncenex  la  jKirtii' aiial\ li(|iie  de  ses  Mémoires,  en 
lui  laissjinl  le  soin  de  développer  les  raisonnements  sor  les(|uels 
|)ortaient  ses  formules.  Kn  eil'el,  on  remarcpie  déjà  dans  ees 
Mémoires  cette  marche  purement  analyti(|ue  c|ui  depuis  a  fait  le 
caractère  des  grandes  productions  de  [>agi-ange.  Il  avait  trouvé 
une  nouvelle  théorie  du  levier.  Elle  iait  la  troisième  Partie  d'un 
Mémoire  qui  eut  heHueoup  de  succès;  Foucenox,  pour  récom- 
pense, fut  mis  à  la  tête  de  la  marine  que  le  Roi  de  Sardaigne  for- 
mait alors.  Les  deux  premières  Parties  paraissent  du  même  style 
et  de  la  même  main  ;  sont-elles  également  de  Lagrange.'  Il  né  les 
a  pas  expressément  réclamées,  mais  ce  «pii  peut  diriger  nos  con- 
jectures sur  lé  véritable  auteiir,  c'est  que  Foncenex  cessa  bienltit 
d'enrichir  les  Recudis  de  la  nouvelle  Académie,  et  que  Montuola, 
ignorant  ce  qui  nous  a  été  révélé  par  M.  Lagran'ge  a  ses  dernier» 
instants,  s'étonne  que  Foiicenex,  après  s'être  annoncé  à  avanta- 
geusement, ait  intéTrompu  des  recherches  qui  pouvaient  liii  fiiire 
un  grand  nom. 

(*j  Daulri^  disant  quinze  ou  di\-ni'uf. 

6. 
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M.  Ln^range,  en  abandcMinant  à  son  ami  des  solutions  isolées, 
publiait  (  Il  inrine  temps  sous  son  propre  nom  <les  théories  qu'il 
promettait  de  suivre  et  de  développer.  Ainsi,  après  avoir  donné 
de  nouvelles  méthodes  pour  les  nuuâma  et  les  minima  en  tout 
(çenre,  après  aVoir  montré  riiosuffiaanoe  des  formules  connues,  il 
annonce  qu'il  traitera  ce  sujet,  qui  d'ailleurs  lui  paraît  intéressant, 
dans  un  Ouvrage  qu'il  prépare,  oit  Ton  verra  déduite  des  mêmes 
prinripes  toute  la  Mécanique  des  corps,  a<nt  solides,  soit  fluides; 
•  ainsi,  à  vingt-trois  ans  il  avait  jeté  déjà  les  fondements  des  grands 
Ouvrages  qui  d^uis  ont  fidt  l'admiration  des  savants. 

Dans  le  même  volume,  il  ramène  au  Calcul  différentiel  la  théorie 
des  suites  récurrentes  et  la  doctrine  des  hasards,  qui  jusqu'à  lui 
n'avait  été^raitée  i[nc  par  des  voies  indirectes,  et  qu'il  établit  sur 
des  principes  plus  naturels-  et  plus  généraux. 

Newton  avait  entrepris  de  soumettre  au  calcul  les  mouvements 
des  lliiiiles;  il  avait  fait  des  recherclies  sur  la  propaj^atioii  du  son; 
ses  principes  étaient  insuffisants  et  même  faiilit's,  et  i>es  supposi- 
tions im  (iiiij)atil)les  entre  elles;  l«i{^ran^i'  le  déiiioiilre ;  il  fonde 
ses  noiiNcllt  ^  r  eclien  lics  sur  les  lois  eoinuies  <le  la  DMiamitpie;  en 
ne  considér.iiit  dans  1  air  cjiie  les  particules  (pii  se  tromeiil  en  lif^e 
droite,  il  raïuèiie  le  problème  à  celui  des  eordt's  vihrniites,  sur 
lequel  les  plus  grands  Géomètres  étaient  divisés  ;  il  fait  voir  cjue 
leurs  calculs  sont  insuffisants  pour  décida:  la  question,  il  entre- 
prend une  solution  générale  par  ime  analyse  aussi  neuve  qu'inté- 
ressante, puisqu'elle  permet  de  résoudre  à  la  fois  un  nomhn^ 
indéfini  d'équations,  et  qu'elle  détend  jusrpie  sur  les  fonctions 
discontinues;  il  établit  plus  solidement  la  théorie  du  mélange  des 
vibrations  simples  et  régulières  de  D.  Bemoulli;  il  montre  les 
limites  entre  lesqudleSs  cette  théorie  est  exacte,  et  hors  desquelles 
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DE  M.  LAGRANGE.  xui 
elle  devient  fautive;  alors  il  parvient  à  la  construction  dorni^  par 
Euler,  oonstraedon  vraie,  quoique  Tauteur  n'y  fût  arrivé  que  par 
des  calculs  qui  n'étaient  point  assez  rigoureux  ;  il  répond  aux 
objectîoiis  élevées  par  d'Alembert  ;  il  démontre  que  quelque  ligure* 
que  l'on  donne  à  la  corde,  la  durée  des  oscillations  sera  toujours 
la  même,  vérité  d'expérience  dont  d'Alembert  avait  jugé  la  démons- 
tration très-dîffidle  ou  même  impossible;  il  passe  à  la  propaga- 
tion du  son,  traite  des  échos  simples  et  composés,  du  mélange  des 
sons,  de  la  possibilité  qu'ils  se  répandent  dans  le  même  espace 
sans  se  troubler,  et  démontre  rif^oiireusenient  la  génération  des 
sons  liannonK|iu's;  il  annonce  enfin  (|ue  son  but  est  de  détruire  les 
préjugés  de  reux  (jiii  «loutciit  encore  si  les  Mallu''iiiati<|ues  pourront 
jamais  j)oi  lcr  cic  vraies  lumières  dans  la  Ph>si(jue. 

Si  nous  avons  donné  tant  d  cUMulue  à  Kextrait  de  ce  Mémoire, 
(t'est  (ju'il  est  le  pmnier  par  le([iiel  1  «i;^r  iiul^c  ^e  soit  fait  connaître  ; 
si  l'analyse  en  est  du  geiu'e  le  pins  ti-anscendant,  l'olti»  f  du  moins 
a  quelïjue  chose  de  sensible,  il  rappelle  des  noms  t  i  îles  taits  (jui 
ne  sont  point  étrangers  à  la  plupirt  de  nos  auditeurs;  c'est  qu'il 
est  surprenant  (ju'nn  pareil  début  soit  celui  d'un  jeune  liommt' 
qui,  s'emparant  d'mi  sujet  traité  par  Newton,  Taylor,  BemouUi, 
d'Alembert  et  £uler,  parait  tout  à  coup  au  milieu  de  ces  gi-ands 
Géomètres  eonmio  lem-  égal,  oomme  un  arbitre  qui,  pour  faire 
cesser  une  lutte  difficile,  leur  montre  à  chacun  en  quoi  ils  ont  rai- 
son, en  quoi  ils  se  sont  trompés,  les  juge,  les  réforme^  et  leur 
donne  la  véritable  solution  qu'ils  ont  entrevue  sans  y  pouvoir 
atlrindie. 

Mais  qndqne  solides  et  qndque  bien  fondés  que  lui  paraissent 
ses  calcub,  l'auteur  avoue  qu'ils  ne  rendent  qu'imparfiiitement 
raison  des  ph^omènes  observés,  en  ce  qui  concerne  la  théorie  des 
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instruments  à  veut,  la  Iai-i>(>iir  et  la  position  de  leui*»  troijs,  et  la 
vitesse  du  son  en  général;  il  est  probable,  en  ^et,  que  dans  ces 
instninients  surtout,  l'air  ne  doit  plus  être  considéré  comme  divisé 
'tni  lignes' droites;  mats  au  moins  la  solution  explique  la  fameuse 
expérience  de  Tartini,  a  l'on  admet  que  ce  célèbre  Professeur  a 
pu  se  tromper  en  mettant  l'octave  à  la  place  du  son  véritaUe  qu'il 
entendait. 

Euler  sentit  le  méiite  de  la  nouvelle  méthode,  qu'il  prit  pour 
l'objet  de  ses  méditations  les  plus  profondés;  d'Âlembert  ne  se 
rendit  pas.  Dans  ses  lettres  particulières,  comme  dans  ses  Mémcnres 
iiiipriniés,  il  jtroitosaît  de  nombreuses  objections,  auxquelles 
l^{i^nge  a  répondu  dépuis,  mais  qui  peuvent  au  moins  laisser 
«•♦*  doute  :  G^mmeut,  dans  une  science  à  laifuelle  on  nccortU*  luii- 
vei-sellenient  le  luérite  île  revactitutle,  se  jR'iit-il  (jue  di-s  };<'uies 
(lu  pjeuiier  ordre  soient  (li^iM•^  entre  eux  et  puissent  disputer 
louu:t<'Uips (/rst  (|ne.  ^laIl^  les  prohlcnies  de  ee  ijenre.  dont  les 
solutions  ni  ]m  iivent  être  soiniiises  à  l  éjneuxe  d  niie  e\j>friene<' 
direete,  outre  la  jjartie  du  caleul  ipii  est  assujettie  ii  des  lois  rii^on- 
reuseset  suf  les(|nelles  il  n'est  |>as  possible  d  a\ oir  <ieux  avis,  il  y 
a  toujours  nue  pai  lie  métaphysi<]ue  qui  laisse  du  doute  et  de  l'obs- 
curité. C'est  que,  dans  les  calculs  in«''tnes,  les  Géomètres  se  con- 
tentent souvent  <riiuli(|uer  la  inarclie  des  démonstrations,  qn'ik 
suppriment  des  développements  c[ui  ne  sont  pas  toujours  aussi 
superflus  qu'ils  l'ont  pensé,  que  le  soin  de  remplir  ces  lacunes 
exigerait  un  travail  que  l'auteur  seul  a  lé  courage  d'entreprendre, 
et  qu'enfin  lui-même,  entraîné  par  son  sujet  et  par  Thalntude  qu'il 
a  acquise,  se  permet  de  fittncbir  des  idées  inteirmédiaires,  et  devine 
son  équation  définitive,  au  lieu  d'y  arriver  pas  à  pas  avec  une 
attention  qui  éviterait  toute  méprise;  c'est  ainsi  que  des  éalcnla- 
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teurs  pins  timides  relèvent  quelquefois  des  erreurs  dans  les  Ou- 
vrages d'un  £uler,  d'un  d'Alembert  ou  d'an  Lagrange,  et  c'est 
ainsi  que  de  très-grands  génies  peuvent  ne  pas  s'accorder  tout 
d'abord,  faute  de  s^ètre  lus  avec  assez  d'attention  pour  se  bien 
comprendre. 

La  première  réponse  d'Euler  fut  de  fitire  associer  Lagrange  a 
l'Académie  de  Berlin.  En  lui  annonçant  cette  nomination,  le  2  oc- 
tobre 1 759,  il  lui  disait  :  f^otre  solution  du  problème  des  isopirl- 
mètres  ne  laisse  rien  à  désirer,  et  je  me  réjouis  que  ce  sujet  t  dont 
je  m'hais  presque  seul  occupe  depuis  les  premières  tentatives, 
ait  été  porté  par  vous  att  plus  hattt  degré  de  perfection.  Vimpor* 
tance  de  la  matière  m* a  excité  k  en  tracer,  h  Vmde  de  vos  tufffiières, 
une  solution  analytique  à  laquelle  Je  ne  donnerai  aueune  publicité 
jusqu'à  ce  fjiir  VDUs-mcme  ayez  publié  la  suite  de  w>.v  rerlierclies, 
pour  ne  vous  cnhvrr  iiKciine  partie  de  la  ^laii  c  qui  vous  est  due. 

Si  ces  proivdt's  di-licats  et  ces  t<•ltloifl^lilJ^^^'>  «If  la  pins  haiitt- 
«'siiinr  (levaient  flatter  tin  jenne  homme  (jtii  n'avait  pas  \ini;t- 
«jiiatre  ans,  ils  ne  font  pris  inoitis  (l'hoiuienr  an  ^raïul  hoiinin  i pii, 
tenant  alors  le  seeptre  des  Matiiématicpies,  !>ait  iiecueillir  ainsi 
l'dnvi-aj^e  ((ni  Ini  montrt»  son  sueoessiMjr. 

iMais  CCS  éloges  sont  (H)nsi^iés  dans  une  lettre;  on  ponrrait 
croire  que  le  grand  et  bon  Ëiiler  a  \m  se  laisser  aller  à  quelqu'une 
de  ces  exaf^érations  que  permet  le  st\  le  épistolaire;  voyons  donc 
comment  il  s'est  ensuite  exprimé  dans  la  dissertation  que  sa  lettre 
annonçait.  En  voici  le  début  : 

/iprès  m* ère  longtemps  ^inutilement  fatigué  à  chercher  c^te 
intégrale  (postquam  diù  et  multum  desudassem...  necqmcquani 
inquisivissrai),  qi^l  a  été  mon  étonnemmt  (penitiis  obstupui) 
lorsque  j*ai  appris  que  dans  les  Mémoires  de  Turin  h  problème 
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.se  trouvait  résolu  avec  autant  de  facilité  (fue  de  hoiiJœur.  Cette 
belle  découverte  m'a,  causé  d*autarU  plus  d'admiration  quelle  est 
plus  différente  des  méthodes  que  j'avais  données  et  qu'elle  les  sur- 
passe constdérablemefa  m  simpUeké,  C'est  ainn  qu'EuIer  com- 
mence le  Mémoire  dans  lequel  il  expose,  avec  sa  lucidîté  ordi- 
naire, les  fondements  de  la  méthode  de  son  jemie  rival,  et  la  théorie 
de  ce  nouveau  calcul,  qu'il  a  n<nmné  le  caHad  des  wuiaiions. 
.  Pour  rendre  plus  sensibles  tous  les  motifs  différents  qui  avaient 
fiiit  naître  cette  admiration  qu'Euler  témoignait  avec  une  si  noble 
franchise,  il  ne  sera  pas  inutile  de  remonter  à  l'origine  dea  recher- 
ches diverses  de  Lagiaii^e,  telle  qu'il  l'a  donnée  lui-même  deux 
jours  ayant  sa  mort. 

Les  premières  tentatives  pour  déterminer  le  maximum  et  le 
minimum  dans  toutes  les  formules  intégrales  indéfinies  avaient  été 
faites  à  l'occasion  de  la  conrhc  de  la  plus  \  ito  descente  et  des  iso- 
périujètres  de  Hernonlli.  iMiier  les  iiv.iit  i .mu  in-es  à  une  méthode 
fîénénde,  dans  wnmiWA'^v  original ,  oit  l>rdl('  jxti  tout  une  profonde 
science  de  cdh  id;  mais  f/nehji/c  ingénieuse  que  fut  sa  nu'tliode, 
eih  n  (tvait  pas  toute  la  simplicité  (juon  peut  désirer  dans  un  un- 
vrage  de  pure  analyse.  L'auteur  en  convenait  lui-nièuie;  il  <  royait 
a()erc(>voir  la  nécessité  d'une  démonstration  indépendante  de  la 
Géométrie  et  de  l'Analyse  {*). 

Dans  un  App«idice  qui  est  à  la  fin  du  volume,  et  qui  a  pour 
titre  :  Du  mouvement  des  projectiles  dans  un  milieu  non  résistait, 
il  parait  entièrement  se  di'fîer  des  ressources  de  l'Analyse,  et  ter- 
mine en  disant  :  Si  mon  principe  (c'est  celui  que  Lagrange  a  nommé 
depuis  le  principe  de  la  moindre  action)  n'est  pas  suffisamment 

(*  )  Desicieratiir  itaque  melhotUts  a  resoUuinne  genatelncà  et  titmui  libéra,  quâ  pateat  tncn 
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dvntoiitrt',  cumifir  (  ( jx'iulant  il  est  co/z/oi  tnc  à  le  vr/  itr,  /r  ne  ilnulc 
pas  ijii' au  /fifiyen  fies  principes  d' une  .saine  mctdphysKjKc  on  ne 
pui  sse  lui  (ionner  la  plits  grande  évidence,  et  J'en  laisse  le  soin  à 
ceu<v  qui  font  Icnr  état  de  la  métaphysique. 

Cet  appel,  auquel  n'ont  pas  répondu  les  uiétaphysieiens,  l'ut 
entendu  par  Lagrange,  dont  il  excita  réinnlation.  En  peu  de 
temps  le  jeune  homme  trouva  la  solution  dont  £uler  avait  déses- 
péré, il  la  trouva  par  rAnalyse,  et,  en  rendant  compte  de  la  voie 
qui  rivait  conduit  à  cette  découverte,  il  dit  expressément,  et  pour 
répondre  au  doute  d'EuIer,  qu'il  la  regarde,  non  comme  un  prin-^ 
«npe  métaphysique,  mais  comme  un  résultat  nécessaire  des  lois  de 
la  Mécanique,  comme  un  simple  coroUaire  d'une  loi  plus  générale 
dont  il  a  &it  depuis  la  base  de  sa  Mécanique  analytique.  {Voyez 
cet  Ouvrage,  page  a46  de  la  seconde  édition,  ou  1 8g  de  la  pre- 
mière.) 

Cette  noble  émulation  qui  l'excitait  à  triompher  des  difficulté» 
regardées  comme  insiinnontaMes,  à  rectifier  ou  compléter  le» 
théories  restées  imparfiûtes,  parait  avoir  constamment  dirifté 
M.  Lagiiuige  dans  le  choix  de  ses  sujets. 

D'AIembert  avait  cm  qu'il  était  imposable  de  soumettre  au 
calcul  les  mouvements  d'un  fluide  enfermé  dans  un  vase,  si  ce 
vase  11  a\ait  une  certaine  figure;  Lagi .iiii^c  ilciuoiiin",  au  contraire, 
qu'il  ne  saurait  y  a\oir  de  tllfli»  iill»'  que  dans  le  cas  où  le  Iluide 
se  diviserait  en  plusieurs  masses;  mais  alors  on  pouira  déter- 
miner les  endroits  où  le  iluide  doit  se  diviser  en  plusieurs  por- 
tions, dont  ou  deteruùjiera  les  mou venieuls  comme  &i  elles  étaient 
isolées. 

D'Alembert  avait  pensé  que  dans  une  niasse  fluide,  telle  que  la 
Terre  avait  pu  l'être  à  l'origine,  il  n'était  pas  nécessaire  que  les 
I.  .  c 
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tKffémtes  couches  fiissent  de  niveau  ;  I^gmnjiçe  fiât  voir  que  les 
équations  de  d'AIembert  ne  sont  elles-ménies  que  cibles  des  4xm- 

rhes  tlf  nivtniu. 

Kii  (■(•luhallanl  d  AIciiiIh  i  I  avec  tous  les  é{j;anls  dus  à  un  (iéo- 
nu'tre  de  ccl  Dr'drc,  il  cniploie  souvent  de  f<M-t  beaux  théoW*rnes 
<|n  il  doit  à  son  ad\ersaiie;  d'AlcnilxTt,  de  sou  cù\v.  ajoute  aiiv 
I et  lieirlies  de  1  .afii-an^t'.  «  \  olre  problème  m'a  paru  si  beau,  lui 
(•ei  i\ ail-ii .  (jue  j'en  ai  elierebé  nue  autre  solution  ;  j'ai  trou\é  une 
méthode  plus  simple  pour  arriver  à  votiv  lUé^îuite  formule^»  Os 
«  xeniples,  qu'il  seniil  aii»é  de  multiplier,  prouvent  avec  quelle 
aménité  correspondaient  ces  rivaux  célèbres  qui,  se  mesurant  sans 
eesse,  vaincus  comme  vainqueurs,  trouvaient  à  chaque  instant, 
dans  leurs  discussions  mêmes,  des  misons  pour  s'estimer  rl  nati» 
tap;e,  et  ménageaient  à  leur  antn}:;oni9te  les  occasions  qui  devaient 
le  conduire  à  de  nouveauit  triomphes. 

L'Aeadànie  des  Sciences  de  Paris  avait  ptx>posé  pour  le  sujet 
d'un  de  ses  prix  la  théorie  de  la  libratiim  de  la  Lune,  c'est-à-dire 
qn'eQe  demandait  la  cause  «pii  fiût  que  la  Lune,  en  tournant  au- 
tour de  la  Terre,  lui  montre  toujours  cependant  la  même  iace,  à 
la  réserve  de  quelques  variations  observées  par  les  Astronomes  et 
dontCasaini  I*' avait  fort  bien  expliqué  le  mécanisme.  Il  s'agissait 
de  trouver  les  moyens  de  calculer  «es  phénomènes  et  de  les  dé- 
duire aiinl)  ti({uementdu  priiu-i|)e  de  la  gravitation  universelle.  Un 
pareil  choix  était  un  appel  au  génie  de  Lagraage,  une  occasion 
qui  lui  était  offerte  d'appliquer  ses  principes  et  ees  dérouvertes 
analytiques.  Ii'«ttente  de  d'Alembert  ne  fiit  point  troujpw;  U 
pièce  de  l^ïi^ranj^e  est  un  de  ses  plus  beau\  titres  de  «gloire;  on  v 
voit  les  premiers  développements  de  ses  idées  et  li  i;tTme  dv  la 
Mécanic|4ie  analy  tienne.  O  Aleniberl  lui  éeri\ait  :  J'ai  lu  avec  autant 
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de  plaisir  fjin:  de  i  ri  n  votre  beUe  pièce  sur  la  liùrativn,  si  digne 
du  prix  quelle  a  remporté. 

C>  succès  inspira  à  l'Académie  ia  confiance  de  proposer  la 
théorie  des  satellites  de  Jupiter.  Euler,  Clairaut  et  d'Alenibcrt 
s'étaient  exercés  sur  le  problème  des  trois  corps  à  l'occasion  des 
mcNivements  de  la  Liine.  Bailly  appli(|uait  alors  la  th<'-orie  de 
Qairaut  au  problème  des  ntelKtes;  elle  le  conduisait  à  des  résul- 
tats déjà  fort  intéressants,  mais  cette  théorie  était  insuffisante;  la 
Tare  n'a  qu'une  Lmie,  Jupiter  en  a  quatre,  qrii  doivent  conti- 
nu^ement  se  troubler  et  se  déranger  réciprocfuement  dans  leurs 
marches;  le  problème  était  edui  des  six  corps,  le  Soleil,  Jupiter  et 
les  quatre  Lunes.  M.  Lagrange  attaqua  de  front  la  difficulté,  en 
triompha  heureusement,  démontra  la  cause  des  inégalités  obser- 
vées par  les  Astronomes,  en  indiqua  quelques  autres  trop  fiiibles 
pour  avoir  été  démêlées  par  les  observations.  La  brièveté  du  temps 
fixé  pour  le  concours,  Timmenaté  des  calculs,  soit  analytitiues, 
soit  numériques,  ne  permit  pas  que  la  matière  fut  entièrement 
épuisée  dans  un  premier  Mémoire;  l'Auteur  en  avertit  lui-même, 
promettant  dearrecherches  uhérieures  auxquelles  d'autres  travaux , 
plus  de  son  goût  peut-être,  reuipcchèreut  toujours  de  se  livrer. 
\  iujj[t-f|nafrc  ans  après,  M.  le  Couitc  i.aplacc  reprit  cette  tlu'orie 
difficile,  \  fit  des  découvertes  inferrss.iiiles  (|ui  la  <"Ouipl(''tèrcut  et 
mirent  les  Astronomes  en  état  de  l>uuuir  tout  empirisme  de  leurs 
Tables. 

Vei-s  le  nicrne  temps,  un  problème  d'un  tout  autre  i;ciire  attirail 
l'attention  de  M.  l^ijj,rniif^e.  Femiat,  l  un  des  plus  j^rands  (  ieo- 
mètres  de  la  France  et  de  son  temps,  avait  laissé,  sur  les  pro- 
priété's  des  nombres,  des  théorèmes  extrêmement  remarquables, 
auxquels  peut-être  il  était  arrivé  par  v<né  d'induction,  mais  dont 
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•  il  avait  promis  des  démonstrations  qu'on  n'a  point  trouvées  à  sa 
mort,  soit  qu'il  les  eût  supprimées  comme  insuffisantes,  soit  par 
toute  autre  cause  difficile  à  deviner  :  ces  tliéorèmes,  au  rcst<', 
pourraient  p;inn'tre  ))liis  ciiriciix  ((ii'iitilcs ;  mais  on  sait  f|ue  la 
rlifïietilté  est  un  iiHrait  pour  tons  les  lioiiiiiies,  et  surtout  pour  les. 
(léomètres.  Sans  un  pareil  allniif.  <T()it-<)u  <ju'ils  eussent  mis  tant 
<rimportaii(  e  aux  problèmes  de  la  hrncliistocluone,  des  isopéri- 
mètres et  des  tiajet  loires  orllioi;(jnales.*  .Non  sans  doute  :  ils  vou- 
•  laient  créer  la  science  du  calcul,  inventer  ou  perfectionner  des 
niétiiodes  qui  ne  pouvaient  manquer  de  \\  ou\ vv  un  jour  des  appli- 
cations utiles;  dans  cette  vue  ils  s'attachaient  à  la  première  ques- 
tion qui  exigeait  l'emploi  d<;  ressources  nouvelles. 

G-  fut  pour  eux  une  bien  bonne  fortnne  que  le  système  du 
monde,  découvert  par  New  ton.  Jamais  l'Analyse  transcendante  ne 
pouvait  trouver  un  sujet  plus  digne  et  pliis  grand  ;  quelques  pro- 
grès  qu'on  y  lasse,  le  premier  inventeur  conservera  son  rang; 
aussi  M.  Lagrange,  qui  le  citait  souvent  comme  le  plus  grand 
génie  qui  eût  jamab  existé,  ajoutait«il  aussitôt  :  et  le  plus  hmreux; 
on  M  trowe  m£  une  fois  un  sys^me  du  numde  k  étahlhr,  H  a  fallu 
cent  ans  de  travaux  et  de  découvertes  pour  âever  l'édifice  dont 
Newton  avait  posé  les  fondements,  mais  on  lui  tient  compte  de 
tout,  et  Ton  suppose  qu'il  a  parcouru  en  entier  la  carrière  qu'il 
avait  ouverte  avec  un  édàt  qui  a  dû  encourager  ses  successeurs. 

Beaucoup  de  Géomètres,  sans  doute,  s'étaient  exercés  sur  les 
théorèmes  de  Fermât;  aucun  n'avait  réussi.  Euler  seul  avait  foit 
(]u(-lques  pas  dans  cette  route  difficile  où  se  sont  depuis  signalés 
M.  I^egendre  et  M.  Gauss.  M.  Lagrange,  en  démontrant  ou  recti- 
lîant  quelques  aperçus  d'F.nler,  résolut  un  problème  ((ni  paraît 
êti'e  la  clef  de  tous  les  autres,  et  dont  il  lit  découler  un  résultat 
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utile,  c'est-à-din*  la  i«  solution  coinplrte  des  ('(niations  du  second 
dejîré  à  deux  inconinics  ([iii  doivent  être  des  nombres  entiers.  Ce 
Mémoire,  imprimé  eoninie  les  précédents  parmi  ceu\  de  l' Ara- 
démie  de  Tnrin,  est  cependant  daté  de  Berlin,  le  20  septem- 
bre 1768.  (^etle  date  nous  indi(|ue  un  des  événements  si  peu 
nombreux  <|ui  ont  fait  que  la  vie  de  M.  Lagrange  n  est  pas  toute 
dans  ses  Ouvrages. 

Le  séjour  de  Turin  ne  lui  plaisait  guère, ^  il  n'y  voyait  alors 
personne  qui  cnitivât  les  Mathématii fîtes  avec  quele/ite  succès;  U  . 
Aait  impatieni  de  voir  les  savants  (If  Paris  avec  Icstfiiels  il  vtait  en 
corrcspond/ince.  M.  <le  (^raocioli,  avec  le(|uel  il  vivait  dans  la  plus 
grande  intimité,  venait  d'être  nommé  à  Tambassade  d'Angleterre, 
et  devait  passer  par' Paris,  oii  même  il  projetait  de  fiiire  quelque 
séjour.  Il  proposa  ce  voyage  à  M.  Lagrange,  qui  y  consentit  avec, 
joie,  et  fut  accuâUi  comme  il  avait  droit  de  s'y  attendre  par 
d*Alembert,  Qairaut,  Gondoroet,  Fontaine,  Ndlet,  Marie  et 
autres  savants.  Tombé  dangereusement  malade  à  la  suite  d'un 
dtno*  où  Nollet  ne  lui  avait  fiiit  servir  que  des  mets  préparés  à 
ritalienne,  il  ne  put  suivre  à  Londres  son  ami,  qui  reçut  inopiné- 
ment  Tordre  de  se  rendre  à  son  poste,  et  Ait  obligé  de  le  laisser 
dans  un  hôtel  garni,  mx  soins  d'un  homme  de  confiance  chargé 
de  pourvmr  à  tout. 

Cet  incident  changea  ses  projets;  il  ne  songea  plus  (|u'à  retour- 
ner à  Turin.  H  s'y  livrait  aux  Bkthématiques  avec  une  nouvelle 
ardeur,  quand  il  apprit  (|ue  l'Académie  de  Berlin  était  menacée  de 
perdre  Kailer,  (|ui  sonj^eait  à  retoiu'uer  à  Pétei-sbourj;  .  D' Alembert 
parle  de  ce  projet  d'Kuler  dans  une  lettre;»  \  oitaire,  h'  î  mars  1  jOd: 
.r en  serais  fiiclir,  ajonte-t-il,  ccst  un  homme  pou  anuisant,  mais 
un  très-gra/ui  Géomètre,  l'eu  importait  i»  d'Alembert  (jue  Vlutmmc 
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peu  tininsnnt  s'rloiijfiiit  de  Paris  de  -  dr-firs  vei*s  lo  pôle;  il  pouvait 
lire  les  ()n\nii.'(  S  du  s^nand  Grontl'trc  dans  le  Keriieil  de  f'eters- 
hoiii't;  iiusM  bien  (|iie  dans  celiii  ilc  Hei  liii.  Va"  (|iii  fâchait  d'Alein- 
bfrt,  c'était  la  crainte  de  se  voir  appel»^  ii  le  remplacer,  et  Ten)- 
barras  de  repondre  à  des  offres  (|n  il  était  bien  rt'soln  de  ne  point 
îircepter.  Frédéric,  en  t  tlet,  proposa  de  noin  eaii  à  d' Alenil)ei't  la 
pla<'e  de  Président  de  son  Aeadénii»',  (|iril  lui  tenait  en  rés^'rve 
depuis  la  mort  de  Maupertiiis.  D'Alernl>ert  lui  siijîgéra  l  idée  de 
mettre  La^rant^eà  la  place  d'Knler,  et,  si  nous  en  croyons  YHis- 
tfdre  secrite  de  la  cour  de  Berlin,  tome  11,  page  \  ,  Knler  nvait 
déjà  désigné  Lagratige  comme  le  seul  lumnvv  <-nj>(t})lc  de  maveher 
sur  sa  ligne.  Et  en  effet,  il  était  naturel  ({n  Knler,  qui  voulait 
obtenir  la  permission  de  quitter  Berlin,  et  d'Alembert,  qui  cher- 
rhait  un  prétexte  pour  n'y  point  alter,  eussent  tous  deux,  sans 
s'être  rien  communiqué,  jeté  les  yeux  sur  l'homme  le  pins  propre 
à  entretenir  cet  éclat  que  les  travaux  d'Euler  avaient  répandu  sur 
l'Académie  de  Prusse. 

M.  Lagrange  fut  agréé  ;  il  reçut  un  traitement  de  1 5oo  érus  de 
Prusse,  environ  6000  de  notre  monnaie,  avec  le  titre  de  Directeur 
de  l'Acadéinie  pour  les  Sdences  physico^mathématiques.  On  peut 
être  étonné  qii'Euler  et  Lagrange,  mis  successivement  à  la  place 
de  Maupertuis,  n'aient  obtenu  que  la  moitié  de  l'hàitage  que  le 
Roi  voulait  donner  tout  entier  à  d*AIembert;r  c'est  que  ce  Prince, 
qui  dans  ses  loisirs  cultivait  la  poésie  et  les  arts,  n'avait  aucune 
Jdée  des  Sciences,  qu'il  se  croyait  cependant  obligé  de  protéger 
comme  Roi;  c'est  fpi'il  faissiit  au  fond  assez,  peu  de  cas  de  la  Géo- 
nu  tu»  .  ( outre  laquelle  il  envoyait  trois  pages  de  vers  à  d'Aleni- 
l)ert  iiicjne.  qui  diflenut  de  lui  répondre  jnsfpi";!  la  tin  tlu  sié^e  de 
Sch\\  eidnitz,  par  la  raison  que  ce  serait  trop  d  awtir  à  Ut  Jais 
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V /Autriche  et  Itt  (rroinrlrle  sur  les  hras ;  et  f|uVnliii,  iiml^v  l'iiii- 
iiicnse  réputation  (i  K.uler.  on  voit,  par  la  ron-espoiulancc  avec 
V  oltairc,  (|iie  Kredenc  ne  le  désignait  cpie  par  la  c|iialifi(*ati()ii  de 
son  Géomètre  borgne,  dont  les  oreilles  ne  sont  pns  faites  pour 
sentir  les  délicatesses  de  la  poésie;  à  <|Uoi  \  oitaire  ajoute  :  .Vo«.v 
sommes  un  petà  itombre  d'adeptes  ({ta  nous  y  connaissons,  le  reste 
est  profane;  remarrpje  plus  spirituelle,  qiie  juste,  et  qu'Ëuler,  en 
parlant  de  la  (jéouiétrie,  atu-ait  pu,  avec  tant  d'avantage,  rétor- 
quer enntre  Voltaii-e  et  Frédéric.  On  voit  bien  que  N'ultaire,  qui 
avait  si  dignement  loué  Newton*  cherche  en  cet  endroit  à  flatter 
Frédéric;  il  entre  par  complaisanoe  dans  les  idées  du  Prince,  qui 
ne  vovilait  mettre  à  b  tête  de  son  Académie  qu'un  savant  cpii  aurait 
au  moins  quelques  titres  en  littérature,  dans  la  crainte  fpi*un  Géo- 
mètre ne  mit  pas  assez  d'intérêt  à  la  direction  des  travaux  litté- 
raires, et  qu'un  littérateur  ne  fïit  encore  plus  déplacé'  à  la  tête 
d'une  société  composée  en  partie  de  savants  dont  il  n'entendrait 
pas  même  la  langue;  il  avait  donc  raison  de  diviser  la  place  pour 
cfu'dle  fut  complètement  remplie. 

M.  Lagraiij^e  prit  possession  .le  6  novembre  1 766.  Le  procès» 
veriial  qui  en  &it  mention  lui  donne  le  nom  de  fjagrange-Toiir- 
nier.  //  apoit  été  bien  reçu  par  h  Roi,  mais  il  s'aperçut  bientét  que 
les  .i/lfemands  n  aiment  pas  ffue  les  étrangers  viennent  occuper 
des  places  dans  leur  pays';  il  se  mit  à  Inen  étudier  leur  langue;  il 
ne  s'occupa  sérieusement  tpie  île  Matliémati(jues  ;  il  ne  se  troin'u 
sur  le  eliemiii  de  personne,  put  re  epéil  ne  denumdait  rien,  et  Jin  çti 
hieiitdt  les  .  liieniands  a  lui  accorder  leur  estime.  I.e  liai  me  traitait 
bien,  a-t-il  dit  lui-inème,  je  crois  (ju  il  me  pré/erait  à  F.nler,  (/ni 
était  un  peu  dévot,  tandis  <jue  moi  Je  restais  étranger  ii  tonte  dis- 
cussion sur  le  cuitet  et  ne  contrariais  les  opinions  de  perso/uw. 
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Cette  réserve  prudente,  en  le  privant  des  avantages  d'une  fiuniUa- 
rité  honorable,  ({iii  n'eût  pas  été  sans  quelques  inconvénients,  lui 
laissait  tout  son  temps  pour  ses  tiavaux  mathématiques,  (|ui  ne 
lui  avaient  attiré  jusque-là  que  les  éloges  les  plus  flatteurs  et  les 
plus  unanimes.  L  ue  seule  fois  ce  con<'ert  de  louan{;es  fut  troublé. 

l'U  Géomètre  fnuïcais,  qui  réunis-v;iit  ;i  Ix-auroup  de  .s;it;acité  un 
auiour-pioprc  pins  i^raïul  nu-ore,  et  !ie  se  tlonnait  t;iu-rc  la  prine 
d'étii«!i(  i  liN  ()ii\ra{;<'s  des  antres,  aeeusa  M.  r«'ij;ianj;e  de  r'trr 
é^di  r  dans  lii  //oin'cllf'  loiitc  (jn'il  (ivnit  titurc,  faute  d Cn  (noir 
liicii  viiU  ndit  lu  théorie;  il  lui  reproelmit  de  s' c'tic  troiiipr  dans  ses 
assertions  et  ses  caU  iils.  l.j»jj;i-îui^e,  dans  sii  réj)t)use,  montre  qnel- 
([ue  étonnement  de  ces  r\)tr cssions  peu  obligeantes,  auxquelles  il 
était  si  peu  accoutumé;  il  s'attendait  au  moins  à  les  voir  motivées 
sur  quelques  raisons  bonnes  on  nninvnïses.  Mais  i)  n'en  trouvait 
d'aucun  genre.  Il  fait  voir  (juc  la  solution  proposée  pju-  Fontaine 
était  incomplète  et  illusoire  à  certains  égards.  Fontaine  s  était 
vanté  d'avoir  appris  aux  Géomètres  les  conifitïcMis  qui  rendent 
possible  l'intégration  des  équations  différentielles  à  trois  variables  ; 
Lagrange  lui  fait  voir,  par  plusieurs  citations,  que  ces  conditions 
étaient  connues  des  Géomètres  longtemps  avant  que  Fontaine  fut 
en  état  de  les  leur  enseigner.  Il  ne  nie  pas,  au  reste,  que  Fontaine 
n'ait  pu  trouver  ces  diéorèmes  de  lui-même;  du  moins  je  suis 
p&rsuadê,  ajoutait-il,  qu'il  était  aussi  en  état  que  personne  de  tes 
trouver. 

Cest  avec  ces  égards  et  cette  modération  qu'il  répond  à  l'agres- 
seur. Gondorcet,  dans  l'Éloge  de  Fontaine,  à  l'occasion  de  cette 
dispute,  est  ohlii^e  d'avoner  que  son  confrère  s'y  était  écarté  de 

cette  p«)litesse  d'usaj^e,  dont  jamais  i!  n'est  permis  de  se  dispenser, 
mais  qu'il  croyait  peut-être  moins  nécessaire  avec  des  adversaiivs 
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illustras  et  dont  la  gioire  n'avait  pas  besoin  de  ces  petits  méiiage- 
ments.  On  sent  ce  que  vaut  cette  excuse,  surtout  quand  on  la 
présente  en  faveur  d'un  homme  qui,  de  son  propre  aveu,  s'appli- 
quait à  étudier  fo  vanité  des  antres  pour  h  blesser  dans  l'occasion. 
il  l'iiiit  r<)ii\riiir  au  luoius  (jue  celui  (jui  s'est  vu  altai^ué  de  cette 
uianièif  (|uaii(l  il  avait  raison,  »  t  (|ni  a  su  conserver  cette  politcsM- 
avec  (ui  a(l\ fisiiirc  (|ui  s'en  était  dispensé,  s'est  a<'(|iiis  un  double 
avautat;<  mu  (  t  lui  dont  il  a  d'ailleurs  victorieusement  repoussé  les 
atta(|U('>s  iih|)i  iidcutcs. 

Ou  u  attend  pas  de  nous  (|ue  nous  suivions  pas  à  pas  M.  La- 
jîcange  dans  les  sii\  antes  reeherelies  dont  il  a  rempli  les  Mémoires 
de  Berlin,  et  même  c|uelques  volumes  de  l'Académie  de  Turin, 
qui  lui  devait  à  tous  égards  son  existence.  Mais  nous  ne  pouvons 
nous  dispenser  d'indiquer,  nti  moins  en  peu  de  mots,  ce  qu'elles 
renferment  de  plus  remanjuable.  ^^ous  citerons  : 

Un  grand  Mémoire  où  l'on  trouve  la  démonstration  d'une*pro- 
position  curieuse  qu'Ëuler  n*avait  pu  se  démontrer,  une  nouvelle 
extension  donnée  à  ce  théorème  et  des  preuves  directes  de  plu- 
sieurs autres  proposions,  auxqudles  Euler  n'était  parvenu  que 
par  voie  d'induction;  et  dans  lequel,  après  avoir  enrichi  l'Analyse 
de  Diophante  et  de  Fermât,  rAuteu»pa88eà  la  théorie  des  équa- 
tions aux  différences  partielles,  explique  un  paradoxe  singulier 
remarqué  par  Euler,  fait  connaître  une  classe  entière  d'équations 
dont  on  n'avait  i\yn  ({ui  [i[iies  exemples  isolés,  fidt  entièrement  dis- 
paraître le  paradoxe  en  montrant  à  quoi  tienmsnt,  et  l'intégrale 
complète  de  ces  équations,  et  la  solution  singulière  (|ui  n!est  pas 
comprise  dans  cette  intégrale. 

Une  Fonnide  poiu-  le  retour  des  séries,  remarf|iial»le  par  ssi  fîé- 
uéralité  et  la  simplicité  de  la  loi,  dont  il  fait  nue  application  lien- 
I.  d 


un  NOTICE  SUR  LA  VIE  ET  LES  OUVRAGES 

reuse  au  problème  dé  Kepler,  et  par  là  parvient  à  rendre  sensible 
la  convergence  de  l'expresaion  analytique  de  Téquation  du  centre, 
convergence  qu*on  avait  toujours  supposée  sans  pouvoir  se  la  dé- 
montrer. 

Un  Mémoire  important  sur  la  résolution  des  équations  nunié- 
i-i(]iies,  contenant  aussi  des  remarques  neuves  sur  celle  des  équa- 
tions aljiél)ri<[nes.  Ce  travail  a  servi  de  base  au  Traité  qu'il  a  depiys 
pnl)lic  soMS  le  même  titre,  et  (lotit  il  a  domu'  tieiix  éditions. 

ITu  autre  Mt  iiioiic,  non  iiioiiis  iiiipoi  tiiiit  et  phis  neuf  encore, 
oii  il  ramène  à  des  opcralions  j>nremenl  alj;él)ri(|nes  tous  les  pro- 
eédi's  des  (-ilciils  diHcr('iiti('l  et  ititi'iird ,  (|u"il  d»''i;a;ie  de  l(tntc 
idf'e  d'inlinimeni  jx-tit'^.  de  lluxioiis.  de  limit«'s  et  d  évanouissantes, 
et  démontre  la  lej;ilimiti"  des  altr  éviations  (|iie  l'on  se  permet  dans 
ees  deux  C-deuls,  rpi'il  délivre  aussi  de  tontes  les  dinienltés,  de 
tous  les  paradoxes  avaient  pris  naissajice  dans  une  niétapliy 
si(|iie  imparfaite  et  snsj)eete. 

La  déinoiiâtrutiou  d'un  théorème  cuiieux  sur  les  nombres  pre- 
miers, dénioiistralion  rpie  p<'rs(>nne  encore  n'avait  pu  trouver  et 
(pii  était  d'autant  plus  diiïieile,  «pi'ou  ne  «tfut  comment  exprimer 
algébriquement  les  propositions  de  cette  espèce. 

L'intégration  des  différences  partielles  du  premier  ordre,  par 
un  principe  fécond  qui  suffit  pour  la  plupart  des  cas  où  cette 
intégration  est  possible. 

Une  solution  purement  analytique  du  problème  de  la  rotation 
d'un  corps  de  figure  quelconque,  dont  il  parvint  enfin  à  stumonter 
les  difficultés  qui  l'avaient  longtemps  arrêté,  mais  sur  leqnd  les 
Géomètres  paraissaient  attradre  avec  curiosité  quelcjues  âévdop' 
pements  ultérieurs  qu'ils  espéraient  trouver  dans  le  second  volume 
de  sa  nouvelle  Mécanique  anclylù/tte. 
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Pliisiciiis  Mc'iiloircs  siif  la  théorie  ol)s«Mirr  rt  ditlicile  dt-s  proha- 
htlid  s,  dû  l'on  admire  I  intt'j;rale  qui  en  tait  la  Imse,  le  nombre  et 
riniportanee  des  problèmes  qu'elle  l'ésout;  l'application  que  TAu- 
tetir  en  fait  à  In  question,  qui  revient  chaque  jour  en  Astronomie, 
du  de^ré  de  confiance  que  l'on  peut  accorder  au  résultat  moyen 
d'un  j;i  and  nombre  d'observations,  et  on  se  trouve  cette  remarque 
singulière  et  si  favorable  aux  cercles  de  Borda,  (|ne  ebaenndes 
nombres  pairs  l'emporte  sur  le  nombre  impair  immédiatement 
supérieur  pour  la  ]M<obabilité,  que  l'erreur  sera  comprise  dans 
certaines  limites;  M.  le  Comte Laplace  avait  de  son  côté  travaillé 
sur  la  même  théorie.  M.  Lagrange  la  reprend  h  son  tour  par  des 
moyens  qui  s'étendent  aux  équations  de  tous  les  ordres  dont  ils 
donnent  les  intégrales  finies,  et  qui  facilitent  dans  tons  les  cas  la 
détermination  des  fonctions  ari)itraires. 

Alaclaurin  vivait  traité  à  la  manière  des  anciens  l'attraction  des 
sphéroïdes  elliptiques,  et  Lagrange  jugeait  ce  travail  comparable 
à  tout  ce  qu'Archimède  a  laissé  de  plus  ingéiûeux  et  de  plus  Jieau  ; 
U  montre  ensuite  que  l'Analyse  peut  traiter  ce  sujet  difficile  avec 
le  même  succès;  il  y  réussit,  mais  il  s'arrête  au  même  point  que  le 
Géomètre  anglais.  !M.  1 ,(  i^ciuli c  et  M.  I.aplace  ont  (l('|)iiis  été  pins 
loin.  Mais  font  réeeMiiiient  M.  Ivorv  vient  de  nous  iii< ml i<r  (jn  inie 
4"onsidé'nition  t'Xtrèmciiieiit  sini|ilt>  peut  renrirc  iniililt  s  beaucoup 
«le  ealcnls,  atteindre  même  à  des  théorèmes  aii\<[nels  les  ealeuls 
les  phl^  |:ii  (îli.\es  ne  eondiiisent  (|ue  bien  (litlieileirH-nl .  Anti  efois 
les  Géomètres,  dans eliaipie ipiestion,  s'atlaehaienl  d'abord  a  trou- 
ver ees  aperçus,  qui  peuvent  les  simplifier  ou  les  nmiener-  à  des 
questioiii»  déjà  résolues,  abréger  ainsi  les  ealeuls  ou  les  rendre 
même  entièroment  inutiles.  Depuis  la  découverte  du  Qilcut  infi- 
nitésimal, la  facilité,  l'universalité  de  la  méthode,  qui  souvent 

d. 
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dispense  le  calciilateiir  d*avoir  du  ^énie,  a  fait  qiie  dans  les  cas 

pins  difficiles  on  s'est  appliqué  priuripaleinent  à  perfectionner 
l'inslrunicnt  nnivei-sei.  Mais  anjotird'hui  (|ne  les  ressources  de  ce 
};ciii«'  p;ii ais.M'iit  eiitictciuout  t-pnisccs  par  les  tra\anv  tl  Knler,  de 
Laj^raii}^»'  <■!  de  Inits  «lignes  éiiiult  s,  il  M-rait  temps  peiit-èlre  de 
revenir  à  raiicicnnc  iiiclliod»'.  cl  d'iiuitcr  I).  licriionUi ,  (jiic 
(londorcci  a  loue  de  s  cire  uiontiH-  sobre  de  calculs.  I  .aj;rani;t' a 
liiit  plus  lial)itnelicnicut  tui  autre  tisiige  de  ses  subliuies  talents;  il 
tire  tout  de  l'Aiiahsc.  Il  <>sl  pourtant  plus  vrai  de  dire  qu'il  a 
réuni  au  plus  haut  de^ré  l'une  et  l'autre  méthode;  la  preuve  en 
est  dans  le  Gilcul  des  variations,  auquel  ne  peut  se  eomparer,  ni 
pour  la  grandeur,  ni  pour  rmiiversiditc,  aucune  des  idées  les  plus 
heureuses  des  autres  Géomètres;  mais  s'il  est  question  de  ces  aper^ 
<;us  ingénieux,  dont  tout  l'avantage  se  borne  à  simplifier  une 
question  uni(|ae,  c'est  ainâ  que  dès  les  premiers  pas  il  avait  ramené 
les  phénomènes  du  son  à  la  théorie  des  cordes  vibrantes,  et  c'est 
encore  ainsi  que  dans  le  dernier  travail  qu'il  a  présenté  à  la  Qasse, 
il  était  parvenu  à  simplifier  singulièrement  sa  théorie  des  variations 
des  éléments  des  planètes,  et  à  feire  de  sa  solution  une  méthode 
générale  pour  tous  les  problèmes  de  Mécanique  où  les  forces  per- 
turhatrices  sont  peu  conddérables  en  comparaison  des  forces  prin- 
cipales. Mais  si  le  plus  souvent  on  lui  voit  faire  les  plus  heureux, 
efforts  pour  généraliser  une  solution,  pour  épuiser  un  sujet,  qucl- 
ipiefois  aussi  on  le  voit  se  créer  des  difficultés  où  il  n'en  existait 
aucune,  cl  appli(|ncr  ses  niétlu)dcs  adroites  et  savantes  à  la  sohi- 
tioii  de  pi ohlciDcs  élémentaires  <jui  n  j-xi^caicnl  (pi'une  construc- 
tion du  ii;<'nrc  le  plus  simple. 

C'est  ainsi  (|u"à  I'ocim^k  1 1  du  dernier  passay;e  de  \  é'nus,  il  traite 
anal)tiqiieiuent  les  courbes  d  entrée  et  de  sortie  pour  les  diiTé- 
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reiits  [)a\s  de  la  Terre.  .Mais  pour  p;ir\  cuir  à  la  solulinn  t  r  t-s-faeile 
et  uiédiocreiuent  exacte  donnée  par  Uelille  et  Lalande,  il  est  obligé 
d'employer  suocessivement  des  ressoun  cs  détournées,  des  i  t-niar- 
ques  pleines  de  finesse,  de  faire  subir  à  s(>s  eoordonnées  nomlii-e 
!le  tratisfortnationSf  tandis  qne  par  un  calcul  trigonométrique  de 
quelques  lignes,  on  arrive  à  une  formule  plus  complète  ou  se 
trouvent  des  termes  négligés  par  La^nge  et  qui,  bien  que  fort 
petits,  ne  sont  pas  absolumoit  insensibles.  Avouons  pourtant 
qu*il  sait  tirer  de  sa  formule,  pour  calculer  la  parallaxe  du  Soleil, 
un  parti  très-avantageux,  que  n'avaient  aperçu  ni  Delille,  ni 
Lalande,  mais  qui  découle  avec  bien  plus  de  facilité  du  calcul  tf4- 
gonométrique.  Ajoutons  encore  que  ce  Mémoire,  qdl  m'avait  été 
totalement  inconnu  jus<)u'au  moment  où  j'ai  dû  lire  tout  ce  qui 
était  sorti  de  aa  plume,  parait  avoir  servi  à  quelques  Astronomes 
modernes  pour  établir  des  méthodes  qu'ils  s'efforcent  d'accré- 
diter, et  (|ue  I^grange  y  donne  le  premier  exemple  un  peu  étendu 
d'un  problème  éléuieutaire  d'Astronomie  résolu  par  la  méthode 
des  trois  coordoimées  m-tanj^ulaires,  (]ui  est  d'im  >i  i;rand  et  si 
indispeiisahlc  nsai^c  dans  F Asti'ouomie  Iranscciidaiite. 

II  lit  depuis  une  teulative  seuiL»!al)le  potu'  le  |)ii>lilctiie  des 
éclipses:  il  tioiixait  (jiic  les  méthodes  <[uel(jtii'fois  |)roli\('s  de 
niiM'ioiii-  lignaient  ni  la  simplieité,  ni  la  facilité'  (|u'nn  a  droit 
d'atteudre  de  l'état  actuel  de  TAnaKse.  Il  dévelopjie  dans  ce  tra- 
vail toutes  ses  ressources  et  toute  sou  adresse;  la  lecture  de  sou 
Mémoire  est  singulièrement  attaeliaute,  pour  un  Astjouome  (\\n 
n'a  encore  aucune  idée  de  ces  méthodes.  Je  n'ai  point  onMIé  l'efTet 
qu'il  produisit  sur  moi,  il  y  a  près  de  trente  ans,  xpiand  j'en  lis  la 
première  lecture  ;  je  me  rappelle  encore  avec  quels  éloges,  c[uelques 
années  après,  M.  Oriani  me  parlait  de  ce  travail;  mais  quoique 
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1  Auteur  . til  t  u  lie  d Cii  fiicilifcr  I;i  [lat  tic  jti;iti(HU'.  ù  I  ;ii(lc  de  I  aMcs 
iii|;ciii<  iiM^  'Mi  iif  voit  pas  (jnc  les  Asf idiiomrs  ainit  iuloptt*  ci  ltc 
iiK-fiiodr  <jiu.  coinirKMirîuU  par  U"s  toiimilfs  les  plus  dirfctfs,  les 
pliis  rij^oiu cnsc^  ri  1rs  plin  [jrojircs,  en  a|>|(ai rncr,  à  se  plier  à 
tous  les  cas,  se  lenniiie  eepeiidaiit  en  une  t'onuuie  approximative 
et,  qui  plus  est,  indirecte. 

Vn  anli*e  essai  du  même  ^niro  n'a  pasrté  plus  heureux,  parce 
<|ue  le  succès  était  inipnssilile;  le  problème  était  trop  simple  :  il 
s'agissait  de  trouver  la  difTérence  entre  les  lonjçitudes  héliocen- 
tri(|ue  et  i^éométrique  d'une  planète  supérieure.  L'Auteur  y  par- 
vient par  des  artifices  de  calculs  assez  remarquables,  mais  la  soIu> 
tion  est  fortlncommode,  malgré  rélégance  de  la  formule. 

Parmi  ces  jeux  de  son  génie  qui  cherchait  des  difficultés  pour 
mieux  montrer  sa  force,  se  rangerait  encore  le  Mémoire  oii  il 
indique  les  moyens  de  construire  les  Tables  astronomiques,  d'après 
une  suite  d'observations,  et  sans  connaître  la  loi  des  mouvements 
célestes.  C'est  le  problème  que  résolvaient  de  tout  temps  les  Astro- 
nomes, parles  voies  les  plus  élémentaires.  Les  moyens  de  Lagninge 
sont  pliisanal\ti(|ues  et  plus  aavantB;*mais  dans  l'exem^rfe  même 
qu'il  a  choisi,  et  qui  est  des  plus  simples,  il  est  permis  de  douter 
que  les  moyens  qu'il  emploie  soient  les  pins  sûrs  et  les  plus  fàdles. 
Sans  doute  il  n'a  voulu  que  nous  montrer  les  ressources  qu'on  eùl 
trouvées  tiaiis  l' Aiialvse,  si  Keplei'  vl  Newton  ne  nous  a\aicnt 
dévoilé  le  s\slt  iiie  du  monde  el  les  lois  d  aj)rès  les(|nelles  s'aeeoiii- 
plisseut  les  nioiueuienls  planétaires,  car  il  u  tst  piis  |i(is>il)le 
<riniai;ini  i  (|n'il  ait  pu  avoir  le  moiiulre  doute  sur  eette  loi  de  la 
|)esauteur  uni\ n  s(  Ile  dont  il  avail  lui-mérue  donne  de  si  beaux 
«lév eloppeuieuts,  ([uoicjne  eu  plusieurs  emiroils  de  ses  (Juvraj-es 
il  ait  pris  le  soin  d'établir  ses  formules  pour  une  loi  quelconque 
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(1  attraction,  aliu  île  les  rendre  indépeudanleâ  de  toute  hypo- 
thèse. 

Les'  Géomètres  liitmt  avec  plaisir  les  Recherches  (tnaly tiques 
sur  le prohihme  des  projections,  n'avait  jamais  été  traite  d*une 
manière  si  générale  et  si  cpmpli'tc  ;  le.s  Astronotnrs  ex  les  Géogra- 
phes n'y  trouveront  de  praticaMe  que  re  <nrils  avait'iit  appris 
d'avance  par  des  méthodes  plus  élémentaires.  Si  ces  derniers  Mé^ 
moires  n'ofirent  pas  de  résultats  véritablement  utiles,  outre  qu'ilii. 
fonmîssent  une  lecture  attachante,  ils  nous  donnent  encore  cet 
avis  f|ui  peut%voir  des  applications  fréquentes  :  c'est  que  les  ques- 
tions aisées  ne  doivent  être  traitées  que  par  des  moyens  également 
faciles;  qu'il  &ut  réserver  l'analyse  savante  pour  les'queations  qui 
exigent  ces  grands  moyens,  et  qu'il  ne  &ut  pas  ressembler  à  ce 
personnage  delà  Fable,  ([ni,  pour  se  délivrer  d'une  puce,  voulait 
emprunter  à  Jupiter  sa  foudre,  ou  à  Hercule  sa  massue. 

U  est  à  croire  qu'en  ces  occasions  Lagrange  ne  voulait  pas 
sérieusement  proposer  aux  Astronomes,  ces  méthodes  pénibles  en 
place  dos  moyens  plus  faciles  et  plus  exacts  dont  ils  sont  en  pos- 
session, mais  il  faisait  dr  ces  problèmes  faciles,  usuels,  et  tli  jà 
résolus,  le  même  usapc  (|ir(nit  fait  d'iiiitrcs  analystes  de  ([uestioiis 
(le  |)ni'e  eiii'iosité,  <|iii  leur  fournissaient  ties  exemples  de  ealeiil  rt 
ties  oei  .iMoiis  (le  (K'-velopper  de  nouveaux  arlilices  anal)  lu^ue.s, 
toujours  lions  à  eoiniaître. 

Mais  mi  travail,  i;iaiul  dans  sou  objet,  utile  jiarses  ;i|  i|ili«  ations 
continuelles,  et  digne  en  tout  de  son  j;cnie,  c'est  celiu  daii->  lé(|nel 
il  a  calculé  les  changements  successifs  (pii  s'o|ièrent  dans  les  dimen- 
sions et  les  pondons  des  orbites  planétaires.  I  ons  les  Géomètres, 
depuis  Newton,  s'étaient  occupés  de  ce  problème;  leurs  formules 
dilïérentielles,  appliquées  successivement  à  chaque  planète,  pou- 


xuii  NOTICE  SOR  LA  VI£  ET  LES  OUVRAGES 

vaientf  jusqu'à  un  certain  point,  et  pendant  un  certain  temps» 
^tbfaire  aux  besoins  de  l'Astrcmoniie  ;  mais,  après  ({uelqne  inter- 
valle, dles  se  trouvaient  insuffisantes,  et  les  calculs  étaient  à  re- 
t^mmencer  sur  de  nouvelles  donilëes.  M.  Lagrange  considère  la 
question  sous  un  point  de  vue  (jui  Tembrasse  tout  entière,  et  en 
permet  la  «olntion  la  plus  complète.  Au  lieu  de  combiner  les 
orbites  (J<'ii\  à  <1<mix,  coninie  ses  prédécesseurs,  il  les  considère 
toutes  eusenihle,  et,  ([uel  (pTeu  soit  le  uouihre,  il  pai  vient  à  dori- 
ner  à  ré(|Uiitioii  une  foi'Uie  qui  pcr  im-t  I  iiitt  i^ialioii,  en  siippo^aiil 
«l'iuie  part  If  |>i  iii(  ipc  foii(l;uiit'iital  df  la  i;ra\itatinii,  et  tir  l'aulie 
les  oi'hiles  <  ouiines,  (  «uiune  elles  le  sont  j)oiir  une  cerlaiMe  »'|K)(nie. 
Sou  auahse  détermine  ee  fju'elles  ont  été,  ee  ipi  elles  dc\  jcndionf 
dans  tous  les  siècles  passés  et  Itilurs.  La  solution  ne  laisse  rien  it 
désirer,  si  ce  n'est  uue  conuaissauee  plus  exacte  de  la  uiasse  des 
planètes  qui  n'ont  point  de  siitellites.  lilais  cette  connaissance 
même,  avec  le  temps,  pourra  s'obtenir  par  ses  formules;  en  atten* 
(lant,  M.  1  biplace  a  tiré  dti  travail  de  M.  lagrange  une  solution 
plus  bornée,  mais  plus  facile,  et  qui,  penuetlatit  de  remonter 
aux  premiers  temps  de  l'Astronomie,  s'étend  dans  l'avenir  au 
même  nombre  de  siècles,  c'est-à-dire  à  aooo  en  avant  comme  en 
arrière. 

M.  Laplace  était  parvenu  par  induction  à  ce  tbéorèine  inipor^ 
tant  de  l'invariabilité  des  grands  axes  et  des  mouvements  moyens, 
qui  assure  la  stabilité  du  système  |danétaire,  et  dissipe  pour  tou- 
jours la  crainte  qu'on  aurait  pu  concevoir  que  tes  planètes,  conti- 
nuellement attirées  vers  le  Soleil,  ne  dussent  finir  un  jour  par  se 
précipiter  sur  cet  astre.  M.  Lagi-au^e  était  déjà  parvenu  à  un  ré- 
sultat do  même  genre  à  peu  près  pour  la  Lune;  on  pouvait  douter 
cependant  que  la  proposition  fut  vraie  en  toute  rigueur.  M.  La- 
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grange  la  démontre  directement  et  sans  supposer  les  orbites  à  peu 
près  circulaires^  mais  en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  bi- 
naires des  niasses;  M.  Poisson  a  depuis  étendu  la  démonstration 
aux  quantités  du  second  ordre  f  il  est  à  présumer  qu'elle  s'éten- 
drait de  même  aux  produits  de  tous  les  ordres.  Au  reste,  i-e  qui 
est  fait  suffit  pour  nous  démonti  er  (|ue  toute  crainte  à  ret  é^ard 
serait  (iésoriiiais  bien  folle  et  hifii  cliiiiK'iMciiie. 

I  .a  iiranii'ic  iinliiiaire  (riiitcj^rcf  les  t'(Hiali(»ris  des  iiiuiiveiiieiits 
planctiiir es  ;i\;ul  un  iiu'oiu énieiit  (jui  rendait  les  solutions  |)reM|ne 
illusoires ,  ct  ltu  des  ares  de  ee?cle  (|ni  <  r<ulraient  indélininteiit 
avee  le  temps;  on  était  parvenu,  en  cn  lains  cas,  à  se  (lél)ar^lsser 
de  ees  ares  ineonitnodes.  >I.  Laplace  avait  fait  en  ee  j^enre  des 
renianjues  très-importantes,  niais  fondées  sur  une  niétapli\si(|ne 
trop  iitiiéiiieiise  pour  offrir  la  clarté  d'une  démonstration  pure- 
ment analyti({ue;  M.  Lagrange  a  reconnu  qu'en  fiûsant  varier  les 
constantes  arbitraires,  suivant  les  principes  employés  dans  1^ 
théorie  des  inté<;rales  partic  ulières,  on  pouvait  toujours  éviter  les 
arcs  de  cercle  dans  le  calcul  des  perturbations. 

La  question  des  trajectoires,  ou  des  familles  de  couri)es  qui  cou- 
pent sous  des  angles  donnés,  une  infinité  d'autres  courbes  toutes 
du  même  genre,  avait  occupé  tous  les  Géomètres,,  depuis  Leibnitz 
et  Bemoulli  jusqu'à  Euler*,  qui  paraissait  n'avoir  rien  laissé  à  dé- 
sirer sur  cette  question.  Lagrange  en  fit  une  question  neuve  en  la 
transportant  des  nmple^  courbes  aux  surfiices;  elle  conduit  à  une 
équation  aux  différences  partielles,  laquelle  n'est  intégralile  que 
dans  le  cas  où  l'ange  d'intersection  est  droit. 

Nous  n'avons  présenté  qu'une  idée  Inen  imparfiùte  de  la  série 
immense  de  travaux  qui  ont  donné  tant  de  prix  aux  Métnoires  de 
Académie €leBerlin,tsaitqa*éïemt  l'avantage  inestimaUe d'être 
I.  e 
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dirigée  par  M.  Lagrange;  il  est  tel  de  ces  Mém«nres  qiii,  par  son 
étendue  et  par  son  importance,  pourrait  passer  pour  un  grand 
Ouvrage,  et  cependant  ce  n'était  encore  qn*une  partie  de  ce  que 
ces  vingt  années  lui  avaient  vu  'produire.  11  y  avait  composé  sa 

«  •  ••••  '     \     m  9  « 

Méamique  analytique,  mais  il  désirait  qu'elle  fîit  imprimée  à  Pàris, 
où  il  espérait  que  ses  formules  seraient  rendues  avec  pins  de  soin 

et  de  fidélité.  C'était,  d'une  autre  pjirt,  oonrir  de  trop  farauds  ha- 
Sfirds  (|ue  de  confier  un  pari'il  manuscrit  aux  uiaius  d'un  vovageiu' 
t|ui  n'eu  sentirait  pas  assez  tout  le  prix.  M.  Laj;r;iii<i('  Ht  une 
copie  ([lie  \1 .  Ilu<  liàtelet  se  cliar^^ea  de  renicltre  à  l'abbé  Marie, 
avec  leipiel  il  était  fort  lié.  Aîarir  répondit  diiincuient  à  la  con- 
liauee  dont  il  était  honoré.  Son  premier  soin  l'ut  d«'  chereher  un 
libraire  (jui  voulut  se  eharfjer  de  fetif  reprise  ;  et,  ee  (luOn  aura 
peine  à  croire  aujourd  hiii,  il  n'en  pouvait  trouver.  Plus  les  nié- 
thodes  étaient  nouvelles,  plus  la  théorie  était  sublime,  moins  elle» 
devaient  rencontrer  de  lecteurs  en  état  de  les  ai)préâcr,  et,  s;ms 
douter  nullement  du  mérite  de  rOiivrage,  les  libraires  étaient 
excusables  de  .se  défier  d'un  débit  (jui  pouvait  se  trouxf  r  borné  à 
un  petit  nombre  de  (léomètres  disséminés  sur  la  foire  de  l'Kurope. 
Desaint,  qui  fut  le  plus  hardi  de  tous  ceux  auxquels  on  s'adressa, 
ne  consentit  à  se  charger  de  l'impression  que  sur  l'engagement 
formel,  signé  par  Marie,  de  prendre  if  son  compte  le  restant  de 
l'édition,  û,  dans  un  temps  fixé,  elle  n'était  entièrement  épinsée. 
A  ce  premier  service,  Marie  en  ajouta  un  autre  auquel  M.  La- 
grange  fut  au  moins  aussi  sensible.  Il  lui  procura  un  éditeur  digne 
de  présider  à  l'impression  d'un  tel  ouvrage.  M.  liCgendre  se  dé- 
voua tout  entier  à  cette  réviàon  pénible,  et  s'en  trouvait  payé  par 
le  sentiment  de  vénération  dont  il  était  pénétré  pour  l'Auteur,  et 
par  les  remerdments  qu'il  en  reçut  dans  une  lettre  que  j'ai  eue 
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eiitif  ItM  inaiiih,  vi  «jue  iM.  Lai;i",iii^e  avait  remplie  des  expieti^oiis 
de  son  esliiiie  et  de  sa  i"econiiai.ssiiiice. 

Le  li\  re  ii  avait  |ws  eiu  oi'e  paru  (|uand  l'Auteur  vint  s'étal)lir  à 
Paris  Plusieurs  causes  l'y  déterminèrent;  mais  il  ne  fiuit  pas  croire 
à  toutes  celles  qu'on  a  alléguées. 

La  mort  de  Frédéric  avait  amené  de  grands  c/ianganents  en 
Prusse,  et  pouvait  en  faire  craindre  de  plus  grands  encore;  les 
smmnts  n'y  trouvaient  plus  la  ntéme  considération.  11  était  assez 
naturrf  que  M.  I^grange  sentit  de  nouveau  ce  désir  qui  l'avait 
autrefois  conduit  ii  Plans;  ees  causes,  aTec  la  publication  de  sa 
Mécanique,  étaient  bien  suffisantes;  il  n'est  pas  nécessaire  d^ 
joindre  celles  qu'y  ajouterait  plusieurs  brochures  publiées  en  Aile- 
niagne,  et  particulièrement  Thistorien  secret  de  la  cour  ds  Beriin* 
Jamais,  pendant  un  séjour  cle  vingt-cinq  ans  en  France,  nous  n'a- 
vons entendu  M.  Lagrange  proférer  la  moindre  plainte  contre  le 
Ministre  qu*on  a  accusé  de  Ta  voir  irrévocahianent  mécont&aé  par 
des  mépris  et  des  dégoiks,  que  par  respect  p<mr  lui^-mâne  il  lui 
était  impossilde  de  dissimuler.  On  pourrait  soupçonner  (jue 
M.  Lii^range  eut  assez  de  générosité  pour  oublier  ou  pardonner 
des  torts  dont  il  aurait  tiré  la  seule  vengeance  <|ui  lût  digne  de 
lui,  celle  de  c{iiittcr  mut  contrée  où  stm  mérite  eût  été  niécoiuni. 
Mais,  itit<'rr()i;i''  dir crtciuent  sur  ce  sujet  par  un  Membre  «le  l'In- 
slitiit  (M.  Hiirckliardt  ),  il  ne  d(mnaquedes  réponses  lierai  ixcs,  cf 
qui  n'indi(|naient  (Taiiirr  cause  véritable  que  les  malbeiii  s  Ou 
croyait  prêts  à  foudre  sur  la  Prusse.  M.  Hertzber};  elail  luort, 
M.  Laj^ranj^e,  Comte  et  Sénateur  Irancais,  n"a\ ait  aucun  intérêt  de 
dissimuler  la  vérité;  ainsi  nous  devons  nous  en  rapporter  à  ses 
dénégations  constantes. 

L'historien  que  nous  avons  cité  a  donc  été  mai  informé;  mais 
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1  «Npi'it  (le  (léniiireiiitMil  e[  dr  sJitire,  (jul  a  si  jiistciiicnl  icjulu 
son  oiixnijjfe  suspect,  ne  dciit  jtas  nous  cmpèclu'r  «1  <>n  cvtniiiT 
Ifs  lij;ius  où  il  o\j)use,  a\t'c  Ifticrj^i**  (pii  lui  est  particulière, 
son  opinion,  <|iii  est  celle  de  l'Eurupe,  quand  il  rend  justice  à 
M.  La^raut;c  (*). 

(i  II  tue  semble,  <'e  sont  ses  ternies,  (pTii  v  aurait  i«"i  en  ee  nio- 
nient  une  uc(|uisition  digne  du  Roi  de  Franee.  I  /illustre  1  iagrange,  » 
le  premier  r.éoniètre  qui  ait  para  depuis  Newton  et  cjui,  sons  tons 
les  rapports  de  Tesprit  et  du  génie,  est  rhomme  qui  m'a  1^  plus 
étonné;  Lagrange,  le  plus  sat^e.  et  peut-être  le  seul  philosophe  ' 
vraiment  pratique  qui  ait  jamais  existé,  recommandable  par  son 
imperturbable  sagesse,  ses  mœurs,  sa  conduite  de  tout  genre,  en 
un  mot  Tobjet  du  plus  tendre  respect  du  petit  nombre  d*hommes 
dont  il  se  laisse  approcher,  Lagrange  est  mécontent,  tout  le  convie 
à  se  retirer  d'im  pays  où  rien  n'absout,  du  crime  d'être  étranger, 
et  ou  il  ne  supportera  pas  de  n'être  pour  ainsi  dire  qu'un  objet 
de  tolérance. ...  Le  prince  Gardito  de  Caffredo,  Ministre  de  Naples 
à  Copenhague,  lui  a  offert  les  plus  belles  conditions  de  la  part  de 
sou  Souverain  ;  le  Grand-Duc,  le  Roi  de  Sardalgne,  l'tnvilent  vi- 
vement; mais  toutes  leius  propositions  seront  aisément  oubliées 
pour  la  nôtre....  Je  suis  très^ttaché  à  cette  idée,  pan'e  <|ur  Je  la 
crois  noble ,  et  ([ne  j'aime  tendrement  l'honune  qui  en  est  l'objet. . . . 
J'ai  suspendu  la  dt'lil)ération  de  M.  L.  G.  sur  les  propositions  <|ui 

lui  sont  faites,  pour  attejuire  les  nôtres        J'ai  oul)lié  de  vous 

(lire  (|ue  l' Ambassadeur  (de  IV.niee)  avait,  à  ma  piière,  adressé  à 
M.  de  \  ei  iictuies  la  |)i  ()p(>sition  d  appeler  M.  I  ,ai;raiif;e.  » 

l/aiiii m  t|ue  nous  eilnus  panijt  craindre  i  ()])p(isiti()n  de 
M.  de  liretenil,  et,  suivant  M.  Lagrange  lui-uièute,  ce  fut  Cahhé 

(  ■)  Hitimrr  trrrète  de  ta  emr  #*r  BerUH,  1789,  U  11,  p.  lyî  rt  «liv. 
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}ftirie  (\u\  le  proposa  à  M.  de  Bretenil.  et  cf  Miiiistrc,  rjiii  (hiiis 
tontes  les  occasions  a  été  au-devant  des  désirs  de  I  Académie  t\es 
Sciences,  |)orta  cette  demande  et  la  fit  agréer  par  Louis  X\  I. 
Le  successeur  de  FrMrrir,  quoiqu'il  s' intéressât  médiocrement 
'  auxscienves,  faisait  quelques  difficultés  de  laisser  partir  un  savant 
que  son  prédécesseur  avait  appelé  et  qu'il  honorait  d  une  estime 
particulière.  Après  quelques  démarches,  Lagrange  olitint  qu'on 
ne  s'opposât  plus  à  son  départ  ;  on  y  mit  pour  condition  c|U'il 
donoeniit  encore  plusieurs  Mémoires  à  rAcadémie  de  Berlin.  Les 
volumes  de  179a,  1798  et  i8o3  prouvent  qu'il  fut  fidèle  à  sa 
promesse. 

Ce  fut  en  1787  que  M.  Lagrange  vint  à  Paris,  siéger  à  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  dont  il  était  depiûs  quinze  ans  Associé  franger. 
Pour  lui  donner  drmt  de  sufifrage  dans  toutes  les  délibérations, 
on  diangeft  ee  titre  en  celui  de  Pensitmnaire  v^éran.  Ses  nouveaux 
confrères  se  montrèrent  à  l'envi  heureux  et  ^orieux  de  le  posséder  ; 
la  Reine  l'accueillit  avec  biem^Ulance;  e/Ze  le  considérait  comme 
Allemand  î  il  lui  avait  été  recommandé  de  Vienne.  On  lui  donna 
un  logement  au  Louwe  ;  il  y  véciU  heureux  jusqu'à  la  révobaimi, 
TiB  satisfaction  dont  il  jouissait  se  répandait  peu  an  dehors  :  tou- 
jours afTable  et  bon  (|iuind  on  l'interrogeait,  il  se  pressait  peu  de 
parler,  pai^isNait  distniit  et  un  htiu  t)li(jtie  ;  sonvenl,  dans  une  réu- 
nion qui  devait  être  selon  son  goût,  au  milieu  de  ces  savants  ipi  il 
était  venu  chercher  de  si  loin,  parmi  les  h<  uiiiin  s  h  >  pins  disti!J<ïnés 
de  tout  pa\  s  (|ni  se  rassemblaient  tontes  les  semaines  i  he/,  l'illustre 
I^voisiei-,  je  l'ai  vu  rêveur,  debout  conti  e  une  h'nètreon  rien  jiour- 
tant  n'attirait  ses  rcfijards;  il  y  restait  étranj^er  à  toutcecjiii  se  disixit 
autour  de  lui;  il  avouait  lui-même  (]ue  son  enthousiasme  était 
éteint,  <|u'il  avait  perdu  le  goût  des  recherches  mathématiques. 
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S'il  a|)j»r<'ii;iit  (ju  uii  G(W)in<'tr<?  s'occiijKit  de  (jiu'lfjiie  travail,  laat 
init'tjx .  (lis;iit-il,  je  l'avais  coinmencé,  je  serai  dispensé  de  l'aeliex  er. 
Mais  rette  tète  pensiinle  ne  ponvait  (|ue  changer  l  oljjet  de  ses 
méditations.  La  métapli\si(|iie,  I  histoire  de  l'esprit  humain,  celle 
des  différentes  religions,  la  théorie  générale  des  langues,  la  inéde> 
cine,  la  botanique,  s'étaient  partagé  ses  loisirs.  Quand  la  conver- 
sation se  portait  sur  les  matières  qui  paraissaient  lui  devoir  èti-e 
les  plus  étrangères,  on  était  frappé  d'un  trait  inattendu,  d*urie 
pensée  fine,  d'une  vue  profonde,  qui  décelaient  de  longues  ré- 
flexions. Entouré  de  Ghimiates  qui  venaient  de  réformer  toutes  les 
théories,  et  jusqu'au  langage  de  leur  science,  il  se  mit  au  courant 
de  leurs  découvertes  qui  donnaient  à  des  fidts,  auparavant  isolés 
et  inexplicables,  cette  liaison  qu'ont  entre  dies  les  difIRérenles  par- 
ties des  Mathématiques  :  il  consentit  à  acquérir  ces  connaissances 
quiliii  avaient  autrefois  seraUé  â  obscures,  et  qui  étaient  devenues 
aisées  comme  l' /Algèbre,  On  a  été  étonné  de  cette  comparaison, 
on  a  cru  qu'efle  ne  pouvait  vemr  à  l'esprit  ({ue  d'un  Lagrange. 
Elle  nous  parait  aussi  simple  que  juste,  mais  j3  fiuit  la  prendre 
dans  son  véritable  sens.  L'Algèbre,  qui  présente  tant  <fe  problèmes 
insolubles,  tant  de  difUicultés  contre  lesquelles  sont  venus  se  briser 
tous  les  efforts  de  f^igrange  lui-même,  ne  pouvait  lui  paraître  une 
étude  si  facile;  mais  il  comparait  les  éléments  de  la  Qiimie  à  ceux 
de  rAlgèlire:  ces  nouveaux  éléments  fais;iieiit  corps,  ils  étaient 
intellif;il)!<  i.  lU  ()fti;urnt  plus  de  certitude;  ils  rt  ^^cniljjaieiit  à  ceux 
de  rAlt;(  l)!  c  ((III.  |;i  |>;ii  tie  qui  est  laite,  n'oll're  rien  de  l)ieti 

ditheile  a  eoncevoii-,  aucune  verilc  ii  la(jueUe  on  ne  puisse  ]>arve- 
un  par  une  suite  de  raisonnements  de  l'évidence  la  plus  palpable. 
L'entrée  de  la  science  chimique  lui  parut  f)rrrir  ces  mêmes  avan- 
tages, avec  un  peu  moins  de  certitude  et  de  stabihté  probable- 
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ment;  comme  l'Algèbre,  elle  a  sans  doute  aussi  ses  difficultés,  ses 
paradoxes  qu'on  n'explu|uera  qu'aveo  lieauroup  dv  saj^acité,  de 
n'fU'xions  et  de  temps;  elle  aum  ses  pr<)l>lènu.'s  qui  demeureront 
toiijoin  j,  msotiibles. 

C'est  dans  oc  repos  pliilosopliujiie  qu'il  vécut  jiisqu  à  l;i  ip\o- 
Intion,  sjins  rien  ajouter  à  ses  découvertes  inatiu'inatiques,  sans 
même  ouvrir  une  sciiIp  fois  sa  Mécanique  amUytiquey  qui  avait 
paru  depuis  plus  de  deux  ans. 

l-a  révolution  offrit  aux  savants  l'occasion  d'une  grande  et  dif- 
ficile innovation  :  l'établissement  d'un  s\stème  métrique,  fondé 
sur  la  nature,  et  parfaitement  analogue  à  notre  échelle  de  numé- 
ration, liftgrange  fut  ^n  des  (loumiissairesque  rAcadéniie  chargea 
de  ce  travail;  il  en  fut  un  des  plus  ardents  promoteurs;  il  voulait 
le  système  dÀiimal  dans  toute  m  pureté;  il  ne  pardonnait  pas  à 
Borda  la  complaisance  qu*il  avait  eue  de  fiûre  exécuter  des  quarts 
de  mètre.  D  était  peu  frappé  de  l'objection  que  l'on  tirait  contre 
ce  système  du  petit  nombre  des  diviseurs  de  sa  base:  Il  regrettait 
presque  qu'dle  ne  fut  pas  un  nomlM«  premier,  td  que  1 1 ,  qui 
nécessairement  eût  donné  on  même  dénominateur  à  toutes  les  fttas- 
tions.  On  re^udenif  si  l'on  veut,  cette  idée  comme  une  de  ces 
exagérations  qui  échappent  aux  meilleurs  eq|»iîts  (kns  le  feu  de  la 
dispote;  mais  il  n*empIo)ait  ce  nombre  i  i  que  pour  écarter  le 
nombre  la,  que  des  novateurs  plus  intrépides  auraient  voulu 
substituer  à  celui  de  i  o ,  qui  fait  partout  la  base  de  la  numération. 

A  la  suppression  des  Académies,  on  conserva  temporairement 
la  Commission  chargée  de  rétablissement  du  nouvea«i  sNstèmc. 
Trois  mois  à  peine  étaient  écoulés,  que,  pour  vpinar  cette  Com- 
mission, on  raya  de  sji  liste  les  noms  de  Lavoisier,  Ik)rda,  Laplaee. 
Coulomb,  Brisson,  et  celui  de  l'Astronome  qui  opérait  en  France. 
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Lai^rauge  fut  conservé.  En  qualité  de  Présidait,  par  uiie  lettre 
longue  et  pleine  de  bonté,  il  m'avertit  ijue  j'allais  recevoir  l'avis 
ofliciel  de  ma  destitution.  Dès  cpi'il  me  sut  de  retour,  il  vint  me 
témoigner  le  regi-et  que  lui  causait  Téloignement  d'un  si  grand 
nombre  de  confrères.  Jv  ne  sais,  dîs.iit-il,  pimrqtioi  ils  m'ont  atn- 
se/vt'.  Mais,  à  iii()ins  d'ètir  totale,  il  i-tait  diflirilr  i\uv  la  suppres- 
sion s  t'U'udît  jiis(|ii  a  lui.  Plus  la  (>oiiiiiiissi()!i  avait  i-pnniM-de 
pt'rtcs,  pins  il  lui  importait  de  ne  passe  j)ti\«  i de  la  cousidér.itioii 
attachée  au  nom  <le  l«ij;ranjie;  on  If  savait  d'ailleurs  uiiii|ueuient 
déxoue  aux  M'ienees;  il  n'avait  aucune  place,  ni  dans  l'oi  drc  civil, 
ni  dans  l'admiiiistration  ;  la  inodcnitiou  de  son  caraeterc  l  avait 
enijicclié  d'expi  imei-  ec  (pi  ll  ne  pouvait  se  défendre  de  penser  en 
secret.  Mais  jamii>!^  j<'  u  onhlierai  la  conversation  que  j'eus  avec 
lui  à  eette  époque,  ("était  le  lendemain  de  ce  jour  où  un  juge* 
meut  atroce  et  absurde,  en  révoltant  tout  ce  qui  avait  quelque 
idée  de  justice,  avait  mis  les  savants  dans  le  «leuil,  en  frappant  le 
plus  illustre  physicien  de  l'Europe.  //  ne  leur  a/dliu  qu'un  mo- 
ment, me  disait-il,  pour  faire  tomber  cette  tête,  et  cent  années  peiU- 
étre  M  suf^tmt  pas  potur  en  reproduire  me  semUahle,  Nons 
missions  ensemble  des  funestes  suites  de  l'expérience  dangereuse 
qu'avaient  tentée  les  Français.  Quelque  temps  auparavant  nous 
avions  eu  ime  conversation  du  même  genre  dans  le  cabinet  de 
Lavoisier,  à  l'occasion  du  procès  du  malheureux  Bailly.  Tous  ces 
projets  chimériques  d'amélioration  lui  paraissaient  des  preuves  fort 
éffiiivoques  de  la  grandeur  de  l'esprit  humain  :  Foulez-vous  le  voir 
véritaldemaU  grand,  entrez  dans  le  cabinet  de  Newton  décompo- 
sant la  lumière,  ou  dévoilant  le  système  du  monde. 

Déjà  depuis  longtemps  il  regrettait  de  n'avoir  pas  écouté  la  voix 
de  ses  amis  qui,  dès  le  commencement  de  m»  troubles,  lui  avaient 
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ronscillé  d<*  «■In'n  her  un  asile  (|u  il  aiiruit  trou\  t'  si  IkciU'inriit. 
Faut  que  la  révolution  iir  pai-ut  menacer  (|iie  le  liaileiuent  dont  il 
jouissîiil  en  Fraïui'.  il  a\ail  iu'L;lim'  cette  consiilcration  pour  la 
i'uriosité  de  voir  de  plus  pi  cs  luic  de  Ces  grandes  secousses  (jii  il 
serait  toujoius  j)liis  prudent  d'ohscrvcr  d'un  peu  loin.  Tu  l  ((<> 
voulu,  se  r('pclait-il  à  lui-même,  en  me  conliant  ses  regrets;  en 
vain  un  Décret  spécial,  proposé  par  Duséjour,  à  l'Asseiublée  con- 
stituante, lui  avait  assuré  le  payement  de  sa  pensum;  vainement 
lui  eÙt-OD  tena  parole,  la  dépréciation  du  papier-monnaie  suflisait 
pour  rendre  ce  Décret  illusoire.  Il  avait  été  nommé  Membre  d'un 
Bureau  de  consaltation  chargé  d'examiner  et  de  récompenser  les 
inventions  utiles  ;  on  l'avait  fait  l'un  des  Administrateurs  de  la 
Monnaie,  mais  cette  Commission  lui  offrait  peu  d'objets  capables 
de  fixer  son  attention,  et  ne  pouvait  en  aucun  sens  clissiper  ses 
inquiétudes.  On  voulut  de  nouveau  l'attirer  à  Berlin,  et  lui  rendre 
sa  première  existence;  il  y  av&it  consenti.  Hérault  de  Sédielles,  à 
qui  il  s'était  adressé  pour,  un  passe-port,  lui  offrait  pour  plus  de 
sûreté  une  mission  en  .Prusse.  M.  Lagninge  ne  put  consentir -à 
quitter  sa  patrie;  cette  répugnance,  qu'il  regardait  alors  comme 
un  .malheur,  fut  pour  lui  une  source  de  fortune  et  de  gloire 
nouvelle. 

L'École  Normale,  dont  i)  fut  nommé  Professeur,  mais  cfui  n*eut 

fpi'une  existence  éphémère,  lui  donna  à  peine  le  temps  d'exposer 
ses  idées  sur  les  fondements  de  l'Aritlunétique,  de  l'Algèbre  et  de 
leurs  applications  a  la  Géométrie. 

I  ,'Kcole  Polytechnique,  fruit  d'une  idée  plus  lieiireuse,  eut  aussi 
(les  sucées  plus  durables;  et  parmi  les  nieilleiu's  efï'ets  qu file  a 
produits,  nous  pouvons  metti^e  au  premier  rang  celui  d'av(»ir 
rendu  ^l.  I.jagi-ange  à  l'Analyse.  Ce  l'ut  là  qu'il  eut.  occasion  de 
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développer  les  idées  dont  le  {çerme  était  dam  nA  Mémoire  qu'il 
Hvait  publié  en  177a,  et  dont  rol)jet  était  d'enseij^ner  la  véritable 
i)i('t.ii)livsi(jue  «lu  Cialnil  iiité^al.  Pour  l'enteiidi-e,  et  jouir  plus  tôt 
de  et's  heureux  ili'veloppciiiciils,  on  vit  les  Professeurs  se  mêler 
aux  jeunes  élèves.  (Test  alors  (ju'il  eoniposii  ^es  /  o/^  f/o/zv  uiuily- 
titfiies.  et  les  Leçons  sitv  ce  calcul,  dont  il  a  doinié  plusieurs  édi- 
tions. (  eii.v  ([lit  o/U  été  à  portée  (le  snivn'  ces  intéressantes  leçons, 
a  dit  un  de  ces  Professeurs  (M.  i.acioix),  otit  en  le  pin  Lui  r  de  lut 
voir  créer  sous  les  yeux  des  auditeurs  presque  toutes  les  portions 
de  sa  théorie,  et  conserveront  précieusement  plusieurs  variantes 
que  recueiUera  l'histoire  de  la  Science,  comme  des  exemples  de  la 
murc/ie  que  suit  dans  l\Inalrse  le  génie  de  l'invention. 

Ce  fut  alors  ausai  qu'il  publia  son  Traité  de  la  Bésoltttion  fies 
équations  numériques,  avec  des  Notes  sur  pkisieun  points  de  la 
théorie  des  équations  algébriques. 

On  dit  qu'Arciiimèdef  dont  la  grande  réputation  est  surtout 
fondée,  au  moins  ches  les  bisloriens,  sur  des  machines  de  tout 
genre,  et  principalement  oeUes  qui  avaient  retardé  b  prise  de 
Syracuse,  dédaignait  ce»  inventions  mécaniques,  sur  lesquelles  il 
n'a  rien  écrit;  on  dit  qu*il  ne  mettait  d'importance  qu'à  ses  Ou- 
vrages, de  pure  théorie.  On  pourrait  quelquefois  penser  que  nos 
grands  Géomètres  partagent,  à  cet  égard,  l'opinion  d'Archiraède. 
Os  regardent  un  fmblème  comme  résolu  quand  il  n'offire  phis  de 
difficultés  analytiques,  qu'il  ne  reste  plus  à  fiûre  que  des  diffé- 
rentiations,  des  substitutions  et  des  réductions,  opérations  qui, 
dans  le  fait,  n'exigent  '^uèvt^  c|ue  de  la  patience  et  une  certaine 
habitude.  Satisfaits  d'avoir  écarté  les  difficultés  plus  réelles,  ils 
s'infjuièfent  trop  peu  de  l'endKirras  où  ils  laissent  les  caleulateui's 
et  du  travail  que  doit  leur  imposer  Tiisa^e  de  la  funnule,  même 
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aprî's  qu  elle  a  été  convenablenient  réduite.  Nous  n  ost-rioiis  assu- 
rer que  I^agranf^e  n'ait  pas  été  le  plus  souvent  de  ct^tte  opiuion. 
Plus  d'une  fois  il  a  exprimé  ouvertement  son  vœu  de  voir  encou- 
mgier  les  recherches  purement  analyti(]nes  ;  et,  même  quand  i) 
punit  se  proposer  la  plus  grande  facilité  de&  calculs  usuels,  c'est 
encore  l'Analyse  principalement  <|u'il  perfectionne. 

1^  résolution  générale  des  équations  algébriques  est  sujette  à 
des  diCBcuités  réputées  insurmontables;  mais,  dans  la  pratique, 
tout  problème  déterminé  conduit  à  une  éqtiation.dont  tous  les  coef- 
ficients tont  donnés  en  nombres  :  il  suffirait  donc  d'avoir  une  mé- 
thode sûre  pour  trouver  toutes  les  racines  de  cette  équation,  qu'on 
nomme  mtménquê.  Cest  Tob^  que  se  propose  M.  Lagrange;  il 
analyse  les  médiodes  connues,  en  démontre  l'incertitude  et  l'in- 
suffisance  ;  il  réduit  le  probKme  à  la  détermination  d'ime  cpiantité 
plu»  petite  que  la  plus  petite  «fifférence  entre  les  racines.  Cest 
beaucoup.  On  ne  peut  trop  admirer  ,Ia  science  analytique  qui 
brillepartoutdans  cet  Ouvrage;  mais,  malgré  toutes  les  ressources 
du  génie  de  Lagrange,  on  ne  peut  se  disâmnler  que  le  travail  ne 
soit  encore  bien  long,  et  les  calculateurs  continueront  sans  doute 
de  donner  la  préféwnce  à  des  moyens  moins  directs  et  plus  expé- 
ditifs.  Quatre  fois  l'  Auteur  est  revenu  sur  ce  sujet  :  il  est  à  croire 
cju'une  solution  coinnuule  et  générale  nous  sera  toujours  refusée, 
ou  ([ue  (lu  moins  rv  svr.i  par  d'autres  movens  fjn'il  fiudra  la  cher- 
cher. Ti'Anteur  semble  l'avoir  recoiuiu  lui-même,  en  recomman- 
dant celui  de  M.  Rudan  connue  /e  phis  facile  et  le  plus  ('lésant 
pour  résoudre  toutes  les  équations  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles. 

Le  désir  de  multiplier  les  applications  utiles  lui  fit  entreprendre 
une  nouvelle  édition  de  sa  Mécanique  anafytique  :  son  projet  )était 

/. 
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d'en  développer  les  parties  les  plus  usuelles.  H  y  travaillait  avec 
toute  l'arcleur  et  la  force  de  tête  (ju'il  y  aurait  mise  daus  son  meil- 
li'iw  temps  ;  mais  celte  application  lui  lais.-v,iit  une  tati|riic  <|ni  allait 
(HieUjuefois  à  le  faire  loiiihei-  en  (It'faillance.  il  fnt  ti()U\ç  en  «  et 
état  [)ar  M'"*  l  «ij;i"ui^e.  S.i  ti  lc.  t  ti  loinhant,  a\ait  poi  le  sur  l'angle 
d'un  meuble,  et  ce  clior  ne  lu:  a\;iit  pas  rendu  I "usa ^e  de  ses  sens. 
C'était  ini  avertisscinent  de  se  mcnaj^er  da\anlaj^e;  il  en  piL^ea 
d'abord  ainsi;  mais  il  a\ait  trop  à  e<eiu-  de  terminer  la  icdaction 
de  cet  ()u\ rage,  dont  l  impressiou,  loni;!;lemps  sus[)eudue,  n'a  été 
terminée  qu'eu  iHi').  Le  premier  volume  avait  pu-n  rjnelque 
temps  avant  sa  mort;  il  avait  été  suivi  d*une  nouvelle  <  (litiou  des 
Fonctions  onofrfîf/itci.  Tant  tle  tnivatix  réj)uisèrent.  Vers  la  fin 
de  mars,  la  fiè\  re  se  déclara,  l'appétit  était  nul,  le  sommeil  agité, 
la  bouche  aride  ;  il  éprouvait  des  défaillances  alarmantes,  surtout 
à  l'heure  de  son  réveil.  Il  sentit  son  danger;  mais,  conservant  son 
imperturbable  sérénité,  il  étudiait  ce  qui  se  passait  en  lui;  et,  comme 
s'il  n*eùt  fiiit  qu'assbter  à  une  grande  et  rare  expérience,  il  j  don- 
nait toute  son  attention.  Ses  remarques  n'ont  point  été  perdues; 
l'amitié  lui  amena,  le  8  avril  au  malin,  MM.  Lacépède  et  Monge, 
et  M.  Ghaptal,  qui  se  fit  un  devoir  religieux  de  recueillir  les  prin- 
cipaux traits  d'une  conversation  qui  fut  la  dernière.  (Nous  avons 
suivi  scnipuleusement  toutes  les  indications  qn'die  contient,  et  les 
passages  ijue  nous  avons  soulignés  sans  autre  citation  sont  fidèle- 
ment co|Hés  sur  le  manuscrit  de  M.' le  Comte  Cliaptal.  ) 

Il  les  reçut  avec  attendiùaement  et  cordialtté.  J*ai  été  bien  mal 
avant-hier,  mes  amis,  leur  dit-il,  je  me  sentais  mourir;  moA  corps 
s  qffiaihlissait  peu  a  peu,  nies  facultés  morales  et  physiques  s'étei' 
fanaient  insensihleniaU ;  j' ohsnvdis  <ivvr  p/ul.sir  la  proi^rvssion 
bien  graduée  tic  la  diminution  de  mes  forces,  et  j  arrivais  au 
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terme  sans  dottlmir,  sans  regrets,  et  par  une  pente  bien  douce. 
Oh/  la  mort  n'est  pas  à  redouter,  et  hrxf/uc/le  vient  sans  dou- 
leur, c'est  une  (Urnière fonction  (jnt  nest  ni pénihie  ni  désn^nUihlc. 
Aloi"s  il  leur  expositit  ses  idées  sur  la  \it',  dont  il  erovait  <|ue 
le  siège  est  paitoul,  dans  tous  les  organes,  dans  tout  IVnsenilile 
de  la  niaehine,  (|ui,  che/  lui,  s'afTaihlissait  également  |>art()nt  et 
par  les  mêmes  degrés.  QucUjucs  Instants  de  plus,  Il  n\y  avait  plus 
de  /'onctions  nulle  part,  la  mort  était  partout  :  la  ntort  u  est  t^ue. 
le  repos  absolu  du  corps. 

Je  voulais  mourir,  ajouta-t-il  avec  plus  de  force,  mti,  je  voU' 
lais  mourir,  et  j'y  trouvais  du  plaisir;  mais  ma  femme  n*a  pas 
voulu  :  f  eusse  préféré  en  ces  moments  unie  femme  moins  bonne  ^ 
iUWiS  empressée  ii  ranima"  mes  forces,  et  qui  nt'eût  laissé  finir 
doucement.  J'ai  fourni  ma  carrii;re;  J'ai  acquis  (/uel(/i/c  célébrité 
dans  les  Matliémaiiques.  Je  n'ai  haï  personne,  je  n^eû  point fak  de 
mal,  et  il  faut  bien  Jînir;  mais  ma  femme  n'a  pas  voulu. 
.  Comme  il  s'était  fort  animé,  surtout  à  ces  derniers  mots,  ses 
amis,  malgré  tout  l'intérêt  qu'ils  mettaient  à  l'entendre,  voulaient 
se  retirer;  il  se  mit  à  leur  faire  l'histoire  de  sa  vie,  de  sej  travaux, 
de  ses  succès,  de  son  séjour  à  Berlin  (où  plusieurs  fois  il  nous 
avait  dit  qu'il  avait  vu  de  près  un  Roi)^  de  son  arrivée  à  Paris, 
de  la  tranquillité  dont  il  y  avait  joui  d'abord,  des  inquiétudes  que 
lui  avait  ensuite  causées  la  révolution,  de  la  manière  grande  et 
inespérée  dont  il  en  avait  été  dédommagé  par  un  Prince  plus 
grand,  plu»  puissant  (il  aurait  pu  dire  encore  plus  en  état  de 
l'appréeier),  (|ui  l'aMiit  comblé  d'honneurs  et  de  difn^iités,  et  (jui, 
tout  réeenunent  encore,  venait  <lc*  lui  envoyer  le  grand  cordon  de 
l'Ordre  tic  la  Keuuiou;  ajoutons  ciiliii  (|ni,  après  lui  a\ oir  doiuu-. 
pendant  sa  vie,  les  preuves  non  equi\uques  de  lu  plus  haute 
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estime,  vient  de  faire,  pour  sa  veave  et  son  frère,  plus  que  jamais 
Frédërif  n'avait  fait  pour  lui-même  pendant  tout  le  temps  qu'il 
avait  illustré  son  Académie. 

Il  n'avait  ambitionné  ni  ces  honnenrs  ni  ces  richesses,  mais  il 
les  recevait  avpf  ime  lespectiieuse  recoiniaissiiiice.  et  s'en  réjouis- 
sait poiu"  Tavaiiia^e  des  sciences.  Il  comptait  se  parer  de  ces  liti'es 
au  frontispice  de  l'Ouvrâge  qu'il  faisait  impr  imer,  pour  montrer  à 
l'univers  à  <piel  point  les  savants  étaient  Ijonorés  en  France. 

On  voit,  par  ces  derniéi*»  mots,  qu'il  n'avait  pas  perdu  tout 
espoir  de  ^uénson;  il  croyait  seulement  que  sa  convalescent^ 
serait  longue;  il  offrait  ensuite,  dès  qne  ses  forces  seraient  reve- 
nues, d'aller  diner  chez  M.  le  Comte  de  Lacépède  avec  MM.  les 
Comtes  Monge  et  Ghaptai,  et  là  il  se  proposait  de  lei^  donner 
sur  sa  vie  et  ses  Ouvrages  d'autres  détails  rpi'ils  ne  pourraient 
trouver  nulle  part.  Ces  détails  sont  irrévocablement  perdus.  Nous 
ignorons  même  encore  ce  qu'il  avait  voulu,  et  ce  qu'il  aura  pu 
ajouter  au  second  volume  de  sa  Mécanique,  qui  était  déjà  sous 
presse.  (Ce  v<^ume  a  paru  en  1816.) 

PendoM  cette  ctmverfotion,  qui  dura  plus  de  dmx  heures ,  Ut 
mémmre  Uti  manqua  souvent;  U  faisait  de  vains  efforts  pour  se 
rappeler  les  noms  et  les  dates,  mais  smt  discours  fut  totgours 
suivi,  plein  de  fortes  pensées  et  d'expressions  hardies»  Cet  emploi 
qu'il  fit  de  ses  forces  les  épuisa.  A  peine  ses  amis  étaient  retirés, 
qu'il  tomba  dans  un  abattement  prof<md,  et  il  mourut  le  surlen- 
demain I  o  avril,  à  neuf  heures. trois  quarts  du  matin. 

M.  Lagi-anfje  était  d'une  eomplexion  délicate,  mais  bonne;  sa 
tranquillité,  sa  modération,  un  réf;ime  austère  et  fru};al,  dont  il 
s'ccartait  rarement,  lui  ont  fait  prolonger  sa  carrière  it»sf[n'à  l'âge 
de  soixante-dix-sept  ans  deux  mois  et  dix  jours.  U  avait  été  marié 
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deux  fois;  la  première  fois  à  Berlin,  pour  faire  comme  tous  les 
autres  Académidens,  dont  auoun  n'était  célibataire.  U  avait  dit 
venir  de  Turin  une  parente  qa*il  épousa)  et  qu'il  perdit  après  une 
longue  maladie,  pendant  ^laquelle  il  lui  avait  prodigué  les  soins 
les  plus  tendres,  \eê  plus  soutenus  et  les  plus  ingénieux.  Qusôid 
d^Miis  il  épousa  en  France  M"*  Lemonnier,  fille  de  notre  câèbre 
Astronome,  il  nous  disait  :  Je  n*ai  point  ett  d*enfiinis  de  mon 
prmÙBt  mariage,  Je  ne  sais  si  J'en  aurai  dn  second,  Je' n'en 
désire  guhre.  Ce  qu'il  souhaitait  principalement,  c'était  une  oom* 
pagne  aimable,  dont  la  société  pût  lui  offrir  quelqufes  délasse- 
ments dans  les  intervalles  de  ses  travaux,  et,  à  cet  égard,  Il  ne 
hn  resta  rien  à  désirer.  HP*  la  Comtesse  Lugrange,  fille,  petite^ 
fiHe  et  nièce  de  Membres  de  l'Académie  des  Sciences,  était  digne 
d'apprécier  le  nom  qu'il  lui  ferait  porter.  Cet  avantage  réparant 
à  ses  yeux  l'inégalité  de  leui-s  âfjes,  elle  ne  tarda  pas  à  coiu'evoir 
pour  lui  le  plus  tendre  attat  iienicnl.  Il  eu  était  i-econnaissant  au 
point  <[u'il  souffrait  diflîcilenient  d'être  strjKue  d'elle,  que  c'était 
pour  elle  seule  qu'il  sentait  queUjue  ivgret  de  (juitter  la  vie,  et 
(jii  (  rit'm  ou  l'a  plusieurs  fois  entendu  dire  (|ue  tir  tous  ses  succès, 
ce  (ju  il  pnsiiit  le  plus,  c'était  (ju'iis  lui  eussent  fait  obtenir  une 
conipaj;ue  si  tendre  et  si  dévouée.  Pendant  les  dix  jours  que  dura 
sa  maladie,  elle  !ie  le  perdit  pas  de  vue  un  seul  instant,  et  les 
employa  constamment  à  r^rer  ses  forces  et  à  prolonger  son 
existence. 

Il  aimait  la  retraite,  mais  il  n'en  fit  pas  un  devoir  à  la  jeune 
épouse  qu'il  s'était  associée;  il  sortit  donc  plus  souvent,  et  se 
montra  dans  le  monde,  où  d'ailleurs  ses  dignités  l'obligeaient  de 
paraître.  Très-souvent  on  pouvait  s'apercevoir  qu'il  y  suivait  les 
méditations  commencées  dans  son  cabinet;  on  a  dit  qu'il  n'était 
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|>ii>  insensible  aux  <  liai  iii*'s  de  la  imisiqne.  Kn  rfFet,  (|tian<l  imc 
réntiion  était  nombreuse,  il  n'était  pas  fàclic  (|u'uu  eonen  t  \inl 
inteiioinpre  les  ronversations  et  fixer  toutes  les  attentions.  Dans 
une  de  ees  oceasions,  je  lui  demandais  ce  qu'il  pensait  de  la  mn- 
si^ue  :  Je  llaime parce  quelle  m'isole;  j'm  écoute  les  trois  pre- 
mières mesures,  à  la  quatrième  je  ne  flistinf^ne  /ilii.i  rien,  je  me 
livre  à  mes  réflexion t ,  rien  ne  m'interrompt ,  et  c'est  ainsi  (pie  j'ai 
tésolu pltis  d'tm problème  (lifjirile.  Ainsi,  ponr  lui,  la  plus  belle 
œuvre  de  musique  devait  être  celle  à  laquelle  il  avait  dû  les  inspi- 
ration» les  plus  heureuses. 

QumquHl  fût  doué  d'une  figure  vénérable,  sur  bqudle  se  pei- 
gnait son  beau  caractère,  jamais  il  n'avait  voulu  consentir  cpie  l'on 
ftt  son  pcMtrait;  plus  d'une  fois,  par  une  adresse  fort  excusable, 
on  s'était  introduit  aux  séances  de  l'Institut,  pour  le  dessiner  à 
son  insu.  Un  artiste,  envoyé  par  l'Acadéniie  de  Turin,  traça  de 
cette  manière  l'esquisse  d'après  laquelle  il  a  fiiit  le  buste  qui  a  été 
pilusîeurs  mois  exposé  dans  la  salle  de  nos  séances  ^MUticulières, 
et  qui  orne  aujourd'hui  notre  bibliothèque.  Ses  traits  ont  été 
moulés  a{)res  sa  mort,  et  précédemment,  pendant  qu'il  sommeillait, 
on  en'  avait  fiât  un  dessin  qu'on  dit  fort  ressemblant. 

Doux,  et  même  timide  dans  la  conversation,  il  aimait  particu- 
lièrement à  interroger,  soit  poiir  faire  valoir  les  autres,  soit  pour 
ajouter  leurs  rellexions  à  ses  \asU'i  counai^sanoes. Quanti  il  parlait, 
c'était  tolijoiii;.  sur  le  ton  du  doute,  et  s;i  première  phrase  eom- 
nieiHMÏt  ordinairement  par  je  ne  sais  pas.  Il  respectait  toutes  leN 
opinions,  «-tait  bien  éloit^ne  de  donner  les  sietuies  |K)iir  des  rèj^les; 
ee  n'est  pas  (jii  il  fût  aisé  de  l'en  taire  elian|;er,  et  qii  il  ne  les  dê- 
fendît  parfois  avee  une  clialeiir  (|iii  allait  eioissant  jus(|u'à  ee  (ju  il 
s'aperçût  de  quelque  altération  en  lui-même;  alors  il  revenait  à 
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sa  Iraïujiiillilf  ordinaire,  l'n  jour,  aj>rès  nnr  flisj-ussioii  fie  crWc 
espèt'p,  M.  F  ,aui  ;iii;„'f  r^iiit  sorti,  lîorda,  rcstt' seul  a \  te  moi ,  laissa 
échapper  res  iiiot^  :  ./<  \nis  Jàclic  d' avon  à  lodiicil  un  lioniine  tel 
(jite  M.  Lit^ron'^c ,  mais  je  n'en  connais  pas  rie  plus  cntc'tr.  Si 
Borda  fût  sorti  le  premier,  Lagrange  m'en  eût  dit  autant  sans 
doute  de  son  coni'rère,  homme  de  sens  et  de  heaneonp  d'esprit, 
qui,  rnmmc  î<af!^ngef  ne  changeait  pas  volontiers  les  idées  qu'il 
n'avait  adoptées  qu'après  un  mûr  examen  . 

Souvent  on  rein:n  qnait  dans  son  ton  une  léj;ère  et  (Iniic»'  Ironie,, 
sur  l'intention  de  laquelle  il  était  possible  de  se  méprendre,  et 
dont  je  n'ai  pas  vu  d'exemple  que  personne  ait  pu  se  tenir  offensé; 
ainsi  il  me  disait  un  jour  :  a  Ces  Astronomes  sont  singuliers;  ils  ne 
veulent  pas  croire  à  une  théorie,  quand  elle  ne  s'accorde  pas  avec 
leurs  observations.  »  Ce  qui  avait  amené  cette  réflexion,  son 
regard,  en  la  proférant  en  marquait  assez  le  sens  vérilaMe,  et  je 
ne  me  crus  pas  obligé  de  défendre  les  Astronomes. 

Parmi  tant  de  chefs-d'œuvre  que  l'on  ddità  son  génie,  sa  Mém- 
nique  est  sans  contredit  le  plus  grand,  le  plus  remarquable  et  le 
plus  important.  Les  Fmctkms  analytiques  ne  sont  qu'au  second 
ran;^,  malgré  la  fécondité  de  l'idée  principale  et  la  beauté  des  dé- 
veloppements. Une  notation  moins  commode,  des  calculs  plus  em- 
barrassants, (|Uoi(|ue  plus  lumineux,  empêcheront  les  néomètix's 
d  employer,  si  «-e  n'est  en  certains  cas  difliciles  et  donleux,  ses 
symboles  et  ses  dénominations;  il  snflil  (ju  il  les  ait  rassurés  sur  la 
légitimilt-  de*  procédas  ])liis  expéditil's  du  (.idcul  différentiel  et  inté- 
gral. I ,ui-iri)  iiu>  il  MMvi  la  notation  coinuuuie  dans  la  .seconde 
édition  de  Sii  Mrciutiifue . 

(-<'ij;iand  ratic  est  lont  loiule  sur  le  Calcul  fies  variations, 
dont  il  est  l  inveuteui-;  tout  y  découle  d'une  formule  unique,  et 
I-  8 
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d'un  principe  connu  avant  Ini,  mais  dont  on  était  loin  de  soup- 
(;onnt'i-  toute  I  ntiliu*.  (^'ttc  sublime  romposition  réunit  en  outit* 
lous  ceux  «le  ses  traxanx  pr«'eé(leufs  «ju  il  a  pu  \  rattacher;  elle  se 
(li>tiu'^tie  encore  par  l'esprit  [•liil()s<)[)lm|ue  <|iu  v  rèj^ned'un  l)out 
à  l  itiilrc  ;  elle  est  aussi  la  plus  belle  histoin'  de  cette  pnrfie  de  la 
science,  inic  histoire  tellequ'clle  ne  pouvait  être  écrite  que  piir  lui 
homme  au  niveau  de  son  sujet,  et  supéi  ieur  à  tous  ses  devanciers, 
dont  il  analyse  les  Ouvrages;  elle  tonne  une  lecture  du  plus  haut 
intérêt,  même  pour  celui  c|ui  serait  hors  d'état  d'en  apprécier  tous 
les  ealculâ  de  détails.  Un  pareil  lecteur  y  apercevra  du  moins  la 
liaison  intime  de  tons  les  prim  ipes  sur  les(|uels  les  plus  grands 
(jéouiètres  ont  appuyé  leurs  recherclies  de  Méeanicpie.  Il  y  verra 
la  loi  géométrique  des  mouvements  célestes,  déduite  de  simples 
considérations  mécaniques  et  analytiques.  De  ces  problèmes  qui 
servent  à  calculer  le  véritable  système  du  monde,  l'Auteur  passe  à 
des  questions  plus  difRciles,  plus  oomjdiquées,  et  qui  tiendraient 
h  un  autre  ordre  de  choses;  ces  recherches  ne  sont  que  de  pure 
curiosité,  l'Auteur  en  avertit;  mais  elles  pi^uvent  tonte  l'étendue 
de  ses  ressources.  On  y  voit  enfin  sa  nouvelle  Théorie  des'variatùms 
des.  constantes  arbitraires  du  mouvement  des  planètes,  qui  avait 
paru  avec  tant  d'édat  dans  les  Mémoires  de  l* institut ^  oh.  elle  avait 
prouvé  que  l'Auteur,  à  l'âge  de  plus  de  soixante<|uinase  ans,  n'était 
pas  descendu  du  haut  rang  (pi'il  occupait  depuis  si  longtemps,  de 
l'aveu  de  tous  les  Géomètres. 

Partout  dans  ses  écrits,  quand  il  rapporte  un  théorème  iujjjor- 
tant,  il  en  tait  lnnniiiai^r  au  |>rcmier  auteur. 

(^)uanil  il  rcctilic  U  s  idi'cs  de  >.c?,  |)redéct»ssenrs  ou  tic  s<>s  con- 
temporains, c'est  avec  tons  l<'s  ciiards  dus  au  génie;  quand  il  dé- 
montre les  erreurs  de  ceux  (jui  1  uni  attaqué,  c'est  avec  l'imjMissi- 
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hilité  (l'un  vrai  (léomètre  et  le  calme  d  nii  fléinoiistrateur.  Aiii'iiii 
de  ses  rivaux  célèbres  n'eut  des  idées  plus  iines,  plus  justes,  plus 
générales  et  plus  profondes;  «nfin,  f:;i-àce  à  ses  heureux  travaux, 
h  Science  mathématique  est  aujourd'hui  (*omnie  un  vaste  et  beau 
palais  dont  il  a  renouvelé  les  fondements,  posé  le  faite,  et  dans 
lequel  on  ne  peut  fiiire  nn  pas  sans  trouver  avec  admiration  des 
monuments  de  son  génie. 


Digitized  by  Coogle 


PUËMIËUË  SËCïiUiN. 


MÊMUlUËS 

■iTMiTC  mm 

RECUEILS  DË  L'ACADÉMIE  DE  TURIN. 


Digitized  by  Google 


KtCHEUOHES 

M  H  LA 

MËTUOM  M  MAXINIS  ET  MINIMIS. 


I. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Goo<?Ic 


RECHERCHES 

MÉTHODE  DE  MAXINIS  ET  HINIHIS. 


{Mùcetlanea  Tmrinemia,  t.  I,  17^) 


\.  Les  (icdiiielrt's  savent  depuis  Itiiijftcmps  que  lorsque  la  première 
(lirti  reiiticlle  d'une  variable  (|ueUnii(HH'  disparail  sans  que  la  seconde 
disparaisse  en  même  temps,  elle  devient  toujours  un  inu.iimiim  ou  un 
minùnum;  et  en  particulier  elle  est  un  maximum,  si  sa  diiTéreiitielle 
seconde  est  négative,  et  un  minimum,  si  eette  dilférenlielle  est  positive. 
Si  la  difTérentielle  seconde  disparait  en  même  temps  que  la  première, 
alors  la'quantité  n*cst  ni  un  maximum^  ni  un  mimmum,  à  moins  que  la 
troisième  différentielle  ne  disparaisse  de  même*  dans  lequel  cas  la  pro- 
posée deviendra  un  maximum,  si  la  différentielle  quatrièm»-  est  néga- 
tive, et  un  mininwrn.  si  elle  est  positive,  et  ainsi  de  suite.  En  général, 
pour  qu'une  quantité  suit  m\  maximum  ou  un  minimum,  il  finit  (|iif  les 
ordres  sueeessifs  des  diU'ereiitielli's,  r|iii  s'évaTicMiisscnl  t'iiscuihlc.  soienl 
en  nombre  impair,  et  aloi--  1  IK  t  >iir<  iiH  iit  un  md.urnuni  ou  un  mini- 
nuun,  selon  que  la  ditterenlielie  «|ui  suit  la  dernière  évanouissante  se 
trouve  négative  ou  pMÎtlve.  Voyet  If&CLAuaiM,  TmUé  de$  PàunMg, 
p.  a38  et  857. 

2.  Taiit  reci  supposé  et  bien  entendu,  que  Z  représente  une  fonction 
algébrique  des  variables  /,  h,  .r,  v,...,  et  qu'on  se  prhpose  de  la  rendre 
un  maximum  ou  un  minimum.  Soit,  selon  les  règles  ordinaires. 
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et  l'on  aura  d'abord  cette  équation 


pdt  <4-  ^du    rdx  4-  tdx-^. . .  =  o. 

Mais  comme  la  relatiou  entre  /,  u,  a,...  esi  imkoiv  iiitlenMiiiinée,  de 

même  que  celle  de  leurs  différentiel Irs  dt,  du,  di  et  que  d'ailleu» 

Téquation  donnée  doit  être  vraie  quel  que  aoît  leur  rapport»  il  est  évi- 
dent que  pour  les  cbaner  tout  à  fait  de  l'équation»  il  faut  égaler  aéparê- 
menl  à  léro  chaque  membre  pdit  qdu^  rdxt ....  d*ob  l'on  lire  autant 
d^équations  particuliàrea  qu'il  y  a  de  variable»,  savoir  : 

P  —  o,    g  ^  Q,    r     o, . . . . 

Par  le  moyen  de  toutes  ces  équations  on  trouvera  les  valeurs  de  eliaque 
inconnue  f,  «»  a;,...,  qui»  substituées  dans  la  fonction  proposée  Z,  la 
rendront  un  maximum  ou  un  minimum. 

Passons  m:iinteiiïitll  à  l'eMimen  de  la  m  i diide  (lifTereitlielIc.  Kn 

.supposant,  ce  qui  est  permis,  les  premières  tlilVerentielles  d/,  du.  d.v  

ronsiantes,  on  aura 

d'ï  =  dpdt  -+-  dqdu  4-  drdjc  -h  dsdy 

Soit 

dp  —  \dt  -4-  B  </m  -t-  Udx  -t-  Gi/>-  -t-  . . . , 
Hq^Bdt  +  Cdu  +  Edx  +  U^-h..., 
dr  =1idt  +  Edu-*-¥dx-*-ldjf 
ds  =Gdt-*-Edti-hl  dx-i-Ldf-t'..., 

ee  qui  donnera 

4^  Z  =  kdr  ■+■  iBdtdu    CdW  +  ^Ddtds    n  Edudr 

■h  Fdji*  ■+•  tGdtdy  -t-  iUdudy  -+-  tldxdy + Ldy  -h  — 

Pour  enmmeneet*  par  le  eas  le  plus  simple,  stippositns  (ju'il  ii'v  :iit 
(|u'une  seule  varialili-  t,  ^\^-  sorte  que  f/^Z  =  Adt';  on  vi»il  il'altoril  tpie. 
piiis(|iie  ///'  est  toujours  positif,  lii  (lilTérciilielIc  r/^Z  ditif  avoir  le  même 
signe  que  la  ({uanlilé  A:  donc,  .si  A  est  posilit.  Z  sera  un  minimum,  et  si 
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A  est  négatif  il  sera  un  nuumwm;  si  A  =  o  un  suivra  les  règle»  tlun- 
nées(t). 

4.  Les  variables  contenues  dans  Z  suîenl  deux,  savoir  t  et  «:  alur^ 

Il  parilît  au  premier  aspect  bien  difficile  de  connaître  si  cette  expression 
<PZ  doit  être  positive  ou  négative,  sans  qu'on  ait  le  rapport  <!•>  Ji  à  */«, 
<jui  n'est  piis  donné;  car,  puisqu'cn  changeant  ce  rapport  la  fonction 
f/'Z  iloil  aussi  varier,  il  si  nil)lc  iu(liil)ital)lc  (lu'i  llt'  pourra  aussi  passer 
lin  itositifau  négatif,  et  du  iiegatit  au  positif,  pendant  que  les  <|uanlilés 
A,  B,  C.  restent  les  uiéuies.  Qu'on  donne  cependant  à  la  proposée 

\dP    s  Bdtdu  -4-  CifM* 

«ette  forme 

et  on  verra  que,  comme  les  carrés      -t-         «it       "ni  toujours  le 

même  signe  -i-,  toute  la  quantité  sera  nécessairement  positive  si  Ipk 

B' 

lieux  cueflieit  iits  A  e|  (',  ^  sont  positifs,  el  au  «'onlraire  elle  deviendra 

négative,  lnrs(nie  l  eux-ei  seront  tous  deux  négatifs,  (|nel  (|ue  soit  le  rap- 
port de  ///  à  Uu,  On  aura  don*'  pour  le  cas  du  minimum 

iKivoir 

t:>^  ou  i:a>b, 

ce  qui  douue  de  même 

C>o; 

à  moins  donc  que  les  quantités  A.  B.  C  n'aient  ces  conditions 

A>o,   0>o   el  AC>B', 
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la  propost'e  Z  ne  pourra  pas  être  un  nùnimum.  En  second  lieu  oo  trou- 
vera pour  le  maximum 

A  <  o,    L  —  -j^  ^  o, 

:»avuii' 

C<^»  CA>B', 
puisque  A  est  négatif,  te  qui  donne  encore 

t<o; 

dune  tes  conditions  pour  le  maxmum  seront  en  partie  les  mêmes,  et  en 
partie  précisément  contraires  à  celles  du  minùruim. 

5.  Si  A  iiii  i],  ou  loutcs  deux  sniil  cf^alcs  à  z«to  sans  <ju<'  B  le  soil 
iuissi,  hi  i  iiiidilioti  dt-  A(;  >  W  ne  poiina  |);is  siiltsistcr.  ainsi  la  (Hiai)lil<' 
proposée  ne  «levii  iulra  jamais  un  vrai  majiniunt  un  nuniriKtin;  la  même 
ehose  arrivera  loules  les  Ibis  que  A  et  C  seront  de  sijj;ne  eonlraire,  ear 
puisque  esl  toujours  positif  la  condition  de  Ad  >  B*  devient  impos- 
sible. Si  B  s^évanouissait'encore  en  même  temps  (|ue  A  ou  C,  <PZ  se 
trouverait  réduite  au  cas  d'une  seule  variable,  et  par  conséquent  pourrait 
4^lre  de  nouveau  un  meuâmtm  ou  un  mininmmf  ou  ni  l'un  ni  l'autre, 
selon  ce  qu'on  a  dit  pour  le  premier  cas.  Enfin,  n  la  quantité  d*Z  était 
toute  égale  à  séro,  savoir 

A  s:  o,    B  =:  o,    C  ~:  O, 

il  faudrait  recourir  à  la  différentielle  trouième;  <|ue  si  cet|u-ci  se  trouve 
n'être  pas  égale  à  zéro,  la  quantité  Z  ne  peut  être  ni  un  nuurîmum  ni  un 
minimum;  et  au  eontraire.  si  elle  évanonit  eu  même  temps  que  la  se- 
eonde.  on  clierelu'ra  tout  de  suite  la  i|iiiilrii'me;  et  si  elle  n'est  pas  éva- 
nouissante, il  sera  facile,  par  la  méllnule  dont  ntuis  nnus  soiinnes  servi 
ci-devant,  de  eouuuilre  si  elle  est  positive  ou  négative,  ce  (|ui  delenuiuera 
de  nouveau  le  maximum  ou  le  mimmum. 
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6.  f.or»(|ue  les  variableë  sont  trois,  savoir  u,  x,  la  différeiuielie  d*Z 
prend  cette  forme 

qu'on  réduira  d'abord  à 
Suit  posé 

C-^==a.  B-.^=*.  ''-A=''' 

et  on  aura 

d*Z  =  k\dt'^  -5—2  -»-  -j- j  ■+•        -+■  a bdudx     vUx' ; 

qu'on  npire  à  pivseiU  sur  ces  trois  dcrniffs  inombres,  foninie  ou  »  fail 
ci-dessus  (4),  et  toute  la  différentielle  propust;e  d*Z  deviendra 

or,  les  carrés  {dt  -h  -h  ^^j  »  l^**"*-!-  et  <i»*  éiaut  toujours 
peeitifs,  toute  la  dîfnnntielle  sera  de  même  pontive  si  les  ooefHcients  A, 
a  et  e—  -  ont.«bacun  le  signe  +;  on  a  donc  pour  le  mimmam  les 
conditions  suivantes 

A>o,  «>o,  «i>i*, 
ou.  en  remettant  au  lieu  de  a,  b,  e  leurs  valeur», 

ssfvoir 

%>o»  CA>B«  et  {CA-B*)(rA-D»)>{BA-»?, 
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fl'ttù  il  résulU'  encore 

On  trouvera  par  les  mêmes  principes  pour  le  maximum 

A<o,   CA>B'   Cl  (CA  — B')(FA  — D')>(EA  — BD)', 
et  par  conséquent 

C<o.  r<o  et  FA>I>'. 

7.  Si  les  (|u:ui(il(>H  A  **(  {',  «'vanoiiisscnt  seules,  ou  toutes  deux,  ou  une 
simpleuioiil,  la  sefondo  (-oiulitioii  (icvionl  impossilil»':  si  ("est  F  i|ui  /»va- 
nouit,  alors  la  iroisit'iiU'  dcvieiil  iinpossiiile;  car  {.\  —  B"  —  !)•  ,  (|ui 
est  lUM  CSsairt'iiUMil  négatif  à  cause  de  i.\  >  B',  doit  loujmirs  se  Innner 
moindre  de  (EA  —  lil),',  d  ou  il  suit  que  Z  ne  saurait  être  uu  rnu.nnuun 
on  un  ndnimum,  si  A.  C,  F  prises  séparément  ou  ensemble,  comme  on 
voudra,  soni  égales  à  aséro.  Si  par  l'évanouissement  des  termes  la  diffé- 
rentielle d*Z  se  réduisait  à  deux  variables,  ou  à  une  seulement,  elle 
tomberait  dans  le  second  cas  ou  dans  le  premier,  et  on  devrait  suivre-  les 
règles  données  (3  et  suiv.)»  Enfin,  si  toute  la  d*Z  se  trouvait  égale  \  zéro, 
et  que  la  difTérentielle  troisième  ne  fut  pas  <le  même  égale  à  «éro,  on 
serait  sûr  que  la  propo$<'e  Z  ne  pourrait  jamais  devenir  ni  un  noximum^ 
ni  un  minimum;  el  quand  celle  diftérenti<dle  troisième  évanouirait  avec 
la  seconde,  par  des  traiisloruiatiniis  seuddahles  ii  celles  «jue  nous  avons 
pratiquées,  on  pourrait  dans  la  qiiatt  ii-iiic  ditti  rciitu-llr  distinguer  le  vnn 
du  iniiùnuun  et  du  mu.iiiiuun  v{  ceux  qui  sont  inutiles. 

8.  On  peut  étendre  la  même  tbéorie  aux  fonctions  de  quatre  ou  plus 
variables.  Quiconque  aura  bien  saisi  l'esprit  des  réductions  que  j'ai  em- 
ployées jusqu'ici,  pourra  sans  peine  découvrir  celles  qui  conviendront  II 
chaque  eas  particulier.  Au  reste,  pour  ne  pas  se  méprendre  dans  ces 

reelierflies,  il  faut  remar<|uer  que  les  transtonnées  pourraient  l»ien  venir 
dirtérenles  de  celles  que  nous  avons  dcunu  cs:  mais  eu  examinant  la 
chose  de  plus  près,  on  trouvera  infailliblement  que.  quelles  qu'elles 
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iioient.  elles  pourront  loujoiirs  se  réduire  à  celles-ci,  ou  au  moins  y  être 
«oroprisM. 

9.  Comme  je  crois  celle  théorie  entièrement  nouvelle,  il  ne  sera  peut- 

étra  pas  inutile  d'ajouter  les  réflexions  suivantes.  Quel  que  soit  le  nombre 
des  variables  qui  entrent  dans  la  fonction  proposée  Z,  si  on  les  regarde 
eliaeune  en  particulier,  et  qu'on  cluTt  he  le  ma.rirnum  ou  minimum  (|ui 
lui  convient  pendant  qu»   tnutcs  les  autres  demctirciil  les  mêmes,  on 

trouvera  à  part  les  [treiuii'rcs  dil'tVrentielles  p<ll ,  qdu,  rd.v   dont 

ehacune  «'tant  cgalee  à  zéro  nous  donnerait  les  mêmes  équati(»us  <|Ue 
ci-dessus  (2) 

p  =  o,    q  —  Of  r=o,.... 

De  la  même  manière  passant  aux  dilTérentielles  secondes*  on  trouverait 

celles-ci  séparément  Arf/*.  Ç.du^,  Vd.r'*,  Le/y'  et  par  conséquent  si  A. 

(I.  F,  I  sont  toutes  positives  ou  négatives,  nn  pourrait  croire  (|ne  cela 

suflil  pour  (|iie  les  valeurs  de  /,  ii,  x         tirées  des  iMjualions  p  =■  «», 

y  =  <)         rendent  nécessairement  la  proposée  Z  un  minimum  ou  un 

tnaximum.  11  est  vrai,  en  eflet,  que  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables 
eonrîdérées  k  part,  la  quantité  donnée  Z  devra  toujours  être  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite;  mais  est-il  certain  que  ce  qui  vaut  pour  cha- 
cune prise  séparément  doive  aussi  valoir  pour  toutes  ensemble?  Exami> 
nons  la  chose  plus  intimement. 

10.  Que  la  proposée  Z  contienne  les  seules  variables  /  et  u,  et  on 
pourra  la  regarder  comme  l'ordonnée  à  une  surface,  dont  /  et  //  sont  les 
deux  autres;  donc  la  qucsti(m  dans  ce  cas  se  réduit  à  trouver  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  ordonnée  d'une  surface  dont  l'équation  est 
donnée,  savoir 

Si  Ton  fait  u  constant,  elle  se  réduit.d'abord  i 


I. 


—  pdt. 
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et  daiM  ce  cm  elle  exprime  toulei  lee  leclions  de  U  même  auperflcie 
parallëleB  à  Texe  des  It  ^  mesure  que  la  quantité  u  reçoit  des  valeurs 
difiérentes.  Soit  donc  posé  o,  et  on  aura  (2)  une  valeur  de  t  qui 
donnera  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ordonnée  Z  dans  chacune  de  ces 
sections  parallèles;  nuis*  puisque  u  est  constant,  si  l'on.difKrentie  de 
nouveau  ifZ,  on  a 

c\  par  conséquent  on  jugera  du  maximum  «u  minimum  par  la  seule  va- 
leur de  A.  après  y  avoir  cependanl  substitué  à  la  place  de  t  la  valeur  que 
fournît  ré(|uatlon  p  =  o.  Savoir  si  A  se  trouve  positive  ou  né(<;ative. 
((uelle  que  soit  la  valeur  de  //,  mt  I»icii  si,  en  changeant  //.  elle  peut  aussi 
changer  de  si^ne,  on  conclura  il.iii--  le  ineinicr  cas  que  toutes  Icsdites 
sections  ont  un  nui,viinuin  ou  un  ininunum,  cl  iiaii8  le  second  qu"ell»rs 
ont  entre  certaines  limites  un  maoBinwm,  entre  d'autres  un  rwùmum» 
Si  A  est  égal  à  séro.  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  u,  alors 
aucune  deedites  sections  n*aura  ni  un  maanmum  ni  un  muùman»  Mais« 
si  A  devient  seulement  égal  à  zéro,  lorsque  u  a  de  certaines  valeurs  don- 
nées, dans  ces  cas  seulement  les  sections  correspondantes  seront  desti- 
tuées du  maxàman  ou  du  mnùman.  Le  lieu  de  toutes  ecs  ordonnées  qui 
sont  un  maximum  ou  un  minimum,  ou  ni  l'un  ni  l'autre,  sera  c(*ntciiu 
dans  l'écjuation  p  =  o,  en  ayant  éjjard  à  l;i  seule  variabilité  <lc  u;  dit  s 
fornienuit  »lonc  dans  la  même  siiperlicic  une  section  <]ui  sera  à  simple 
ou  k  ibmble  courbure,  et  qui  sera  déterminée  par  les  deux  cqualituis 
conjointes 

dZ=spdt-hqAt  él  ^'==b, 

ou 

dZ  =  qdu  el  p  =  o. 

On  voit  par  Ik  que,  pour  trouver  le  maximum  ou  le  mimmum  de  la  sur- 
faceentil're,  il  Taurlra  chercher  la  plus  grand*;  on  la  plus  petite  ordonnée 
qui  ronvient  k  cette  même  section;  on  aura  donc  de  nouveau 

ce  qui  doiMiei  a  la  valeur  de  l'autre  variable  u. 
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H.  Passons  maintenant  à  la  diiTérenlielle  de  9;  elle  a  été  d'atrard 
supposée  (3j  égsil«  à  WA-^-Cdui  nms  puisque  dans  ce  cas  r  est  dés- 
terminé  par  tt  dans  Téquation  p^Of  oïl  bien  dans  sa  différentielle 

B  du 

kdt  -+-  Bf/w  =  o,  dt  est  égal  à  ^»  ce  qui  rend 

<^=(-|'-»-cjrf«; 

B*  B' 

il  résulte  donc  que  si  —  yl-C  est  positif,  savoir  si  C  >  l'ordonnée 

sera  la  moindre;  si  G  <     elle  sera  la  plus  grande,  et  si      -^^  elle  ne 

sera  ni  l'une  ni  Tantre,  à  moins  que  tes  conditions  requises  dans  les  dif- 
férentielles des  genres  plus  élevés  ne  soient  remplies.  Or,  en  réfléchissant 
sur  ces  nMaBUman  et  mùtàmant  il  sera  aisé  de  comprendre  que  Gordon- 
née  Z  ne  poufffa  pas  être  un  mtÊsamum  ientre  toutes  les  antres,  à  moins 

qu'elle  ne  soit  la  plus  grande  de  toutes  celles  qui  sont  contenues  dans  la 

section  déterminée  par  dZ  =  qdu,  et  de  plus  que  toutes  les  ordonnées 

qui  composent  cette  même  section  ne  soient  encore  elles-mêmes  des 

marùnum  dans  les  s^'ctions  parallèles  eorresponihntcs  1  lOi.  On  prouvera 

dp  mënu'  que  la  quuntilt'  Z  ne  saurait  être  :ilisoluiin'iit  un  mtmmum  sans 

qu'cllf  snii  tlf  même  un  minimum  dans  la  section  qui  contient  tous  les 

minimum.  Car  dans  tous  les  autres  cas  l'ordonnée  serait  ou  la  plus  grande 

on  la  plus  petite  d'entre  celles  qui  ne  sont  ni  les  plus  grandes  m  les  plus 

petites,  ou  bien  entre  les  plus  grandes  on  les  plus  petites,  elle  ne  serait 

ni  la  plus  grande  ni  la  plus  petite,  on  enfin  elle  serait  la  plus  grande 

d*entK  les  plus  petites,  ou  au  contraire,  ce  qui  ne  donne  pas  un  vrai 

tmoemum  on  nùmmum  conoe  on  cberehe.  De  tout  ceci  je  conclus  donc 

qu'après  avoir  tiré  des  équations  j»  ss  o,  f  as  o,  les  valeurs  de  1  et  m,  et 

te 

les  avoir  substituées  dans  A  et  dans  C— il  fiint,  pour  que  Z  soit  un 

vrai  maximum,  que  Â  soit  négatif  et 

C<^*  savoir  CA>B'$ 
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et  au  coninire,  si  Z  doit  être  un  vrai  minùmim,  on  doit  trouver  A  pontif 
Vt 

0>j,  ou  CA>B*. 

(•onrorménienl  ii  la  théorie  générale  expliquée  (4  et  suiv.). 

1 2.  Si,  au  lieu  de  i  onsidérer  d'aliord  ii  constant  et  l  variable,  un  avai( 
fa'ii  II  variable  et  i  constant,  on  serait  parvenu  aux  déterminations  sui» 

vailles 

C  <  o    Cl    AC  >  B» 

puiir    maximum,  el 

C>o  et  AC>B" 

pour  \»mimmum.  oc  qui  revient  au  même.  Au  reste,  cette  méthode  que 
nous  venons  d'employer  pour  découvrir  les  londitions  des  maximum  f\ 
minimum  daiiK  l«>s  tunctions  a  dotix  soûles  changeantes,  est  également 

applii  à  toutes  les  auln'S  IbnelKnis  plus  eoinpttsées.  elle  a  mènie 
l'avanlaj^e  iTéln'  plus  ana!vlii|iif  i  l  |»lus  directe  (pie  la  premu'ie.  c'est 
pourquoi  je  lâcherai  ici  de  la  développer  dans  toute  sa  généralité. 

13.  Soient  les  variables  contenues  dans  Z  en  tel  nombre  qu'un  voudra; 
je  ne  considère  d'abord  qu'une  variable  seule,  et  je  tire  par  la  différen- 
tiation  l'équation  pour  le  maximam  oU  mimauim  qui  lui  ronvienl;  puia 
en  passant  à  la  différentielle  seconde,  je  trouve  les  conditions  qui  déter- 
minent la  proposée  à  être  un  maximum  ou  un  minirmirn .  ou  ni  l'un  ni 
l'autre.  Après  cette  première  opération,  je  substitue  dans  Z  ou  dans  ses 
dinérenlielles  simplement  la  valeur  de  la  prcnni-re  variahie  trouvée,  et 
je  proei'de  sur  une  autre  variaide  de  la  iin-nii'  nianlèn-:  ensuite,  mettant 
de  nouveau  dans  la  foiHiion  proposée  Z  la  valeur  (pron  aura  trouvée 
pour  cette  seconde  variahie,  on  passi-ra  ii  l'examen  d'une  troisii'iiie  va- 
riable, et  ainsi  de  suite,  etc.  Soit  /  la  prenii«>re  variable  qu'(Mi  veut  consi- 
dérer dans  Z,  et  ou  aura 

dZ=i  pdi  et  4/'Z  =  Aifr, 
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«l'oii  p  =  o,  fl  A  >  o  pour  le  mimmum,  A  <  o  pour  lo  nui.nmum  (1). 
Que  /  et  u  nuient  k  présent  toutes  deux  variables,  il  en  résultera 

qui,  à  cause  de/>  s  o,  w  réduit  à 
d'où  l'on  tire 

mais  puisque  p  =  o,dp  le  sera  aussi,  «t  par  conséquent  ' 
ce  qui  donne 


cette  valeur  substituée  dans  <f'Z  la  changera  en 


j'aurai  donc  ^  =  o  et 
pour  le  minimum,  et 


pour  le  ntojcimum.  savoir,  puisque  A  est  positif  dans  l«  premier  eas  «I 
néf^tif  dans  le  second*  en  multipliant  par  A ,  il  résultera  toujours  la 
même  condition  de  AC>  B*.  Si,  outre  les  deux'précédentes,  il  y  a  encore 
une  troisième  variable  »  k  considérer,  je  chercbe  la  valeur  de  dZ  eu 
égard  k  ces  trois  vsriables  <,  u.  «,  et  Je  trouve 


.  df,  s  pdt  -4-  qdu  -t-  rdx. 


U  RECnEftCHES  SUR  LA  HÂTBODE  . 

ce  qui»  à  cause  ée  p  ssi  o,  q  ■=s  o,  ae  change  en 

donc  la  diiTérenlielle  seconde  sera 

d*Z = (D  A    E<iK  -I-  Vds)dx. 
A  présent,  par  le  moyen  des  équations 

p—o,    q  —  o. 

OU  bien  de  leurs  difTérentielles 

Adt-t-Bdu-^Udxsio  cl  Bét Cdu    Edx  = 
je  cherche  des  valeurs  de  «U  et  du  en  <£r»  et  je  trouve 

BE-CD.      .     BI»  AE. 

je  Ihs  substitue  dans  rexpreantm  de  d*JLt  ce  qui  me  donne 

Il  réflullc  done  en  premier  lieu  pour  le  rnoxmam  on  maUmum 

r=o; 

ensuite 

BE-U>_    BD-AE_  .  „^ 


pour  le  immimm,  «t  <  o  pour  le  wtaapimwni  on  bien,  en  ôlant  le  déno- 
minateur AC  —  B'  qui  est  toujours  positif,  on  a 

a  BD£  -  CD'  —  AE'  -  FB«     ACI"  >  o 
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pour  le  minimm,  et  <  o  pour  le  mamman,  Soit-multipliée  cette  expres- 
sion psr  A)  qui  est  positif  dans  le  premier  cas  et  négatif  dans  le  second, 
et  on  aura 

1  AUDE  -  ACD*  -  A'E*  -  A]t*F    A*CF  >  o, 

soU  pour  le  maximum,  soU  pour  le  minimum,  savoir 
{CA  -  »)(FA  -  D»}>(EA -BD)'. 
On  suivra  le  même  procédé  pour  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

li.  (]<Mt«!  iiH'llio(i»',  claiil  j^^'iicrale  pour  quelqut*  iiodiImt  de  Y;iri;ilil»'s 
que  ce  soil,  ni'  st'ra  pas  horiu'c  aux  soûles  fonctions  algcbriqui's,  tuais 
pourra  encori'  s'étendre  avec  succès  aux  maximum  et  minimum  qui  sont 
d*un  genre  plus  élevé  et  qui  appartiennent  i  des  formules  intégrales  in- 
définies. Je  me  réserve  de  traiter  ce  sujet,  que  je  crois  d'ailleurs  entière- 
ment nouveau,  dans  un  ouvrage  particulier  que  je  prépare  sur  cette  ma- 
tière, et  dans  lequel»  après  avoir  exposé  la  méthode  générale  et  analytique 
pour  résoudre  tous  les  problèmes  touchant  oes  sortes  de  maximum  ou 
mùSmum,  j'en  déduirai,  par  le  principe  de  la  moindre  quantité'd'action, 
tonte  la  Inécanique  des  corps  soit  solides,  soit  fluides. 

15.  Je  finirai  ce  Mémoire  par  qiifl(|ut's  ('xt-iupies  des  plus  simples  qui 
éclaircissent  la  théorie  qu'on  vient  d'établir.  Soient  tant  de  corps  qu'on 
voudra  parfaitement  élastiques  et  rangés  en  ligne  droite  sans  se  toucher; 
supposons  que  le  premier  vienne  choquer  le  second  avec  une  vitesse 
donnée  c,  le  second  avec  la  vitesse  acquise  du  premier  choque  le  troi- 
sième, et  ainn  de  suite;  les  masses  du  premier  et  d)t  dernier  étant  don- 
nées, on  demande  celles  des  corps  Intermédiaires,  afin  que  le  dernier 
reçoive  la  plus  grande  vitesse  possible.  Soit  «  la  masse  du  premier,  et 
b  celle  du  dernier;  soient  ensuite  /.  u,  x,  y,...  les  masses  intermédiaires 
inconnues;  par  les  lois  du  choc  on  trouvera  la  vitesse  communiquée  par 

le  premier  corps  a  au  second  t  égale  è        eelle  que  donne  eeluifci  au 


16  RECHERCHES  SUR  LA  MÉTHODE 

troisibme  u  égale  à  -, — — ^  «  i  ainsi  de  «ttite;  donc  la  vitesse  mie 

(a  4-  /  j  f  /  -f-  «  ,1  ^ 
iTi-evra  le  dernier  b  s«ra  expriiiiét'  par 

a. . .  acaffurr.  ■  ■ 


(  a -I- f  )(/ -I- tt  )(  Il -K  jr  . 


expression  qui  doit  devenir  un  maximum.  Pour  en  trouver  plus  «isémenl 
la  différentielle,  qu'on  Is  suppose  égale  et  prenant  les  logarithmes 
d*one  part  et  de  l'autre,  on  trouvera 

/a...  aca-l-//-f•/«-^/Jr^- /»•-(-.. .  1 

— /(a -H /)  —  /(/-!-«)  —  /(«■*-*) -/(X -H j^)  —  ,..  I""  • 

ce  qui  donne  par  la  «litti  iviitiatiou 

dt    du    dx    dy  dt      dt-¥-du    du-t-dx    d»  -t-  rff 

I      «      *      /•  «-♦-<      *  +  »       «  +  *       jr-*-^'  X  ' 

(i'oii,  eu  itiFllant  ciiscintiU-  et  rrduisaiil  au  inciiit'  denomuiutcur  le:» 
lermcs  affectés  des  mêmes  dii't'ereutielles,  l'un  tire 

l{au  —  f)dt        Z(/x—  !!')</«  l[to'—x»)dx 

On  aura  donc  en  prenner  lieu  pour  le  maaimum  uu  minimum  les  équa- 
tions suivantes 

qui  donnent  les  analogies 

a:t  —  t:u,  i:u=ru:x,  u:x  —  x:j',...t 

savoir 

d'où  l'on  voit  que  toutes  les  mssses  doivent  constituer  une  progression 
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geuineirique,  dont  les  deux  extrêmes  soni  les  données  a  et  b.  Pour  jugvi- 
•  présent  du  mtucimum  ou  minimum,  soit  dit  d'abord,  pour  abréger, 

z  _ 
.  2 


on  aura 


-l-ll)(lf-(-X) 

 Z 




donc 

tlp  —  ,  au  —  /'  )  f/a  +-  a  (  adii  —  i  dit  ', 

dq  —  {tx—u'  ]J^-i^{  xdt  -f^  td.r     a  udu ), 

dr^-  [ uy  —     jdy  -t-  y {ydx  ■+-  udy  —  nxdx j. 

Or,  comme  les  termes  a,  t,  ii.  r,  y  doiveiU  être  en  |)|•o^ression  con- 

tiiiuu.si  Ton  noinnie  i  ■.m  1 1  rai&uii  constante  d'un  antécédent  quelconque 
à  son  cunséqueiit,  ou  trouve 

t=mm,   K~m*a,  x^m^a^  jr—m'a,,..f 

de  plus 

m'     '  «• 

les(|iit'lles  valeurs subâtiluee:»  dans  les  expressiuus  précédentes  les  rédui- 
ront à 

dp  =  xa{da  —  imdt), 

i  du     dx  I 


dq  =  aa\dl  '^'^^y 

,  (du     idx  dr\ 

Or  s  «al  —   ^  )  1 

\m'      m'      m' J 


1. 
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«t  ainsi  dm  autres.  On  aura  doDc 

K  —  —  ameta,  B  =  «a,  C=  »   D=:o,   E  =  — » 

J»  m*  " 

Fixa       ,  „  .  <xa 

—  —  r- 1     II  =  O,     H  =  O,     I  =  — -  »  •  .  •  . 

m*  m* 

On  voit  par  Ik  an  premier  Heu  que  A  est  négatif,  et  quo  par  cunsèquent 
1.1  proposée  doit  être  an  maxùmun  ai  les  autres  conditions  se  trouvent 
remplies.  Or 

AC:=4«fa*  et 

donc 

I»  AC>B^; 

AC-B*  =  3a*ii%   FA-0»-i^*,    Ek-m  =  -^^t 

m*  m 

donc 

(AC-B»)(FA-»M=^^^''   el   (EA-RD)>  =  i^, 
et  par  conâéqut'Ul 

(AC-I»«)(FA  — D»)>(EA-BD^ 

S'il  n'y  H  «{111*  deux  iiiubM's  iiiU'nncdtairi'H  /  et  u,  il  aulïil  d'avuir  e^ard  à 
la  première  de  ees  conditions;  s'il  v  en  a  trois,  il  faut  encore  considérer  la 
seconde;  s'il  y  en  uvait  plusieurs  autres,  il  faudrait  «voir  rectNirsîi  autant 
de  conditions  qu'il  y  a  de  variables.  Au  reste,  dans  ce  problème,  on  les 
trouvera  toutes  remplies  si  on  veut  bien  prendre  la  peine  de  pousser  plus 
loin  le  calcul;  de  sorte  qu'on  peut  flranchement  assurer  que,  lorsque  les 
masses  intermédiaires,  quel  que  suit  leur  nombre,  sont  telles  qu'elles  for> 
mentune  progression  géométrique  entre  Jes  deux  extrêmes  données,  ht 
vitesse  que  reçoit  la  dernière  par  leur  moyen  est  toujours  la  plus  grande 
possible.  O  prohli.'me  a  élc  traité  par  M.  Huyghens,  le  premier.  t'I  depuis 
par  heaucouj»  d'aulrt-s  (icoiiiéires;  mais  sans  avoir  aucunement  »  ;,Mi  tl  aux 
nouvelles  tlt  ti  rminalinns,  que  nous  avons  cependant  trouvées  nécessaires 
pour  s'assurer  de  i'existenee  du  nuucimtim  i»u  minimum. 
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16.  Soil  l'équalioa  générale  pour  les  surfaces  de  second  ordre 


ji  —      ^  %bx)-    cy*  —  «ar  —  jÇfj 

« 

qu'on  se  propose  de  trouver  le  point  où  Tordonnée  s  est  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite;  on  aura,  en  différentiant, 

iidz  =  laxdx  -+-  zbj'dx  -h  ibxdj-  -t-  2c>  </>-  —  edx  —fdy, 

ee  «{ni  foomit  d'abord  les  deux  équations  suivantes 
d'où  l'on  tire 

ec-fh 

2  f  rte  —  O*  ) 

  eb—fa 

— *»)* 

Différentions  de  nouveau  la  différentielle  trouvée,  et  on  aura,  puisque 
d*  =  o, 

^  *»d*s  =  ^udifi ■+-  ^bdsdy  ■+-  sd//*' 

où  l«'8  quantités  or.  y  ne  s*'  trouvent  plus.  Or,  aiin  «jui-  l  onJonni-f  z  soil 
un  vrai  majcimum  uu  minimum,  il  faut  que  a  et  c  soient  toutes  deux 
négatives  dans  le  premier  cas,  et  toutes  deux  positives  dans  le  second; 
de  plus,  il  faut  4»icore  que  ca  >  6*,  car  sans  cela  les  valeurs  trouvées 
pour  les  ordonnées  x  ei.y  ne  donneraient  jamais  ni  un  maximum,  ni  un 
minimum;  en  elfet.  toutes  les  fois  que  ea  n'est  pas  plus  grand  que  6',  le 
célèbre  H.  Euler  a  démontré  par  une  autre  voie,  dans  l'Appendice  à  I'/ih 
troduction  à  l'AtuUyse  des  itybimmt  pOits»  que  la  surface  proposé)' 
s'étend  à  Tintini  et  qu'elle  a  une  asymptote  conique.  Il  parait  donc  clai- 
rement que  la  méthode  pour  déterminer  les  maxaman  et  mimmum, 

3. 


RECHERCHES  8UK  LA  MtiTHODE  TIE  MWfUTS  ET  MINIMIS. 

«|uaiJiJ  il  y  a  {ilusicurs  varial>l<;s,  en  n»'  It's  rc^'anlaiil  qu'uiu-  a  la  lois, 
peut  souvent  être  trèii-i'aulive.  Car,  par  exeiiiplo,  dans  le  cas  précédent, 
en  traitant  d'abord  x  comme -variable,  on  trouve  la  différentielle  pre- 
mière a  ^ojc         ~"  SL'i-oiidf  2adx';  de  inêinc,  imi  taistaiil 

varier     on  a  pour  la  difTérentielle  première  a  ^cy    bx  —     dy,  et 

pour  la  seconde  2cdy*.  Or  les  deux  difTérenlielles  premières  posées 
égales  k  zéro  donnent  les  mêmes  équations  qu'on  a  trouvées,  et  les  deux 
secondes  font  voir  que  «  a  et  e  sbnt  toutes  deux  positives  ou  toutes 

deux  négatives,  l'ordonnée  s  est  un  maximum  ou  un  minimum,  si  on  a 
simplement  égard  à  la  variabilité  des  x  t\  y  considérées  séparément; 

mais  on  n'est  pas  en  droit  de  conclure  pour  cela  que  s  soit  un  mturimum 
ou  un  minimum,  par  rapport  à  toutes, deux  ensemble,  comme  on  vient 
de  le  voir. 
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ÉQIATION  DIFFÉKËNTIELLË 


A  DIFFÉRENCES  FINIES. 
QUI  CONTttHT  LA  THAOUE  DBS  SUITES  RÉCUEKNTES. 

(JWnwllwww  nmiwMwto»  1. 1,  1759.) 


1 .  Soit  proposée  l'équation  diiïérantielle 

où  \  cl  Z  expriment  des  funi-liuiis  quelconques  de  la  variable  j;:  l'on  sait 
que  pour  intégi-er  celte  équation  il  sultil  de  faire 

«e  qui  donne 

où  Ton  peul  faire  évanouir  deux  termes  par  une  valeur  convenable  de  « 
ou  de  2.  Supposons  donc 

et  divisant  par  a,  on  aura 

et  par  conséquent 

savoir 
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oii  evs{  k-  iiombr  f  dont  li'  logarithme  hyperbolique  est  i.  Par  cette  sup- 
pusitioii  lit  proposée  deviendra 

te  qui  donne 
et  enfin 


II 


2.  En  observant  le  procédé  de  eette  méthode,  on  verra  aisément 
qu'elle  doit  pouvoir  s'appliquer  encore  avec  succès  aux  équations  diffé- 
rentielles qui  ont  la  inénic  forme  que  la  pivcedente,  quoique  les  din'é- 
rences  soient  îiupposées  finies.  Soit  donc  l'équatiim 

dont  la  difTérenlielle  tfy  soil  finie,  et  les  autres  quantités  M  et  N  soient 
des  fonctions  d'une  autre  variable  quelconque  x.  Supposons  en  premier 
lieu 

et  l'on  aura  dans  ce  cas 

djrt^udt  -t-  *du  ■+■  dudst 
et  l'équation  se  changera  en 

udz  ■+■  idu  +  dudz  +  Mu;  =  N. 

Qu'on  pose  comme  ci-dessus  les  deux  termes 

idu  -t-  Huz  ■=  o, 

et  on  aura 

du  -4-  Nu  =  o, 

savoir 

du 

^=1  -M; 

H 
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pour  résoudre  cette  équation  dans  notre  cas  où  la  difTérentielle  du  n'est 
pas  infiniment  petite,  qu'on  suppose  u  s    et  Ton  aura' 

u-i'd«  =  €f**  et  </«  =  «'(«*—!){ 

d'où 

éL:^^-.t--U  ei  e-ssi-M, 
tt 

et  prenant  les  logarithmes. 

=     —  M), 

et  ensuite  intégrajit, 

/=J/(i-ll); 

mais  on  sait  qiif  la  somme  des  logarithmes  de  plusieurs  nombres  est 
fjjalr  au  logarithme  du  produit  de  tous  ces  nombres:  dune,  «;i  l'un 
expriinc  généralt'iui  iit  par  ns'i  —  Mj  le  produit  continuel  de  toutes  les 
quantités  contenues  dans  la  formule  i  —  M,  on  aura 

et  par  conséquent 

if  =  c'=v(i  — M). 

Par  l'évanouissement  de  ces  deux  termes  l'equaliun  devient 

udz  •¥  dudM  —  N, 


d'oji  l'on  tire 


u  au 


et,  en  intégrant, 

J  u-t-du 


Mais  ayant  déjà  trouvé  u  =  s  (i  —  MJ,  si  l'on  exprime  par  M,  le  terme 
consécutif  à  iM,  on  aura 

M  -t-  </«  =  6J  ^  i  —  M,  J, 

I.  4 


»  SUR  L'INTÉGRATION 

et  par  eiMiséqueiil 

et,  puisque^  B  su, 

/  =  B(1-1I)  f-—  Ti  • 

V  oi"  -  M,; 

ou  bien,  en  ajoutant  k  cette  intégration  une  conatante  quelconque  A, 

>•=■'-"'(**/-(. -liir,)- 

3.  Soit  ï  présent  proposée  Téquation 

X,  =  K;-  -h  T, 

où^,  est  le  terme  qui  suit  jr  dana  la  «uite  des  /;  puiiM|ue  y,  =  j  «Z^.  . 
elle  ae  réduira  à 

Qu'on  faaae  done 

i-H  =  ll,  T  =  N. 

et  l'un  Iruuvfra  pour  la  valeur  ilc /  l'expressiuii  HUivaiiU' 

si  \\  est  une  <|uantite  ronstanU',  il  est  clair  (jue  latK  fl  «i«-\if  inieiil  de» 
puissances  de  R,  dont  Texposanl  esl  égal  au  nuuibre  qui  dénote  la  place 
dea  temiea/et/i  dana  la  suite  deaj^;  soit  donc  m  ce  nombre,  de  aorte 
que^w  aoit  le  même  que  7,  et  on  aura 

Si  T  esl  cunslant,  f^Lr,  «'St  égal  à  T  /         où  les  lernics  exprimés  par 
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fomietil  un«  prograanon  géométr'Mjue,  dont  il  sera  aisé  d'avoir  la 
aorome;  aoit  cette  «oinme,  qui  commence  par  ^  ^  ogale  )i  S,  savoir  que 

ei  on  aura,  en  multipliant  par  R, 

de  cette  égalité  Ton  tirera 


K-(K-i) 
par  conséquent 

ou  bien 

R-  —  I 


H-i 


4.  Four  .sf  «'onv;iiiK-re  que  celle  valeur  de  j  satisfait  enlièreiiii'ia  aux 
conditions  de  ré(|uation  donnée 

/v^Rj-kT  ou  bien  /w.  =  Rr« T. 

01)  n'»  qu'à  iniiltiplicr  la  forinule  Iruuvt-c  pour  j'ai  par  R,  et  lui  ajouter  la 
quantité  T.  et  l'on  trouvera  le  résultat 


qui  se  réduit  â 


II— 1    B 

AE-*'  +  TÎV  îi-i-T 

K—  I 


K"*'  —  I 

AR-*•-^-Tii-  -, 

H—  I 


qui  est  la  valeur  que  la  formule  générale  nous  donne  pour  le  ternie  k. 

4- 
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5.  Après  avt)ir  iruiiv»*  la  métho<le  d'intégrer  loulc  (  (jualioii  (IiHVm'kii- 
tielle  à  (litTéreiices  tinies,  comprise  suus  la  iornie  générale 

on  pourra  «le  iiieiiif  proii'dcr  a  l'iitU'graliuu  des  autres  qui  dcpeudenl  de 
eelle-ci.  Or,  M.  d'Aleinl>ert,  dans  les  Mémoimde  l'Académie  Royale  de 
Berlin  t  a  fait  voir  que  toutes  les  équations  difTérentielles,  telles  que 

oii  A,  B,  C,...  sont  des  constantes  quelconques,  «I  où  X  est  une  fonction 
quelconque  de    se  réduisent  à  une  équation  de  cette  forme  : 

OÙ  H  est  une  constante  et  V  une  fonction  (l*>  r.  Ia(|uelle  é(|uatioii  est  la 
même  que  nous  avons  appris  à  int(';,'n  r  dan»  le  cas  même  des  diflerences 
finies.  Si  donc  le  procédé  de  .M.  d'Aleuilu-rt  peut  avoir  lieu  aussi  <ptan<l 
les  dilTérences  sont  Unies,  on  pourra  inlc^qrr  encore  daus  eelte  circuu- 
stance  toute  équation  difTérenlielle  de  cette  turme  : 

X-*-hdfr'*-Bd*x-*'Cd*y =  \, 

et  par  conséquent  l'équation 

qu'on  peut  rej^anlcr  (•i>nirnc  la  l'urmute  générale  des  suites  récurrentes. 
La  iiifdnKlc  de  M.  d'Alenibert  se  trouve  détaillée  dans  le  second  tome  du 
Calcul  intégral  de  iM.  Bougaiiiville;  niais,  pour  ('partner  iK-  la  pt  iiic  aux 
lecteurs,  je  lâcherai  de  la  développer  ici  en  peu  de  mots,  (^u'un  suppi)se 

di'^'  at==ï'  à^'  
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et  l'équalion  proposée  se  changera  en 

Qu'on  multiplie  à  présent  chacune  des  équations  qu'un  a  supposées  par 
(les  coeilieients  indéterminés  a,  6,  c,...,  et  qu'on  les  ajoute  toutes  à 
celle-ci,  on  aura 

^+(AH-«)/»-H(B  +  *)g-a^-*^-HC^=X. 

Soit  fait  en  smlr  i|iic  la  première  partie  du  premier  iiii  mhr*-  ilf  <  <  ||c 
équation  devienne  un  multiple  exact  de  l'intégrale  de  la  .seconde,  savoir 
que 

et  en  eomparanl  terme  à  terme  il  en  résultera 

a  a  '  ■ 

» 

de  ces  deux  équations  l'on  lire 

A=  — -  — B  =  Aa-l-a*   et   ^ -t- Ae^-i-ha-t-C  —  o, 
a 

dont  les  racines  donneront  trois  valeurs  de  a  qui  satisferont  également 
aux  conditions  requises.  Supposons  maintenant 

-•- (  A  +  a)/i (  B -I- 6)  ç  = 
l'équation  trouvée  deviendra 


laquelle,  comparée  avec  cellt)  du  n"  1 .  donnera  en  intégrant 
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Or,  l'oinitK'  la  (|u;uitiu- a  p*-ui  .iMiir  Irois  valeurs  dittfrentes.  iioiniiioiis- 
\e»  a,,  a,,  a,,  el  exprimons  par  la  valeur  de  z  qui  contient  a,,  par  Z, 
celui  qui  contient  At,  el  par  Z,  celui  qui  contient  Og  ;  on  aura  donc  les 
trois  équations  suivantes  : 

^-    1.  A  -t-  rt,  )  /*  -t-  ;  B    b.  'i  ij  —  Z„ 

-»-  (  A  -f-  fl:  )  />  -f-  I  B  -(-  /'i   (/  /... 

De  ces  trois  équations  on  tirera  la  valeur  de  y,  laquelle,  à  rause  des 
quantités  constantes  A,  B.  a,,   se  réduira  k  cette  forme 

où  F,  6.  H  sont  des  constantes  dont  la  valeur  dépend  des  autres  A,  B, 

6.  Si  l'on  examine  le  procédé  de  eotu-  méthode,  il  parailr»  elairemenl 
que  si  rcipiaiion  eût  contenu  beaucoup  plus  de  termes,  par  exemple 
qu'elle  eût  été 

on  aurait  trouvé  de  même 

X  s=  FZ.  -I-  GZ,  -H  HZ,    IZ,  ■+■  KZ», 

ou  lest  quautileH  Z,,  Z,....  sont  des  lotuiloiis  de  X  el  a  ,  lelle>  t{ue 

'Xrfr 


/Xrfr 
ne- 


en  posant  pour  a  les  racines     «s>  a.,  a,,  a,  de  cette  équatiim 
o» An* -f- Bfl' +  Ca» -t- Dtf  +  E  =s  o{ 


Digitized  by  Google 


O'UNB  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE.  31 

de  plus  on  s'apercevra  que  lea  opérations  que  requiert  celte  méthode 
peuvent  également  se  faire,  soit  que  les  difTérenviw  soient  finies,  ou 
qu'elles  soient  infiniment  petites. 

7.  Ayant  donc  l'équatiuii  k  dilTéreoces  Unies 


«t  posant 


djr^p,  <(p=f.  dqssr,  dr-$. 


on  parviendra  de  la  même  manière  è  une  équation  telle  que- 

z  —  adz  —  \, 


OÙ 


S  =jr  ^.  (  A  <l- a)ff -h  (B 6)f (€ -t- c)  r+ (D -4- )«. 


et  la  quantité  a  dépendra  de  cette  équation 

dont  les  racines  ont  déjà  été  supposées  a,,  a»  Ot,  ««^  a^.  Que  l'on  roni- 
pare  à  présent  l'équation 

<  —  aéM  =  X 

avec  relie  du  n*  S,  savoir 

el  un  aura 


"=-i-  "=-7' 


par  conséquent 

ce  <]ui  (luiiiif  eiitin 


«  =■  ( i-i-i' )  I  const  -f-   /  —  — - —  I ( 
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OU  bien,  puisque  a  est  constant, 

m  «>\priin:<nl  coiiiinc  ci-ilrssus  le  qusnliëme  du  terme  s  dans  ta  st'-rie 

des  2.  Si  l'on  fait  de  plus  X  constant,  on  nuni,  m  prenant  la  somme  de  la 

Or,  comme  a  peut  avoir  les  valeurs  Ai,  Ai,  a*,  a„  il  est  clair  qu'en 
substituant  chacune  d'elles  dans  la  formule  trouvée,  il  en  résultera 
autant  de  valeurs  de  z„  qui  satisferont  toutes  ('<;;il(>mi-iit.  Soient  donc 
toutes  ces  valeurs  exprimées  par  Z|,  Z,,  Z«,  Z,*  Z„  et  puisque 

on  tirera,  par  le  moyen  des  cinq  équations 

j  —  Z|,   i  ~  Li,    z  —  Z|,   z  —  Z|,    2  —  Z,, 

l'expression  suivante  de^,  savoir 

y  =  FZ,  -»-  GZ,    HZ.    IZ.  -h  K2». 

8.  Soit  enfin  proposée  l'é<]uation 

j'i  +  A/i  +  B/",    C/,  -I- . . . — X, 

où  .  y'i,  yt<  --  expriment  des  termes  consécutifs  de  la  suite  des/;  il  est 
d'abord  évident  qiu  ,  (uiisque 

ri  — r«        7*» — •^*4r*-^  ^^r» 
et  almn  des  autres,  cette  équation  peut  être  ramenée  à  la  forme  de  celle 


Digitized  by  Google 


D'UNE  ÉQUATION  UIFl'ÉHËNTlIùLLE.  3» 

iiuus  venons  d'cxamiiii'i-;  mais,  ptilsquc  le  calcul  devient  de  cette 
façon  trop  long»  il  sera  utile  de  lu  résuudiT  dimi^menl  par  les  mêmes 

prinripcs  que  nous  avons  «'nipluyés  jusqu'ici.  !)<■  plus,  afin  «le  pouvoir 
[)li)s  ;iis(  iii<'ul  appli(|u<T  ri'Uf  équation  aux  séries  récutrriitrs.  il  sera 
iiiieiix  rousidùrer  Ivs  termes  j',, dans  un  ordre  renversé, 
savoir  que 

y,  -+-  dit  —  .»•»  .>  »  -•-  —y*, 

et  ainsi  des  autres,  de  sorte  que  les  indices  i,  a,  3,...  dénotent  la  dis- 
tance de  chaque  terme  au  dernier^,.  Supposons 

r,  — />>,   el  I  on  aura    pi— /»>; 

suit  doue  de  nouveau 

p^.  —  qi   M  i>i  —  q>; 

soit  encore 

g,=  r,  et  fj=:r,  =  «i, 

H  l'on  aura 

T*—p**  r*=^'t  r*=*. 

suUstituaiu  ces  valeurs  dans  la  proposée,  elle  deviendra 

X,    Kp,  -H  B91    Cr,  +  D#,  -4-  Et,  =  X. 

(^u'ou  réduise  k  présent  lessuppusiliuns  précédentes  en  équations,  savoir 

p,—Xt—0,    q,—p,  —  o,    r,  —  ç,  =  o,    t,  —  r,  —  o, 

et  après  les  avoir  multipliées  par  les  coettieieiits  indéterminés  a,  b,  c,..., 
qu'on  les  ajoute  toutes  ii  relie  qu'on  vient  de  trouver.  11  en  résultera  la 
suivante 

y,     (  \     rt  I I  B  -t-  /i ,  7,  -f-  (  ( !  -(-  <  j  f,  -h  (  I)  -t-  </  j  i, 
—  ay,  —  bp,  —  vij,  —  tir,  -t-  Et, 

Qu'on  fasse  maintenant  que  chaque  coefficient  de  la  première  partie  soit 
multiple  de  la  même  manière  de  son  rorrespondant  dans  la  seconde, 
I.  5 
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l'on  |i»rvi«'nilr.i  aux  mêmes  équations  qu'on  a  trouvées  (6),  el  la  quantité 
a  sera  déterminée  par  l'équation 

tf*  +  An*  +  Bdi*  -K  Ca*  -H  Da    E  o, 

ilont  on  a  supposé  les  racines  a,,  a,,  a,  l)oiu\  si  l'on  fait 

.»%  -»-(  A  -I-  a)p.  -t-  (B  +  ») V.  H-  (C  +  c) r,  -♦-  (D  -I-  d)$, «„ 
Téqualion  se  réduira  à 

I.  —  as,  =.'  X, 

qui,  jiar  une  iiitcgniliou  seinblatjir  a  celU'  du  n"  3,  duiiui'ia 

iiîim  exprîniem  le  quanliënie  da  terme  «m  dans  la  suite  des  2.  Or,  eumme 
pour  a  l'on  peut  substituer  chacune  des  cinq  racines  a„  a,,  a,,...  <!«' 
l'équation  rt*  h- Aa* -f- ,.,  =  o,  on  aura  d«*  inénic         valt-nrs  HilTé- 
ri'Dtcs  (le  z,„  que  nous  exprimerons  comme  ci-dessus  par  Z,.  Z|, 
donc,  à  cause  que 

on  |iai-vicniira,  m  cliassant  les  lell  à  la  lonnulc 

Xm  -  FZ.  +  OZi  +  HZ,  -»-  IZ.  -t-  KZt. 

où  F»  G>  H*...  auni  des  constantes  qu'on  doit  déterminer  par  la  comp- 
raison  d'autant  de  termes  donnés  dans  la  suite  des 

9.  Si  X  est  constant,  par  ce  qu'on  a  démontré  (4),  la  somme  exprimée 
P>r  f      deviendra  ésalc  à  X  -j^,  "  -  .  ^  et  nommant  L  la  constante 

ajoutée  îi  cette  intégration,  on  aura  linalemeni 

Z  -  La-  -H  \  -  ,  , 

ii"(a  —  ij 
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d'où  l'nii  tirera  par  ronsp»|uent  U's  valeurs  Z,,  Zi,  Z,,...,  en  subslituuiit 
à  la  plaie  de  a  ses  valeurs  a,,  a,  

10.  De  tout  ceci  Ton  peut  déduire  le  Uiéorëme  général  suivant;  si  l'on 
a  l'équation 

ON  les  iiKlices  des  v  dénoieiii  leurs  places,  que  l'on  cherche  loules  les 
racines  a,,  a„  a„  a^,...  de  l'équation 

1^ -f- Ao*  +  BdC -H  Co*  H>  Do fi  =  o, 
et  l'on  aura  généralement 

et,  dans  le  cas  où  X  est  constant. 
^.  =  L  (  F< -h  G< + H<i7 -t- +  Ktf7 -I- . . .  ) 

^  X  i  F        +  G  ^I::^ -h  H        +  i  2l 

\   «I  —  I        «I  —  I        fll  —  I  «t 

si  X  =  o,  on  pourra  supprimer  la  constante  L,  et  l'on  aura  plus  simple- 
ment 

=  Pa7 G< -f- Ho? -I- I4i7 K<C -I- . . . . 

formule  connue  pour  l'expression  du  terme  générai  de  la  suite  des^^, 
telle  que 

ee  qui  n'est  autre  rhose  qu'une  SUit<'  récurrente,  dont  Teelielle  de  rela- 
tion est— A  —  B  —  C  —  D  —  E  — .... 

5. 


a»  — 
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11.  Voilà  donc  la  théorie  des  suite» réeurrentos  réduite  au  calcul  dif* 
férentiel,  et  établie  de  celte  fiiçon  sur  des  principes  «tirects  et  naturels,  au 
lieu  que  jusqu'ici  elle  n'a  été  traitée  que  par  des  voies  tout  à  fait  indi- 
rectes. De  plus,  les  recherches  qu*on  a  faites  sur  cette  matière  ont  toujours 
été  bornées  au  cas  de  X  »  o,  et  personne»  que  je  sache,  n'a  jamais  entre» 
pris  d'cxaniiner  généralement  les  autres  cas,  où  X  est  constant  ou  même 
variable,  «'«'  qui  peut  néaninninn  être  de  la  dernière  iniportanre  pour  la 
résolution  de  plusieurs  problèmes  qui  conduisent  à  de  telles  é(|iiali(ins, 
dont  la  doctrine  des  hasards  est  princip;ilcnii'iit  remplie,  comme  je  me 
pro|io8t-  de  le  faire  voir  une  autre  fois  en  appliquant  à  cette  espèce  de 
calcul  la  théorie  que  je  viens  d'expliquer. 
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UËCiltUUIIES 

U  NAÏlUË  ET  LA  FUOPAGAÏlUM  UL  S0> 


\Miu'ellawa  Tauriarnuiti ,  I.  i,  i/Sy.^ 


INTRUDLCTIO.N. 

Qii(>H|ii«'  la  se  il' lift' du  (]aU  ul  ait  viv  |»ortt  <'  ilaiis  i es  <l<'rira'i  >  triiips  ;ai 
|ilui)  iiaul  di'gré  de  iierleclion ,  il  ne  parait  cepeiidaiil  pas  qu'on  !»e  suil 
beaucoup  avancé  dans  l'application  de  cette  science  aux  phénomènes  de 
la  Nature.  La  théorie  des  fluides,  qui  est  assurément  iine  des  plus  im- 
portantes pour  la  Physique,  est  encore  trës-iroparfaile  dans  ses  éléments, 
malgré  les  efforts  de  plusieurs  grands  hommes  qui  ont  tenté  de  Tappro- 
fondir.  Il  en  est  de  même  de  la  matière  que  j'entreprends  d'examiner  ici, 
et  qu'on  peut  avec  raison  regarder  comme  un  dt  s  prinrlpaiix  pi>inls  de 
cette  théorie.  Car  le  son  ne  consistant  que  dam  de  i  t  i  tains  «  hranlrnienu 
inipiinn's  aux  corps  sonon-s.  »'t  i-onunnniqnés  an  inilit  u  clasluiuf  (|ni  les 
t'iiv  11  niiiif.  ic  n'est  {\nv  par  la  ruiniaissancf  des  nions  iinciits  df  i  i-  Ihiidr 
(lu  on  pi  Mi  I  s|ii  icr  lit  découvrir  s  i  véritable  nature,  et  de  déterminer  les 
lois  qu'il  doit  suivre  ilaiis  sa  propagation. 

Newton,  qui  a  entrepris  le  premier  de  soumettre  les  fluides  au  eairni, 
a  aussi  fait  sur  le  son  lés  premières  recherches,  et  il  est  parvenu  à  en 
déterminer  la  vitesse  par  une  formule  qui  ne  s'éloigne  pas  beaucoup  de 
l'expérience.  Mais  si  cette  théorie  a  pu  contenter  les  Physiciens,  dont  la 
plupart  Tont  adoptée,  il  n'en  est  pas  de  même  des  Géomètres  qui,  i*n 
étudiant  les  démonstrations  sur  lesquelles  elle  est  appuyée,  n'y  ont  pas 


40  RËCUfiKCHfiS  SUK  LA  NATURE 

trouvé  fc  degré  de  solidité  et  d'évidence  (|ui  cararlf'M-i.sf  d'ailleurs  le  r«-s(<' 
de  ses  Ouvrages.  Cependant  aucun,  que  je  sache,  ne  s'esl  jamais  alUicbé 
à  découvrir  ot  à  faire  ronnailre  les  principes  qui  piMivent  les  rendre  in- 
su lli^aiites;  eiicoi't'  iiiiiiiis  a-i-on  entrepris  de  leur  en  substituer  de  plus 
surs  et  de  plus  nj^iuii ciix   '  . 

Les  CoiumeuUili'ur.s  tics  l'/incifus  nul  a  la  vcrilc  la»  lie  de  i  ctahlir  cet 
endruit  par  une  méthode  purement  iinalytii|ue,  mais,  outre  qu'ils  n'uul 
envisagé  la  question  que  sous  un  point  de  vue  tout  fa  fait  particulier, 
leurs  calculs  sont  d'ailleurs  si  cumpliijués»  et  embarrassés  dans  des  suites 
infinies,  qu'il  ne  parait  pas  qu'on  puisse  en  aucune  faf  on  acquiescer  aux 
roncluûons  qu'ils  se  sont  efforces  d'en  déduire. 

J'ai  donc  cm  qu'il  était  nécessaire  de  reprendre  toute  la  question  dans 
ses  fondements  et  de  la  traiter  comme  un  sujet  entiërenietii  nouveau, 
sans  rien  emprunter  de  ceux  qui  peuvent  v  avoir  travaillé  jusqu'à  pré- 
sent. 

Tel  est  r(d)jel  (|ue  je  nie  suis  proposé  dans  les  Reclierelii  s  sulvautcs. 
Pour  le  faire  mieux  coiiuaitre,  je  <  <>infnencc  par  donner  um-  iilce  de  la 
théorie  de  M.  Newlon.  el  des  ditVmillcs  au\<|Uclles  «die  esl  siijelle. 

(Test  dans  la  Section  Vlll  du  Livre  11  des  Pnnnptx  que  se  trouve  ren- 
fermée toute  cette  théorie.  L'Auteur  considère  d'abord  la  propagation 
dii  mouvement  dans  les  fluides  élastiques,  et  la  fait  consister  dans  des 
dilatations  et  des  compressions  successives,  qui  forment  comme  autant 
de  pulsations,  et  qui  se  répandent  à  la  ronde  par  tout  le  Iluide.  11  passe 
ensuite  à  examiner  comment  ces  pulsations  peuvent  être  produites  par  le 

1  ''i  Vriici  comment  parle  un  des  plus  céléLn's  (i(V)mi'ln'>  di'  noire  inups  duns  >>nn  f\rc||cnl 
Tratié  (ù's  l'iiiittei  (art.  illlj  :  «  tk'  serait  ici  k'  lieu  île  (iniiner  îles  nK^thrHles  (>our  tléleriiiiner  1h 
vitesse  du  $on,  mais  j'avoup  que  je  ne  suis  p«int  ennire  |Mr\enu  a  trouver  $ur  (v  i^ujet  rieii 
qui  i>At  me  ntubire.  Je  ne  connaiB  jusqu'à  présent  que  deux  Auteur»  qui  nient  donné  de» 
fimnulcs  fiour  la  vitease  dn  mn .  «atoir  M.  Newton  daw  ses  Prinriiiet,  et  M.  Buter  dans  sa 
r)i\^i'i  iiiif<ii  un  //■  Fi-n.  qui  .1  |inrlaL-t''  le  ivri\  de  l'Acad/'m-e  en  i-'\ff.  I.h  rorr'.itli>  l-inniVi^  par 
M-  tuicr  >itn>  (léiiion>lr.itiun  e.'(  lurl  (hllOrenli'  de  tvlle  de  M.  Ne\Muii,  et  j  i|:niin'  ([lu-l  i  licinin 
l'y  a  conduit;  à  lYganI  île  hi  furniule  de  M.  Newton,  elle  est  di^irtonlr^'t'  dan''  ses  l'ntuifiei, 
mais  c'e»l  peut^tre  l'endroit  le  plus  obscur  et  le  plus  diflicile  de  cet  ouvrage.  M.  iean  Ber- 
nonlli  te  Gis,  dam  la  Pirce  sur  la  Imnê^,  qui  a  lemporlé  le  prii  de  i'AcMMn^  en  t736,  dit 
qu'il  n'oserait  pas  m  flaUer  d'cniendiv  cet  endroit  des  Priat^g.  » 
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fréinisscnicnt  des  parties  d'un  corps  sonoro  quelconque.  Il  îmagiiie  pour 
cela  qu'une  particule  du  fluide  pousse  c  par  les  vibratioiia  du  corps  con- 
Ugu  condense  par  une  certaine  distance  les  particules  suivantes,  jusqu'k 
ce  que,  la  condensation  étant  devenue  la  plus  grande,  les  mêmes  parti- 
cules commencent  à  se  dilater  de  part  et  d'autre,  ce  qui  forme  selon  lui 
une  infinité  de  fibres  sonores  (jui  partent  toutes  lUi  même  point  coninic 
d'un  centre  commun.  Il  veut  de  plus  que  chacune  de  ces  prcmii  res  iibr^s 
en  engendre  une  autre  égale  à  son  exlrémilt',  lors(|ii'(Hc  ;i  aclievé  nue 
oscilliitioii  entière,  et  celle-ci  une  tinisH'iiic,  cl  ainsi  sik  '  i  ssivenieiil,  de 
sorte  (lu'il  se  lortne,  ponr  ainsi  dire,  auluur  du  cuips  M  imn'  |)liisienrs 
vuùtcs  ïtplicriqucs,  (jui  aillent  toujours  en  s'élargissani,  tout  de  iiiéuie 
comme  Ton  observe  daus  les  ondes  qui  s'excitent  sur  la  surface  d'une 
eau  tranquille,  par  l'agitation  de  queltiue  corps  ètraug>  i  «piè  ce  soit. 

Voilà  quels  doivent  être  selon  cet  illustre  Auteur  les  mouvements  des 
particules  de  l'air  qui  produisent  et  propagent  le  son.  Mais  H.  Newton 
est  encore  allé  plus  loin,  il  a  calculé  tous  les  mouvements  particuliers  qui 
composent  chacune  des  pulsations.  Pour  y  parvenir  il  regarde  les  libres 
élastiques  de  l'air  eomnie  coiiiposécs  d'une  infinité  de  points  pliysi(pies 
disposés  en  ligne  droite  et  ii  é^ale  dislaiice  les  uns  des  autres.  La  métiioile 
qu'il  eniphiie  pour  déterminer  les  oscillations  de  ces  points  consiste  à  les 
supposer  d'abord  isochrones  et  toujours  les  mêmes  dans  cIkk  un  d'eux. 
M.  Newton  prouve  ensuite  que  cette  hypothèse  s'accorde  entièrement 
avec  les  lois  mécaniques  qui  dépendent  de  l'action  mutuelle  que  les 
points  exercent  en  vertif  de  leur  ressort;  d'où  il  conclut  qu'en  effet  ces 
•  mouvements  sont  tels  qu'il  les  a  supposés,  et  comme  à  chaque  oscillation 
il  doit  s'engendrer  selon  lui  une  nouvelle  fibre  égale  et  semblable  h  la 
première,  il  trouve  l'espace  que  le  son  parcourt  dans  un  temps  donné,  en 
calculant  seulement  la  durée  d'une  simple  vibration. 

M.  Jean  Bernoulli  le  tils.  dans  son  excellente  f'fèrr  sur  In  l.umiiret  a 
aussi  déterminé,  d'après  les  mêmes  hypothèses,  la  vitesse  du  son;  sou 
procédé  diffère  pruirlant  de  celui  (le  M.  Newton  en  ce  qu'il  a  (l'alxtrd 
supposé  (|ue  les  vihratiims  des  parlieules  sont  partaitemeiil  isnehrones, 
ce  que  ce  grand  Geuuiclre  b  était  proposé  de  démontrer.  Aus.si  n'esl-il 
I.  6 
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pas  surprenant  que  ofls  deui  Auleun  soient  arrivés  à  la  même  formule 
pour  h  vilMoe  do  son.  et  l'accord  apparent  de  leurs  calculs  ne  peut  être 
apporté  comme  une  preuve  des  fondements  de  la  théorie  qu'on  vient 
d'exposer  (*}. 

A  l'égard  des  premières  pro^ûtîoiis  sur  la  formation  des  fibres  élas- 

ticiucs,  <>t  surtout  de  leur  comparaison  avec  les  ondes,  je  (  rois  inutile  de 
m'aiT('i(>r  davantage    les  examiner.  Car,  outre  que  plusieurs  Auteurs  m 

ont  déjà  fait  voir  le  peu  de  solidité  et  rinsuflisance  même  pour  l'expii- 
eation  des  phéiinmènes  du  son  "  i,  la  manière  avec  hi(]iiflli'  elles  sont 
présentées  dans  les  l'rinrifws  fait  voir  évidemment  que  rAiiteiir  ne  les 
adoptait  que  romnie  de  simples  hypothèses  pour  siutpliiier  la  nature  d'un 
problème  assez  composé  de  lui-même.  Et  quand  même  ces  hypothèses 
seraient  TOsies,  ne  seTait<»n  pas  en  drmt  d'en  ex^er  une  démoMFstionî 
Or  cette  démonstration  doit  nécessairement  dépendre  de  la  résolution 

(*)  M.  Bemoulli  prouve  à  la  vérité,  dao»  l'ouvrago  cité,  «(uu  tout  ourpc»  qui  ail  teou  es 
éqiriHbn  par  dein  puinniras  égabs  «t  diiwstoiMBl  cantninB,  s'il  vimt  k  Hn  Uat,  tait  psa 
d^plar^,  doit  Taire  autour  do  eon  point  de  repos  des  otcillalions  »intpk<;^  et  régulièrM.  Utiti 

a'lii>  théorie  nV>t  gu^ro  apftlicablo  i|u'au  «eut  ca»  où  il  n'y  ait  i|u  un  corps  mobile.  Pour  le 
faire  .><'nlir.  guppojons  d'alwrd,  ^'lon  ivt  Auteur,  qui-  If  (■nrj»*  -mit  sollicilt-  m'Iou  deux  direc- 
lioas  ooolraim  psr  les  forces  égales  P  et  Q  :  il  est  clair  que  ces  foroos  ue  jtourroal  èlro  que 
lUnfanctknsdeladiitaMedtt  corptè  1IB  point  flM  quelooBqus;  dooe,  «I  on  lui  Ml  parcourir 
un  r>;]Hirr  inrinimcnt  jtftit  la  «omme  dos  acrmiss^'mcnts  flo  rt^?;  deux  fom>i  sera  rxjirimiS' 
par />^/>,  ce  qui  donnera  ^wr  conM;<iiienl  lu  force  ac^éléralrjw  ipii  porio  le  corins  \er;  ^tln 
point  d'i^quilibre;  et  comnw"  on  no  \oiil  i-ousiilérer  que  les  niouveriients  inlininu-nt  |>eliLs.  on 
•upposcra  p  coostonl,  d'où  la  foroe  donnée  devieDdia  proportionnelle  à  la  diatanœ  k  par- 
eonrir  dt,  et  les  oadltations  as  feront  scion  les  lois  eonmna  de  risocfaroaiime.  lUi  n  n'en 
^'ra  lia?  de  mi^mc  s'il  y  a  plurieSfS  oorp»  qui  se  soulieno^t  niut4i«llniienl  en  équilibn*. 
quoi(|ue  rangiV  tous  sur  la  rnAme  droite.  I>ans  w  cas  les  forre-i  P,  Q,  P,,  Q,,  P,,  Q,,.  - .  qui 
agîawint  sar  chacun  d'eux  seront  des  fonction!!  de  leurs  ilistan<x>s  intennédisirva ;  ainsi,  r/r,,  #6t„  . 
lér,,. . .  npréaentant  les  dépIsoeoieDis  infiniment  petiu  de  tous  les  corps,  on  aura  pour  les  forces 
aeoélénttrion  des  expressiom  de  cette  formo  ptli,  +fffis,  +  rds,  -i- ...  où  />.  y,  r. . . .  peuvent 
l'Ire  retiardé*»*  ooninie  constantes.  ICoi'i  il  e~i  los*'  di'  rompiiMidiv  (|ue  les  nwuveiiienls  des»  corps 
ne  -i  ront  plus  astreints  au  simple  iSfK'hronisine  ;  el  c  e,-!  propn'nienl  ee  qui  arrive  aux  parti- 
<  nies  des  fibres  élastiques  de  l'air.  Ccst  aussi  par  cette  raison  ipte  le  calcul  qu'on  trouve  dans 
le  CommeBlain  des  PHnci/M's  serait  «ooore  insuffisant,  même  quand  il  ne  renfermerait  pas 
des  approximations,  puis^^u'on  n  y  considère  qw  trois  on  quatre  particules  mobilea.  M.  d'A- 
Ir  iit  i  ii  1  Hiil  sentir  cette  diflicuU^  jiour  le  ras  d  une  rorde  \  d)ninl.'  i  liargés  ds  pluwsurs 
[K'tiis  jioids,  p.  'jSg  des  Alemutm  de  t' Àcadrmir  t/e  Jirrtin,  jiour  1  année  17S0. 

(")  f  l'jei  la  suite  de  l'article  des  fluides  cité  ci-dessus;  vorrz  encore  le.  MénoirB  de 
M. de  Mairandana les AKAiiefmiiîr.itf(n(MHfrrfr  Avitt,  «Miéa  1737;  ^ 
et  d'autres. 
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générale  du  problème  proposé.  11  faut  donc  avouer  que  la  théorie  de 
M.  Newton  seraU*  nénM  k  eet  égard»  Intn  éldgnée  de  pouvoir  entièrement  • 
satisfaire  h  son  objet.  Hais  il  y  a  plus»  le  théorème  dans  lequel  il  déter- 
mine les  lois  des  oscillations  des  particules  est  fondé  sur  des  principes 
insufHsants  et  même  feutifs. 

Le  réièhre  M.  Buler  parait  s'en  être  aperfo  dès  Tannée  1727,  comme 
l'on  voit  dans  une  Thèse  sur  k  Son,  soutenue  il  Bàle  la  même  année. 
Cependant  M.  Oamer  est.  je  orois,  le  premier  qui  en  ait  donné  une 
firvijvc  solide  t-l  convaincante  (*  1.  Il  lait  voir  que  le  procédé  de  M.  Nt  wtdn 
peut  egalt  Mil  Ht  s'appliquer  à  démontrer  cette  antre  propositiun.  savoir  : 
que  les  pai  lii  ult  s  élastiques  suivent  dans  leurs  mouvements  les  lois  d'un 
corps  pesant  qui  monte  et  qui  tombe  librement,  ce  qui  ei>l  tout  à  fait 
incompatible  avee  rîsoehronisme  des  oscillationa  que  l'illustre  Auteur 
anglais  a  prétendu  établir.  Cette  remarque  seule  paraîtrait  suffire  pour 
faire  tomber  entièrement  la  théorie  en  question.  Cependant,  comme  les 
grands  hommes  ne  doivent  être  jugés  que  d'après  l'examen  le  plus  exact 
et  le  plus  rigoureux*  on  aurait  tort  de  la  rejeter  avant  que  d'en  avoir 
démontré  Pi nsu Aisance  d'une  manière  qui  ne  laisse  plus  rien  k  désirer. 

Voilà  le  premier  pas  que  j'ai  pensé  devoir  faire  en  entrant  dans  les 
Recherches  que  je  m'étais  proposées  sur  la  nature  et  la  propagation 
du  son. 

J'ai  donc  roiiimeiire  par  étudier  avec  toute  l'attentifm  dont  j'ai  été  ca- 
pable les  proposition»  de  M.  Newton  dont  il  s'agit,  et  j'ai  Irtiuve  en  eflét 
qu'elles  sont  fondées  sur  des  suppositions  incompatibles  entre  elles,  ei 
qui  portent  nécessairement  è  faux.  C'est  ce  <|ue  j'ai  tâché  de  faire  voir 
par  deux  voies  différentes  dans  le  Chapitre  1*'  de  la  Dissertation 
suivante.  Cet  objet  ainsi  rempli*  je  me  suis  appliqué  h  rechercher  des 
méthodes  directes  et  générales  pour  résoudre  le  problème  proposé,  sans 
employer  d'autnvs  principes  que  ceux  qui  tiennent  immédiatement  aux 
luis  connues  de  la  Dynamique. 

Pour  donner  à  mes  Recherches  le  plus  de  généralité  qu'il  est  possible*  . 

(*)         Ih  ComiDenteircs  de.->  Pnmiftes. 

'  6. 


44  ftECHEBCHBS  SUR  LA  NATURE 

«t  pour  les  rendre  en  même  tempe  applicables  à  ce  qui  se  pesse  réelle- 
ment dans  la  nature,  j'ai  d'abord  envisagé  la  question  sous  le  même  point 

dp  vue  sous  lequel  tous  les  Géomètres  et  les  Physiciens  l'unt  regardée 
jusqu'ici,  ft  (loutt;  qu'on  puisse  jamais  réiluiri'  le  problème  sur  les 
mouvements  de  l'air  qui  produisent  le  son  à  un  énoncé  plus  vmple 
que  eelui-ei,  savoir  : 

Etant  donne  un  noinhn-  tndijiiti  tic  jxirticiiU'S  i-fi/slK/ins-  ninv;tf's  i-n 
iïfftir  (Innlc ,  (fui  se  soiiltt:nncnl  i  it  n^uilih/e  m  vertu  de  Ictus  Jon  cs  nitt- 
(uelles  dt  répulsion,  déterminer  les  mouvements  que  ces. particules  doivent 
sttivn danskias qu'ellet  aietu  été,  comme quecetM,  dérangées,  tons smiir 
fie  la  même  drwte. 

Pour  en  faciliter  la  résolution,  je  suppose  seulement  que  les  particules 
sont  toutes  de  même  grandeur  et  douées  d'une  même  force  élastique,  et, 
de  plus,  que  leurs  mouvements  sont  toujours  infiniment  petits  :  conditions 
que  je  ne  crois  pas  pouvoir  porter  la  moindre  atteinte  à  la  nature  du  pro- 
blème envisage  physiquement. 

En  exaniitiani  les  r>(|uations  trouvées  d'après  res  seiili's  domices,  'y  me 
suis  Mfiilol  aperçu  qu'elles  ne  différaient  millfineiit  ilc  ci  llfs  qui  appar- 
lit'iiiiriit  ;iu  |trnlilèmi'  de  rhonlis  vdirn/ilditf^ .  |iour\ii  «pi'iui  su|>|Mist'  les 
nieiiii  s  corpuscules  (iis|)oses  de  la  même  manière  dans  un  cas  i|ue  dans 
l'aulre;  d'uù  il  s'ensuit  qu'en  augmentant  leur  nombres  l'infini,  et  dimi- 
nuant les  masses  dans  la  même  raison,  le  mouvement  d'une  fibre  sonore 
dont  les  particules  élastiques  se  touchent  mutuellement  doit  être  com- 
paré à  celui  d'une  corde  vibrante  correspondante  ('). 

Ceci  m'a  donc  conduit  à  parler  des  théories  que  les  grands  Géomètres, 
MM.  Taylor,  d'Alembert  et  Euier,  ont  données  sur  ce  sujet.  J'expose  en 
peu  de  mots  leurs  différends,  et  les  objections  que  M.  Daniel  Bernuulli  a 
faites  aux  deux  derniers;  et,  après  avoir  soigneusement  e\an)iné  les  rai- 
sons des  uns  et  des  autres,  j'en  conclus  que  les  calculs  qu'uu  a  faits  jus- 

(*')  Cfst  une  justiiv  ijnr  l  un  iloit  n  i  ct-lt  hr»'  il.  d  AI<>nil«Ti .  ijui- lii'  i.mv  ri-iiiiinjitfi' 
qu'il  avait  lU'j.i  irriUM*'  ce  r.ipjHiri  culn'  li  >  ilt>ii\  pruliU-nios  mentionné»  dans  l  Arlitli'  XLVI  de 
801)  premier  âièiunirr  sur  tes  Otnù-s  vitu-aHlet  inséré  dans  li*»  lUcimiiret  de  l'jtradémit  de 
Ârriiiii  mus  il  ne  paraît  pu,  dv  nioiiw  que  je  sactie ,  qu'il  en  ait  jaimi»  fait  aucun  u«a|^. 
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«ju'ii  préaent  ne  sauraient  décider  de  telles  questions,  et  que  c'est  néces- 
Mirement  k  la  solution  générale  que  nous  avons  en  vue  qu'il  faut  sVn 
rapporter. 

J'entreprends  donc  cette  solution  dont  Tanalyse  me  pi^rait  en  ell«> 
même  neuve  et  intéressante»  puisqu'il  y  a  un  nombre  indéfini  d*équa> 
lions  h  résoudriï  à  la  fois.  Heureusement  la  méthode  que  j'ai  suivie  m'a 
mené  à  tle.s  formules  qui  ne  sont  pas  fort  euinpusées,  eu  égard  au  grand 
nombre  d'opérations  par  où  j'ai  élé  obligé  de  j)asser.  Je  eonsidère  d'ahurd 
«  es  formules  dans  le  eas  uù  le  iioinl)re  des  eorps  mobiles  est  fini,  <  i  j'ni 
lire  aiséineiil  loiite  lu  lliéorie  du  inélaiifie  des  viliriilions  simples  i  i  ri  gu- 
lières,  que  M.  Daniel  Uernoulli  n'a  trouvée  que  par  des  voies  particu- 
lières et  indirectes.  Je  passe  ensuite  au  cas  d'un  nombre  infini  de  corps 
mobiles,  et,  aprfes  avoir  prouvé  Tinsulfisance  de  la  théorie  précédente 
dans  ce  cas,  je  tire  de  mes  formules  la  même  construction  du  problème 
de  chonSf  mhumibÊtSt  que  M.  Euler  a  donnée,  et  qui  a  été  si  fort  twn- 
testée  par  M.  d'Alembert.  Je  donne  de  plus  k  cette  construction  toute  la 
généralili'  dont  elle  est  capable,  et,  par  rapplieation  que  j'en  fais  aux 
cordes  de  musique,  j*obtiens  une  démonstration  générale  et  rigoureuse 
de  cette  importante  vérité  d'expérience,  savoir  :  que,  quelque  figure 
qu'on  donne  d'alionl  it  l;<  corde,  la  durée  de  8«8  uscillations  se  trouve 
néanmoins  toujours  la  iin  iiic 

A  (  l'Ile  occasion  je  développe  la  tlicorir  générale  des  soiis  liaiiimni- 
ques  qui  résultent  d'une  même  corde,  de  même  (|ue  celle  des  inslrunients 
à  vent.  Quoique  ces  deux  théimes  aient  été  déjii  proposées,  l'une  par 
M.  Sauveur  et  l'autre  par  M.  Euler,  cependant  je  crois  être  le  premier 
qui  les  ait  immédiatement  déduites  de  l'analyse. 

Je  viens  maintenant  au  principal  objet  de  mes  Recherches,  savoir  aux 

f*l  b'M\iinl  M.  (l  AleniUTf  -i'  r  ,ii'^>us,i|,iiis  I  Arl.i  le  III  ilc  .<on  AJililion  au  Mt-mmir  un 
/<•-«  CnriUs  viùtiinlr.i ,  imprinicc  ii.iti>  li-  Unw  ilts  MciwMrrs  <lc  l'At  aiiëmie  tle  tterttn,  jxiur 

l'année  1750,  Tait  à  ce  iiropos  la  rrniari|ut'  suivante  :  •  0  est  vniaenibliible  qu'en  général, 
quHqup  figura  quo  lii  corde  prenne,  te  lemps  d'une  vibratiOB  Mît  tov^oon  lo  nème,  et  cml 
ce  que  I  (<\|)<^rjenrr  paraît  ronflnner,  mais  re  qu'il  aenît  difficile.  peat-Mte  impowiUe  lie 
démontrer  on  ri(.'Ui>ur  |>iir  le  vA>  .<  Ji-  ne  r,i|i|Hirt<-  o'-  p;in>l<>'~  il  Un  ai  gmid  Géomètl*  qw> 
pour  donner  une  idée  do  la  difRculU'  du  iiroblimtc  qut>  j'ai  rétiolu. 
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lob  de  la  propagation  du  son.  Je  suppose  qu'une  particule  d'air  reçoive 
du  corps  sonore  une  impulsion  quelconque,  je  trouve  par  rappUcstion 
de  mes  formules  qu'il  se  communique  d'une  particule  à  l'autre  un  mou> 
vement  qui  n'eat  qu'instantané  et  qui  ne  dépend  en  rien  de  la  force  du 
premier  ébranlement.  La  vitesse  avec  laquelle  se  fait  cette  communics- 
ti(»n  l'st  déterminée  par  la  même  formule  que  M.  Newton  avait  déjà  don- 
née pour  l:i  vii.  sse  du  son.  et  dont  les  résull;its  s»'  trouvent  assez  con- 
formes il  rfX.jM'rit'ii(  •'.  Le  raleul  meeoiiduit  iri  ii  Iraiter  des  échos  simples 
et  c<)ni|M»sés.  et  l;t  théorie  (|iie  j'établis  ii'r^l  stijette  à  aucune  des  diflî- 
eullé.s  qui  se  rencontrent  dans  rexplicaliuii  que  les  Phvsiciens  en  ont 
donnée  jusqu'à  présent.  Ces  Recherches  sont  suivies  d'un  examen  du  mé> 
lange  des  sons,  et  de  la  manière  avec  laqneUe  ils  peuvent  se  répandre 
dans  le  même  espace  sans  se  troubler  ou  se  confondre  en  aucune  hifon. 
Je  tire  enfin  de  mes  formules  une  explication  rigoureuse  et  incontestable 
de  la  résonnance  et  du  frémissement  nsturel  des  cordes  harmoniques  au 
liriiit  de  la  principale;  phénomène  connu  depuis  longtemps*  et  pour 
lequel  on  a  inventé  plusieurs  systèmes,  sans  être  parvenu  è  en  donner 
une  raison  satisfaisante. 

Viiila  les  principaux  objets  (|ue  j'ai  iraiti  s  dans  la  Dissertation  pré- 
sente, cl  que  le  défaut  de  temps  et  (nicU|ur>  autres  obstacles  imprévus 
m'ont  empêché  d'expliquer  avec  plus  d'tudre  et  de  netteté.  Je  suis  bien 
éloigné  de  croire  qu'elle  contienne  une  théorie  complète  sur  la  nature  et 
la  propagation  du  son;  mais  ce  sera  du  moins  avoir  contribué  è  l'avan- 
cement des  Sciences  physicoHoaathématiques,  que  d'avoir  démontré  par 
le  calcul  plusieurs  vérités  qui  avaient  jusqu'ici  paru  inexplicables  dans 
la  nature,  et  l'accord  de  mes  résultats  avec  l'expérience  servira  peut-être 
à  détruire  les  préjugés  de  ceux  qui  semblent  désespérer  que  les  Matbé- 
niati(|ues  ne  puissent  jamais  porter  <le  vraies  lumières  dans  la  Physique. 
C'est  un  des  principaux  buts  que  je  m'étais  proposés  pour  le  présent. 
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SECTION  PREMIÈRE. 

aBCHBBCHBS  5LK  LA  NATURE  DU  SUN. 


CHAPITRE  PREMIER. 

»U  OtCllLATIORS         FAKTIBt  IVTIIIU  VU  FLSI»lt  tlAtTIOUM. 

1.  fentreiNrends  avant  tout  d'examiner  la  théorie  que  II.  Newton  a 
renfermée  dan»  la  Section  VIU  du  Livre  II  drà  Prinàpet  mathémaUquei, 
Laiaaant  h  part  toute  diieuarion  sur  la  formation  des  ondes  et  des  fibres 
sonores  dont  on  a  parlé  dans  llntroduction,  je  m'attache  principalement 

à  l'analyse  du  théorème,  dans  lequel  il  prétend  établir  que  chaque  par- 
tieule  d'un  fluide  élastique  homogène  suit  dans  ses  mouvements  les 
mêmes  lois  qu'un  pendule  qui  décril  une  eyeloïde  dont  la  longueur  égale 
l'excursion  totale  ili  l;t  particule,  et  t»ii  la  pesanteur  qui  l'anime  est  é(jui- 
valente  à  l'élastieile  naturelle  du  tliiide.  Pour  démontrer  que  (  etle  (in)- 
position  est  conforme  à  la  vérité,  sup|)osuns  d'abord,  dit  M.  Newton, 
qu'elle  le  soit  en  effet,  et  voyons  ce  qui  s*ensuivra.  il  cherche  donc, 
d'après  une  pareille  supposition,  la  force  accélératrice  des  particules,  et 
il  trouve  que  cette  force  est  précisément  la  même  qui  fait  .mouvoir  un 
pendule  dans  dee  arcs  de  la  cycloïde  donnée.  Pour  bire  mieux  sentir 
rinexactilude  et  Tinsuffisance  du  procédé  qui  l'a  conduit  Ik  cette  conclu- 
sion.  j'ai  cru  devoir  convertir  le  théorème  en  prbbibme,  en  supposant 
d'abord  inconnue  ou  indéterminée  la  loi  des  mouvem^ts  qu'on  se  pro- 
pose de  trouver.  Pour  cela  il  n'y  a  d'autres  changements  à  faire  aux  pro- 
position» de  M.  Newton  que  de  substituer  au  lieu  du  cercle  dont  les  arcs 
expriment  les  temps,  et  les  coupées  les  espaces  parcourus,  uue  autre 
courbe  quelconque  qui  lasse  la  même  lonction. 
Je  rapporterai  donc  ici  la  proposition  dont  il  s'agit,  el  j'aurai  itoin 
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de  me  servir  des  mêmes  expressions  de  l'Auteur  autant  qu'il  me  sera 
possible.  . 

Pmposiiio  XLVII,  Lib.  Il,  Probkma. 

2.  l'ulsibiu  perjluidum  elasticum  pn^gatU  invenire  iegem,  quù  sin- 
guUt  jluidi  partieukB  motu  reofroeo  bnnssimo  euntes,  et  ndeuntes  aeeete- 
rantur^  et  retardantur. 

Désignent  {^g't)  AB»  BC»  CD,...  pulsuum  successivorum  squales 

nu.  I. 

f  ?  '  T  5  f  ?T   :(?  ^  ? 

distantia^.  ^VBC  plagam  motus  pulsuum  ab  A  versus  B  propagati;  B,  F,  G 
puncta  tria  physica  medii  quiescenlis  in  recta  ACad  «quales  ab  invicem 
(iistantias  sita;  Ee,  F /.  i>g  spatia  sequalia  perhrovia,  per  quae  puncta  ilio 
mi>tu  reciproco  singulis  vil)rationilnis  ciinl  cl  rcdcunt:  t,  9,  y  loca  quîevis 
inlfinicdia  eoruni<l«'in  punctonim;  i  l  liV,  F(j  lini  i>las  pliysiriis.  seu  tiicdii 
partes  lincan-s  punctis  illis  iiUcrjcrtiis,  cl  siu  l  i  ssivc  iransInUis  in  locas'^. 
97t  «^t  e/,/g.  Kectic  Ee  hhjuuIIs  dueulur  rccla  l'S:  et  super  ipia  (ksct  ihaiitr 
curva  in  se  rediens  PHSAP  {Jtg.  a).  Per  hujus peripheriam  totam  cum  par- 
ne.  ». 


tihus  sui.s  e\|Mtniiltir  Icmpiis  (iitum  vilu  nlionis  unius,  cum  ipsius  partiluis 
jiropiii rmiialduis.  sir  iii  1  nm|ii<  (n  ti  iii(M)rc  ipiuvis  PII,  vel  PlIS/i,  sidemil- 
latur  ad  P.S  per|»cnd'H'ulum  IIL.  vcl  /li,  et  ca|)ia(ur  Eîa'qualis  Pl.  vpI  P/, 
punctum  plt^sicum  E  reperietur  in  e:  liac  lege  punclum  quodvis  E  cundo 
ab  E  per  t  ad  e,  et  îndè  redeundo  per  c  ad  E  vibrationes  singulas  pcraget, 
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prout  ferl  natum  cun  œ praptffitK  PHSAP;  im  eniemla  est  hujusmodi  ain-a. 
In peripheria  PHS/<  capiantur  aequales  arcus  HI,  IK»  vel  hi,  ik  eam  h;ib(>nl 
rationein  ad  periphentim  tnt:uii.  quam  liabent  a^(|iial('s  rectse  EF.  FG  ad 
puisuum  iiitcrvalluiu  lutuin  el  deiiiisâis  per|>eiuli(  ulis  IM,  KN,  vel  im, 
kn,  (|U(>iiiam  puiu'ta  E,  F,  G  motihus  similibus  sucrpssivc  agitantur,  v{ 
vil)ratiuiu-ssua8  iiiU'gras  ex  itu  t-t  reditucompositas  iiiterea  peru^uiit  duiii 
pulsus  transfertur  a  B  ad  G.  si  PU.  vel  PHSA  ait  tempus  ab  initiu  motus 
puncti  E  erit  PI*  vel  PHSi  tempus  ab  initio  motus  puncti  G*  et  proplerea 
E<,  ,  Gy  enint  ipsis  PL^  PM,  PN  in  itu  punctoram,  vel  ipBÎs  P/,  Pm. 
Pu  in  punctoram  redîUi.  squales  respective.  Unde  17  seu  EG  +  Gy--  E< 
in  itu  pttncU»rttm.œquaU»erît  BG— LN»  in  reditu  aulem  «qualis  EG-f-ln; 
9êA  Vf  latttudo  est,  s(>u  ex|)anno  partis  medii  EG  in  loco  cy;  et  propterea 
«xpansio  partis  illius  in  itu  est  ad  ejus  expansiunem  mediorrem.  Ut 
EG  —  LN  ad  EG.  in  redilu  aulein  ut  EG  -1-  In.  slu  EG  -h  LN  ad  EG.... 
Unde  vis  elastica  puncti  F  in  loco  17  est  ad  ejus  vim  elastiram  niediorrem 

in  loco  EG  ut  ad  ^  in  itu;  in  rediln  vero  ut  ^]^f^  ad  et 

eodem  argumente  vires  elastien  punctoram  phjsicoram  E,  et  G  in  itu 

culis  DR,  FQ,  qu»  inleicipiani  partes  arcus  FH,  KD  aequales  ipsis 

Fig  3. 
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iiKlpHnite  minores  Mse  quMtîUto  BG;  quare  cum  quantitas  EG  detur, 
(iifloivntia  virium  est,  nt  QM  —  ^IB.  Scd  diflerentia  îlla  (id  est  excessiia. 
vis  plastio»  piincli  e  supra  vim  elastitam  puncU  y)  est  vis  qiia  inlerjecta 
iiK'dii  lini'ola  plivsicn  r/  acrpicraluf,  et  proph-rea  vis  acrclcratrix  liiH*»!» 

'^ir,f  ■•/  ('<.l,  iil  ili/frrcntin  Unennim  OM  et  >IU:  i<;itur  c.r  Mcrhaiiicœ 
prinripus  dtjjnrnlHi  is/d  l'sse  dchrhu  .  ut  fhixio  srriint/u  spalù  quod  denvn- 
hititr  a  particttta  r/,  posila  sciticet  JJujtrione  prinm  teniporis  constante.  Jam 
veto  quomam  ex  fypMhen  tanpotn  taqtrimunutr  per  arcut,  et  tpatia  par 
ahtdum  rttpandentttefwtVIUk,  et  QMJhêxiimesprmayMliorum  PR»  PQ» 
adeoque  QM  —  MR  œquabUurJbtrim»  seeundm  ^muU  PR,  «ef  eCwin  PN, 
quodiAUh  ù^bûteparum  êij^èiiî  quumiiaque  partes  anm  DI,  IF  ofuen- 
Uwinur  se,  habebioÊia  ad  d^enHmOÊtdÊm  awam  PUSA  aeguenian  cequa- 
tionem  idetuietHn  QM  —  MR  ss  QM  —  MR,  teu  osso  fuod  mikU  ùulieat. 

3.  Cette  conclusion  vague  et  indéterminée,  que  nous  venons  de  trou- 
ver, nous  appirend  donc  clairement  la  raison  pour  laquelle  les  principes 
de  M.  Newton  peuvent  nous  conduire  également  à  des  résultats  très-dif- 
férents entre  eux,  comme  M.  Cramer  Ta  iogénicusenu  iit  démontré  dans 

rhypntlipse  que  les  particules  éla8ti(]uos  suivent  dans  leurs  mouvt^iurnlii 
la  inômc  loi  que  les  rorps  pesants  qui  moulent  ou  qui  «lesoendent  itller- 
unliveuient.  .Mais  suivons  encore  la  th«'orie  de  M.  Newton,  e(  |>;<ssons  à 
la  Pmp.  XI. IX,  dans  laquelle  il  détermine  le  temps  (pie  cli  uiin  par- 
ticule (loil  employer  à  faire  une  oscillation  eudère.  Or,  cimiiiih-  de  la 
propuiiiliun  précédente  il  resuite  que  toute  courlu*  rentrante  PilS/iP  peut 

également  exprimer  la  relation  entre  les  espaces  et  les  temps,  on  sera 
aussi  bien  en  droit  de  substituer  au  cercle  dans  ceiti  pi  imsilion  une 
coiurbe  quelconque,  et  d'y  appliquer  généralement  les  mêmes  raisonne- 
ments.que  M.  Newton  a  faits  sur  son  hypothèse  particulière.  Soit  donc  ; 

Propoùtio  XLIX.  PrMema* 

4.  Datis  medii  detuiUUe  et  td  «bMka ,  intpemn  vebcitatem  pulsuum. 
Flngamus  médium  ab  incarabente  pondère  pro  more  aeris  nostri  com- 

prtmi,  sitque  A  altiludo  medii  homogenet,  eujtta  pondus  adaequet  pondus 
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ÎDcumbei»,  et  cujiis  denntas  eadem  sit  cam  denntate  medii  coniprMri, 
in  quo  pnhus  propaf^ntar.  Gontlitui  autem  tntelligalor  pendulmn,  eujui 
longiuido  inter  punctum  saspenâoni»»  el  centram  (MeilUliiMi'w  «t  A.  «I 
quo  tempore  pendulum  illud  osciliationem  integram  ex  itu  et  reditu 

conipositam  pcni^it,  oudeiik  puisus  cundo  oonficiet  spatîuin  i-irctiiiiffi-cn- 

lia*  circuli  radio  A  descripti  xquale.  Nam  stanlibus,  qua>  in  l*r<t[).  Xl.Vil 

i-niistriifla  sunt,  si  liiu'ola  qua-vis  physio»  HF  singulis  vilirationihus  dc- 

s^T'ilK  iidu  spaliuni  PS  iirgoaliir  in  lofo  t/iKnis     a  vi  claslica,  (jua-  mf/frn 

omiimu  sil ,  quant  propotilti  s/xinoru/n .  <  /  ii  nijinritm  sKita  VW^IiV  rt(jiiiiil 
OM  HR 

jgtf    .^T^yi,  denolante  31  ntassam,  scu  [ionduf  Uneolae  physicte  EG, 
■  HK 

pemget  hax  vibmtiones  singuUis  temf>ore  PHS,  ei  otciUatùmet  ùUegÊm 
tempore  PHSAP;  id  aduu,  quia  vires  a'quali-s  xqualia  corpuscula  p4>r 

scqualia  spalia  siiiuil  iinpcllrut  Si  d  vis  elastica.  qua  liiicola  physit-a 

EG  in  loco  f/umis  v/  «'xistt'iis  iirgi-tur  t'ral  I  in  dcinonslralionc  /'mp.  XF.VII 
ail  ejus  viiii  toUuii  i  lii^iiciiiii,  iil  -  MR  ad  E(ï;  et  vis  ilhi  (ola.  hoc  est 
|iondiis  incumlx-ns,  (jiio  lincola  Hd  niinpiiiiiiuir  t-st  iid  pondus  liui-oiac, 
ut  iMinderis  incuuilK'iilisaUitudu  A  ad  linfida*  longiludineni  EG,  adt'uqui' 
ex  «quo  via,  qua  lineoia  EG  m  ioco  çwwû  r/  urgetur,  cal  ad  lineolie  illius 
pondus,  ut  (QM  —  HR)  A  ad  EG  hinc  vit  itta  erù  ad  vim  tupmus  in^ 

ivrnam  -zz::ii —  M,  ui  -=5  ad  z^sî  •  Porro 
HK  EG  HK 

HK  =  aKI  et  E6-a£F} 
unde  ftttOH     eomtn^me  /mpotitiuù»  anteeedentù  habeatur 

Kl  „.PHS*P 

ET"  ne  ' 

erii  etiam 

HK  iniS/iP 

unde  praportio  viriam  sitjmt  inventa  tnuumutabiturin  hane 

A 
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Quare  cum  Mnpon,  quibvs  »qu«lia  corpora  per  cqualîa  «patia  impel- 
lantar  sint  raciprooe  in  'snbdttpiicata  ntione  virium,  erit  lempua  vibra- 
tionia  unins  urgente  vi  illa  elastîca,  ad  terapus  NSAP  in  subduplicata 
ratione 

(Juum  ilaqtte  consequt'ntia  in  hnr  anahgia  eadem  sint,  (Fqualia  fssr  debe- 
bunt  et  antecetlentid  :  liini-  onclur  tempits  vthrationis  tinitts  iincoh'  EG  tw- 

DC  * 

gente  vi  elastiea      Sed  tempore  vibratîonis  unius,  ex  itu  et  rediUi  codh 

poaittt  puisus  progrediendo  conficit  latitudinem  snam  BC;  ergo  tempos, 

BC 

quo  puisus  pcrcurrit  spatium  B('  erit  —•  Tempus  autem,  q«o  puisus 

percurrit  sp;itiuni  Jil  i  st  :i<l  tempus.  quo  pcrnim-l  iongituilim^ni  cirrum- 
f«Hi-entiie  circuit,  cuj'us  rudtus  est  A  aequaiein  iu  eadem  raltune,  scHicei,  ut 
B(^ 

^  {potita  salieet  pro  n  nUûme  cintanfenntia!  ad  nidium)^  adeoque  erii 

hoe  ten^put  ^  s  ir  VA;  sed  ex  themia pendukutan  raperitur  eliam  tenuuu 

oscillationis  unius  penduli  lfini:iiit(linis  A~;t\A;  idt'ufpic  Icmpore 
lalis  oscillationis  puisus  percurret  iongiludiaem  huic  circuiDlerenti» 
eequalem. 

5.  Voilà  donc  an  nouveau  paradoxe  déduit  des  principes  de  M.  Newton, 
savoir  que,  quelle  que  soit  la  loi  des  mouvemenls  des  particules  élas- 
tiques, le  temps  des  osiûlUliona  est  néanmoins  toujours  le  même.  Ces 

deux  Propositions  que  nous  venons  de  détailler,  contiennent  toute  la 
théorie  que  cet  Auteur  a  donnée  concernant  les  mouvements  de  l'air  qui 

font  l'objcl  principal  de  1:»  Disscrlalion  présente;  c'est  pourquoi  nous  les 
exaiiiiiH'rniis  ici  avec  tout  le  soin  possible.  Pour  peu  qu'on  rcllécliisse 
sur  la  nature  des  ilémonstratiuns  précédentes,  on  s'apercevra  sans  peine 
que  les  défaula  de  cette  théorie  dépendent  moins  de  l'enchaineinenl  des 
raiaoonemento  que  des  principes  et  des  données  que  TAuteur  adopte  laci-  ' 
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leincnt  pour  la  solution  du  problème.  Ces  données  étant  développées  se 
réduisent  ;iux  suivantes  : 

1°  Que  les  mouvements  de  toutes  les  particules  soient  exprimés  par  le 
même  Heu  géométrique,  d'où  il  suit  qu'ils  doiveot  être  tons  d'uiK  même 
nature; 

a»  Que  ces  ptrtieules  se  eommuniquent  le  mouvement  dsns  des  temps 
égaux,  en  aorte  qu'elles  viennent  toutes  k  passer  auceesttvement  par  les 
mêmes  degrés  de  mouvement. 

Il  est  constant  qu'on  ne  peut  admettre  aucune  de  ces  suppositions,  si 

on  n'a  auparavant  démontré  qu'elles  sont  des  conséquences  nécessaii-es 
des  conditions  donné«'s  du  problème.  Or  tant  s'en  faut  que  dans  noire  ras 
la  chose  soit  ainsi,  <]u'an  ((inlmin'  re  srmt  ces  mêmes  conditions  qui 
détruisent  entièrement  celles  qui  ilependeu!  de  l'action  mutuj'ile  que  les 
parties  exercent  en  vertu  de  leurs  forces  répulsives.  Pour  développer  cette 
difficulté  daitt  toute  son  étendue*  ainsi  que  l'importanee  de  la  matUn»  H 
l'autorité  du  grand  homme,  dont  les  froments  mêmes  nous  sont 
instructif,  semblent  l'exiger,  je  vais  donner  l'anal^rie  pure  et  exaele  du 
problème  dont  il  s'agit,  telle  que  peuvent  la  fournir  les  premiers  prin- 
cipes de  Mécanique. 

6.  Soient,  selon  les  preniières  suppositions  de  M.  Newton  Jiif.  i. 
p.  /|Hj,  E,  F.  G.. ..  des  points  physi<jues  <[ui  composi  iit  le  iiiilieu  <'liistii|in' 
lorsqu'il  est  en  repos;  soient  ensuite  parvenus  ces  niéiues  points  en 
î,  f,  y,  de  sorte  qu'ils  restent  néanmoins  dans  la  même  ligne  droite  BC: 
qu'on  dénote  les  espaces  rectilignes  parcourus  Bc,  ¥f  et  Gv  par  v, ,  j^,  jj, 
et  suppoeant  que  la  première  distance  EP,  FG  entre  ces  points  soit  égale 
è  r,  on  aura 

19  — r-t-/,— 

or  la  force  d'élasticité  naturelle  qui  agit  entre  les  points  E.  F.  G  est  expri- 
mée par  ^  ^  ^  comme  il  est  démontré  dans  la  I'n>/>.  XLIX  li-dessns,  où 
M  dénote  le  poids  de  chaque  particule,  et  A  est  la  hauteur  d'une  colonne 
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hoiTiKgèlie  du  même  fluid»',  tlmU  hi  pesanteur  égale  le  ressort  HiUurel  des 
pai  lieules;  dont ,  loisque  les  puinis  E.  F,  G  viennenl  k  être  transportes 
en  c,  9.  7,  cette  force  d'élasticité  se  changera  on 

AxM_  AxM 
«9  r-t-yj—yt 

pour  les  points  e  et  9,  et  en 

A  X  M  _     A  X  M 

97  —  .>  ■ 

pour  les  points ç  el  y,  et  ainsi  de  suite;  par  conséquent  la  différence  de 
ces  deux  forces  donnera  la  force  motrice  de  la  particule  intermédiaire  ç , 

laquelle  se  trouvera  égale  à  A3I  [  —  '  )-  c'esl-k-dire 

égale  k 

AM:  r'~^r--^r' 


{r-*-yt-'jr,){r-hx*  —  r*i  . 

Mais,  eomme  les  |tartii  iile.s  sont  supposées  devoir  faire  des  exeursions 
assez  petites,  les  ditïereiu-es  v,  —  v,  el  Vj  ^  ,v.j  des  espaces  pareounis 
s'évauouirout  auprès  de  la  quantité  r,  d'où  il  re«uile  pour  la  lorce  uio- 
tj*ic«  de  la  particule  F 

qui  est  eelle  qui  fait  parcourir  l'espace  v,.  De  la  iiiëuie  inauii're  on  trou- 
vera pour  les  autres  parlieuies  fies  expressions  <les  forées  motrices  toutes 
semblables  à  celle-ci;  d'oii,  si  Ton  iiumuie  /  le  temps  écoule  depuis  le 
commencement  du  mouvement  de  la  particule  E,  et  si  i\m  l'ail  ses  diffé- 
rences (il  constantes,  on  obtiendra  par  les  principes  de  la  Mécanique 
l'équation  suivante  qiu  contient  les  lois  du  mouvement  de  la  particule  F» 
savoir 
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OU  h  t'sl  l'espace  qu'uD  corps  pesant  parcourt  libreineul  eu  tunihanl 
(iuraut  le  temps  I;  de  même  on  aura  pour  ta  particule  suivante  G  l'équa- 
tion 

dp  "  T*  r» 

et  aimi  des  autres. 

En  général,»  l'indice  de  j  t-xprime  toujours  la  place  que  tient  la 
particule  qui  parcourt  Tespace  y,  en  comptant  depuis  la  première  F,  on 
trouvera  pour  le  mouvement  de  la  particule,  dont  le  quantitoie  du  rang 
est  m,  l'équation  générale 

rf'r»  _  a  A  A  Xm*t  —  ar.-t-r»-» 

Os  équu lions,  cuiuinv  il  est  aisé  du  le  vuir,  sunl  en  iiiéine  uuinhrc  (|ui'  \vs 
parUenles  molnles  dont  on  cherche  les  mouvements;  c'est  pourquoi,  le 
problème  étant  déjk  absolument  déterminé  par  leur  moyen,  on  est  obligé 
de  s'en  tenir  là,  de  sorte  que  toute  condition  étrangère  qu'on  voudra 
introduire  ne  peut  pas  npanquer  de  rendre  la  solution  insuffisante  pt. 
même  fautive.  Mais  pour  connaître  distinctement  quelle  atteinte  doivent 
porter  à  l'Analyse  ci-dessus  expliquée  les  hyputlii  si  s  pariiculiëres  que 
M.  N'ewton  a  iinagiiK'Cs,  pour  faciliter  peut-être  le  problème,  qui  de  sa 
prupr(>  nuture  est  très-compliqué,  nous  allons  réduire  ces  hypothèses  «n 
formules. 

7.  Poiir  (fia  nuits  «  (Miimciicfroiis  pat'  rcmai i|iu'r  que  si  t  csl  le  h  iiips 
(Voulé  (lr|)uis  If  f omnif lUf Jiif lit  <iu  imiuvfiiifnt  df  la  patlifiilf  K.  il 
faudra,  en  vertu  tie  la  seconde  liYpollièse,  qu'il  se  soit  eiouié  un  U  iiips 
t-hdt,  aiin  que  la  particule  suivante  F  ait  pu  se  mouvoir  duraut  un 
temps  ti  il  faudra  aussi  un  temps  l  +  adir  pour  un  mouvement  semblable 
dè  la  particule  suivante  G,  et  ainsi  pour  les  autres;  d'ob  il  s'ensuit  que. 
puisque  toutes  les  parUcules  sont  supposées  suivre  les  mêmes  lois  par 
l'hypothèse  première,  Tespaee  pareount  par  le  point  P,  durant  le  temps  f. 
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sen  é^ii\  à  l'espaee  parcouru  par  la  particuK-  G  pendaiu  le  temps  t  -\~  dt^ 
ff  que  IVspart»  parcouru  par  le  point  E  pendant  le  temps  /  sera  le  même 
que  l'espaee  parcouru  par  la  particule  G  dans  le  temps  /  -»-  ar//;  or  v,, 

7j.  Vi  expriment  les  espae»  s  parcourus  par  les  particules  E,  F,  G  

dans  le  même  temps  t  \  on  aura  donc 

y,  —  y.  H-  dy, ,   y,  =:y,-¥-  7.  dn  -v-  d'y,  ; 

maintenant  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  y,  et  de  dans  l'expression 
yt  —  ay»  -^y**  l'équation  qui  contient  le  mouvement  de  la  particule  F 
ae  changera  en  celle-ci 


d^y,_-xkh  d^y. 


mats 

«t  par  conséquent 


on  aura  dune  TéqualioD 


011  bien,  en  négligeant  le  terme  d^y^,  et  divisant  tout  par  d\Y^,  nous 
aurons 


I  aA* 


équation  qui,  comme  on  voit»  ne  contient  plus  aueune  des  variables  v,, 

V,.  Vj  On  trouvera  par  des  raisonnements  semblaldes  que  toutes  les 

autres  équations  se  rrduiroiit  mcore  à  (cllc-ci,  laquelle  par  coiisetjueiil 
pourra  être  vraie,  quelles  que  sou-nt  les  valeurs  des^',  pourvu  que  l'un 

ait  dt'  =        Maintenant,  si  l'on  nomme  6  le  temps  d'une  oscillation 
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0  =  PHSAP  et  dt-Jili 
par  cuiiséquent,  ^  =       par  la  Prop.  XLIX,  savuir 


d*où  l'on  tire 


g,_BC  xT»  fl_ÎXllC 


qui  se  réduit  h  la  même  expression  que  nous  avons  déjà  trouvée  pour  la 
mesure  du  temps  dans  la  Pn^.  XLIX. 
En  effet,  ayant  supposé  (4)  que  la  force  motrice  dans  récbelle  PUSAp 

est  «mplement  ^  , —  M .  on  doit  de  même  ici  exprimer  les  forces 

HK 

motrices  des  particules  par  ^^gjr'*  ou  bien  supposer  ^  —  \, 

Tout  ce  que  nous  venons  de  démontrer  suffit  asses,  ce  me  semble, 
pour  faire  connaître  ik  fond  l'insuffisance  et  la  fausseté  de  la  méthode  de 
M.  Newton.  Mous  allons  donc  chercher  une  autre  voie  qui  nous  mène  à 
une  solution  du  problème  dont  il  s'agit*  fondée  sur  des  principes  sûrs  et 
incontestables. 

8.  Pour  t'iivisager  d'abord  la  question  m)Us  le  puinl  d»-  vut-  U-  plus 
simple  et  le  plus  général  qu'il  soit  possible,  je  regarde  avec  M.  Newlou 
les  fluides  élastiques  comme  des  amas  de  corpuscules  qui  se  fuient  mu- 
tuellement selon  les  lois  connues  de  l'élasticité.  Imaginons  donc  une 
suite  de  corps  qui  aient  tous  la  même  massé,  et  qui  soient  rangés  sur  une 
même  ligne  droite»  à  distances  égales  les  uns  des  autres;  supposons  de 
plus  <]ue  (M-s  tni  |is  s<>  ropoussrnt  mutuellement  par  des  forces  élastiques 
qui  suivent  la  raison  inverse  des  distances:  et.  pour  contenir  l'actiun 
continuelle  de  cfs  l'urt  eh  de  répulsion  (jiii  tendent  sans  cesse  h  écarter  les 
corps  les  uns  des  aulres.  qu'on  considère  les  deux  extrêmes  comuie  tixes 
I.  8 
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«t  immobiles,  en  aorte  que,  quelque  mouvement  qu'on  excite  dans  leur 
système,  il  demeure  toujours  renfermé  entre  les  deux  limites  données. 
Maintenant,  soit  le  nombre  des  corps  mobiles  égal  inn—  i,  leur  masse  * 
égale  k  U,  la  force  du  ressort  naturel  égale  h  B;  en  conservant  les  autres 
suppositions  ci-dessus  (6),  on  trouvera  que  les  mouvements  de  tout  le 
système  seront  contenus  dans  les  équations  suivantes  : 

d'y,  _  aE<  r*—  *r, 

d* 2  EA  y,  —  an  •♦'T'i 

Ifl'  ~  r  * 

"3?"  ~  MT         r  * 


Ces  équations  seront  au  nombre  de  m  —  i,  savoir  en  même  nombre 

que  les  corps  niobilos,  et  de  plus  toutes  semblables,  excepté  la  première 

et  la  flerninre,  dans  lesquelles  les  quantités _Vo  et  v„,  qui  représenlcraienl 

selon  l'ordre  établi  les  espaces  pareoums  par  le  premier  cl  dernier  corps, 
doivi-iil  être,  à  cause  de  l'iiiinioliilité  de  ces  corps,  supposées  égales  à 
zéro;  la  dernière  de  ces  équations  se  trouvera  dune 

C'est  en  intégrant  toutes  ces  équations,  et  en  tirant  des  valeurs  pour 
chaque  inconnue  jo  Vj,  Vs,"-i  exprimées  par  la  même  variable  /,  que 
l'on  parviendra  à  déterminer  les  mouvements  de  tous  les  corps  (jui  com- 
posent le  système  proposé;  mais  avant  que  d'entrer  dans  ces  ret  lierches. 
il  est  nécessaire  de  traiter  des  causes  (|ui  peinent  prnduire  de  tels  ébran- 
lements dans  les  parties  intimes  «les  (Iniiics  élastiques.  Nous  nous  burtuf- 
rons  ici  aux  cordes  vibrantes,  dont  les  mouvements  sont  plus  connus,  et 
qui.  peut^tre,  sont  les  seuls  de  cette  espi  «  «  qui  ne  se  refusent  pas  è 
rsnalyse. 
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CHAPITRE  II. 

DM  TIMÀTlOMt  »1»  GOftDIt. 

• 

9.  SqîI  AB  [fig,  4)  une  corde  taiilsoit  peu  extennble,  et  qn'on  puine 

considérer  abstraction  faite  de  sa  gravité  et  de  sa  roidcur;  supposons 
qu'elle  soit  attachée  fixement  aux  deux  points  immobiles  A  et  B  qui  la 
tiennent  tendue  avec  luie  force  éj^ale  au  poids  P.  Soit,  de  plus,  cette  corde 
ciiurgce  de  tant  de  corpuscules £,  F,  G,...  qu'on  voudra,  qui  aient  tous  la 

fin  'i. 


A 

„  -  i 

A          E  1 

'          fi          ■  1 

même  mane  M»  et  qui  eoieni  éloignéa  les  uns  dm  autres  par  des  inter> 
valles  égaux  AE,  EFt....  Il  est  évident»  par  les  principes  de  la  Mècaniqu». 
que»  si  les  points  E,  F,  G,...  viennent  à  être  écartés  do  la  ligne  droite,  en 
sorte  qu'ils  décrivent  les  lignes  inlinimeot  petites  £e,  F/.  G^,. ...  cliacun 
de  l'es  points  /  sera  poussé  vers  F  par  une  force  épie  à  Ps\ne/g.  Or,  si 
l'on  nomme  v,,  y^,...  les  exclusions  Ee,  F/....  des  corps  Ë,  F,....  el 
qu'on  iasse  l'intervalle  constant      =  £F  =  r,  on  aura 

d'où  l'on  tire,  pour  le  mouvement  du  coi^  F»  l'équation 

d*x*  _  aP<  ri  —  aj^  -»-r«. 

TF=irF' — r-^» 

on  trouvera  de  même,  pour  le  mouvement  du  corps  suivant  G»  l'équation 

et  ainsi  pour  les  autres.  Par  conséquent,  si  les  corps  attachés  i  la  corde 
sont  au  nombre  de  m  —  i,  on  aura  en  général  pour  leurs  mouvements, 

8. 
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quels  qu'ils  soient,  les  équations  suivante»  : 

d'r>    ■>  l'A  r.  —  a.r. 

<//'  "  MT'  r 

«ff»  ~  MP        r  * 

~  M T'  r'  ' 


ilont  le  nombre  sera  encore  m  —  i,  et  la  dernière  sera  exprimée  par 

dp   ~  MT»  7~ 

11  est  visible  que  toutes  ces  équations  sont  entièrement  semblables  à 
celles  que  nous  avons  trouvées  pour  les  mouvements  des  corps  élastiques, 
et  qu'il  n'y  a  qu'à  faire  Ps  E,  pour  qu'elles  deviennent  tout  ii  fait  les 
mémesf  d'où  il  s'ensuit  que  les  deux  problèmes  qui  y  répondent  sont  de 
même  nature,  et  qu'en  en  résolvant  un  on  résout  l'autre  en  même 
temps. 

10.  Imaginons  que  le  nombre  des  corps,  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas. 
augmente  k  l'infini  et  que  leura  masses  diminuent  en  même  raison  :  les 
globules  rangés  en  ligne  droite  formeront  des  fibres  élastiques,  telles 
qu'on  peui  les  cuncevoir  dans  l'air  commun,  et  la  corde  tendue  deviendra 

unecnnip  uiliroriiléinfni  épaisse' dans  toute  su  lon^^ueur,  comme  le  sont 
les  copies  «le  musique;  le  même  rapport  subsistera  donc  encore  enliv  les 
oscillations  des  parlies  de  I'iiih'  et  de  l'autre  :  par  (-(UisiMiuent,  la  théorie 
des  mouvements  des  corder  t  t;iiil  <  «iiuuif.  ou  ptuirra  par  une  simple 
appliration  eu  déduire  i«  Ile  de>  mou veiiieuts  de  l'air  tpii  produisi  ul  le 
son.  l>s  deux  |)rubll'mes  sont  donc  liés  entre  eux,  iion-seuleuienl  par 
leur  nature  même,  maïs  encore  par  les  principes  d'où  dépendent  leurs 
solutions.  Gtmme  la  matière  des  vibrations  des  cordes  a  déjè  été  traitée 
par  de  grands  Géomètres,  il  sera  à  propos  de  rappeler  ici  en  peu  de  mot» 
les  principales  méthodes  qu'ils. ont  imaginées  pour  cela..  J'entrerai  dans 
ce  détail  d'autant  plus  volontiera  que  ces  Auteun  sopt  peu  d'accord  sur. 
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Ifts  principe»  et  dans  les  résultats,  ce  qui  pourrait  faire  douter  de  la  gé- 
néralité et  de  la  rigueur  de  leurs  solutions. 

1 1 .  Le  premier  qui  ait  tenté  de  soumettre  au  calcul  le  mouvement  d«s 
cordes  vibrantes  est  le  célèbre  H.  Taylor  dans  son  excellent  ouvrage  De 
Methodo  weremenUmm. 

Il  suppose  d'abord,  et  il  prétend  même  le  démontrer,  que  la  corde  doit 
toujours  prendre  des  figures  telles,  que  tous  ses  points  arrivent  en  même 
temps  à  la  situation  rectilign)  -.  il'où  il  dédoit  que  ces  figures  ne  peuvent 
être  que  celles  d'une  espèce  de  c^cloîdes  allongées,  qu'il  nomme  conf- 
pagnes  (le  la  rychïde.  Voici  8i»n  procédé  : 

NoniiiKtni  X  iiiif  iiliscisse  (juelconque  {/ig.  ci  >  I  ur*lt»riiu'i'  V.r 
qui  déiiyte  la  distance  du  point  E  de  la  corde  à  l'axe  dans  un  temps  (|uel- 

Fif.  5. 


\ 
— S 


conque  t,  on  démontrera  par  le  même  raisonnement  (9)  que  la  force 
accélératrice  du  point  e  vers  E  est  exprimée  pat  -^^  Soit  a  la  lon- 
gueur de  toute  la  corde,  et  S  son  poids  (ulal,  on  aura 

"--5-' 

et  par  conséquent  la  force  accélératrice  en  e  deviendra 

S  S^" 

Or,  afin  que  toute  la  corde  puisse  reprendre  sa  situation  rectiligne. 
TAuteur  suppose  cette  force  proportionnelle  i  la  distance  Ee.  que  le 
point  e  doit  parcourir  t  ainsi,  en  faisant  K  égale  b  une  ligne  quelconque, 
il  obtient  l'équation 
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d'où,  en  faisant       =  /,  il  résulte,  par  les  méthodes  connues. 

et  _ 

é(]uation  de  la  courbe  pour  un  temps  quelconque  t,  où  Tordonnée  Y  est 
la  plus  grande.  Or,  comme  le  pointe,  en  parcourtnt  l'espace  eE.  est  con- 
tinuellement poussé  par  une  force  accélératrice  proportionnelle  à  l'es- 
pee  qui  reste  à  parcourir,  on  aura 

dp  ~  T»  k' 

d'où,  si  l'on  fait  encore,  pour  abréger,      =s  gt  l'on  tirera  de  nouveau 
et 

/=Y.8ln(/v^). 

équation  qui  1  imh  (tuurun  temps  quelconque  /  le  rapport  de  l'cloigne- 
ment  y  du  pnint  e  «It-  V-.wv  à  son  plus  grand  éloignement  V,  ;  doiu .  si 
l'on  met  au  lieu  de  ¥|  la  valeur  de  y  qui  convient  h  la  courlie  ia  plus 
grande  ApB,  et  que  nous  avons  trouvée  plus  haut.  Ysin(jr\/).  il  en 
résultera  l'expression  générale  des  y  pour  tous  les  temps  t  cl  pour 
chaque  coupée  x,  savoir 

et  telle  est  l'équation  de  la  corde  vibrante  dans  l'hypothèse  de  H.  Taylor, 
en  supponnt  qu'elle  soit  en  ligne  droite  au  commencement  de  son  mou- 

vement. 

Si  la  corde  eut  d'ahurd  eu  la  tigure  d'une  truclioide  allongée,  alors 
puisque,  t  croissant,^  diminuerait»  on  aurait  trouvé 

r=Y8to(«v7)co8(iVÎ), 
où      Y  sin  (« v7  *  o^primenit  la  figure  de  la  corde  au  commencement. 
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Pour  déterminer  ia  conslaute  K  qui  entre  dans  les  quantités /  cl  g,  on 
remarque  i  d  quej' doit  être  égal  à  zéro»  soit  qae  ae  aoit  égal  âi  séro,  aoit 
que  X  aoit  égal  i  a,  quelle  .que  aoit  la  valeur  de  t.  Or,  eu  poaaut  «  o, 
.  on  »  d'abord  y^o,  parce  que  nno  =  o.  Qu'oo  fasse  donc  «  s  a  et 

sin  (a  v7)  =  o;  si  ^  est  la  raiaon  du  rayon  du  cercle  h  la  circonférence, 

on  sait  que  ain  ^  s  o,  prenant  pour  s  un  nombre  quelconque  entier; 
c'est  pourquoi  l'on  aura 

or 


ce  qui  donne 


et  par  conséquent 


12.  Cette  st»liilion  ((iic  nous  venons  d'expliquer,  outn-  qu'elle  ptirte 
sur  l'hypoilii  t  iilieirinont  gratuite  ([ue  tous  les  points  de  l:i  «  urde 
s'étendent  eu  même  temps  en  ligne  drititr,  est  eneore  bien  t'Ioignt  e  d  t  tre 
générale,  même  dans  cette  liypotlii^se ,  puisqu'il  t'audriiit  encore  démon- 
trer que  c'est  dans  le  seul  cas  des  forces  accélératrices  proportionnelles 
aux  distances  des  points  de  la  corde  k  l'axe,  que  tous  ses  points  peuvent 
toucher  Taxe  dans  le  même  instant.  Cest  pour  suppléer  ii  ce  défaut  que 
le  célèbre  H.  d'Alembert  a  imaginé  une  autre  méthode  de  résoudre  le 
problème  de  ckordU  vibranti'hus,  pris  dans  le  sens  le  plus  général  qu'il 
soit  possible.  Otte  méthode,  qui  est  sûrement  une  des  plus  ingénieuses 
qu'on  ait  tirées  jusqu'ici  de  l'Analyse,  se  trouve  détaillée  dans  deux 
Mémoires  que  l'Auteur  a  donnés  dans  le  tome  de  l'Aeiulémie  Royale  de 
Prusse  dont  nous  avons  fait  mention  ci-devaut.  je  ne  rapporterai  ici  que 
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les  principes  sur  lesquels  elle  est  appuyée,  et  les  conséquem-r  s  en 
résultent  pour  h  théorie  en  question. 
On  a  vu  (11)  que  la  forée  aceélérsirice  dujMint  E  en  «  est  exprimée 

généralement  par  —     I777'  quelle  que  soit  ta  courbe  de  la  corde  tendue 

AeB;  donc,  puis(jue  ceUe  force  tend  à  taire  pm  courir  :iu  point  K  l'e^piice 

eB  B  y,  elle  devra  être  égale  à  —  ^       on  aura  donc  pour  Téquatioii 

générale  de  la  courbe,  dans  un  temps  quelconque  f . 

Il  faut  d'abord  remar(|uer  dans  cette  équation  (|iie  l:i  (litTérentielle  ff\\ 
(ht  premier  menil)re  doil  être  prise  en  n'^uniant  1/  seule  nmime  v;t- 
ri;il>le.  :<u  lieu  que  dans  la  dinereiitii  lN-  r/' v  du  sernud  ini-inljre  e'e>l  le 
seul  temps  /  qui  doit  varier.  Les  GeoiÉRlie>  ont  coutume  de  mettre  de 

telles  expressions  entre  deux  parenthèses  de  la  manière  suivante,  j> 

que  l'on  puisse  juger,  par  la  umple  inspection,  laquelle  des 

variables X  où  t  doit  être  changeante  dans  la  diflërentiation  de  v.  Soit. 

pour  abréger,  ^^jj'  =  <-»  et  on  aura  ii  iptégrer  l'équation 

Or  M.  d'Aicmbert  trouve,  par  une  analyse  neuve  et  ingénieuse,  que 
l'équation  finie  qui  ré|>ond  à  celle-ci  est 

r=  V  { '  V** + *) r  (  '  V^- jp). 

et  r  exprimant  d«>s  tondions  quelconques  des  quantités  t  \(  j  el 
/\r  —  0".  Voilà  donc  quelle  sera  l'équation  ;;eiif  rale  dt-  la  cdmlir  ([ue 
peut  f(irmer  une  corde  tendue.  A  l  eg-ardde  la  nature  <lcs  Concliniis  exjtri- 
nuMs  par  4  et  par  r,  elles  sont  en  elles-mêmes  indéterminées;  mais, 
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puisque  les  deux  bouts  de  la  corde  sout  supposés  6zes,  il  est  évident 
qu'elles  doivent  sstisfsire  k  ces  dêux  coéditions»  savoir  :  que  y  soit  égal 
à  zéro  lorsque  s  o,  et  lorsque  <r  =s  a,  quel  que  soit  le  temps  s;  on 
aura  par  là  les  deux  équations 

et 

V  (*  V« r        -  a)  =  o; 

il  résulte  de  la  première 

et  aiTisi  la  secuniie  se  change  en 

laquelle  doit  être  vérifiée  par  la  nature  même  ile  la  fonction  V.  Suppo- 
sant donc  une  fonction  quelconque  Y  qui  soit  telle,  que 

[  t  \c  -h  U)  —  ^y  {{  \c  —  a}, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  i,  on  aura  généralement  pour  la  corde  tendue 
l'équation 

On  sait  que  toute  fonction  peut  être  représentée  par  l'ordonnée  d'une 
eoiube,  dont  l  altscisse  soit  la  variable  contenue  dans  la  fonction  propo- 
sée; donc,  si  l'on  (ifcril  une  courbe  quelconque  qui  ail  des  ordonnées 
égales,  à  toutes  les  abscisses  cxpiiinées  par  t\c  -h  a  et  t\c  —  a,  celte 
courbe  donnera  une  constnu  liuii  fort  siniple  ilc  r(>(|iiati()ii  proposée, 
car  uit  n'aura  qu'à  prendre  les  onlunnécs  qui  ii  iMnnlriit  aux  ;ibsciss«'s 
t  \c  X  vX  t  \c  —  a-,  dont  la  dilTérencc  doiuicia  l'ortlnruHH'  de  la  courbe 
que  forme  la  corde  sonore  dans  un  temps  quelconque  i.  Or,  puisque  la 
fonction  Y  doit  rester  la  même,  soit  qu'on  lyoute  ou  qu'on  retranche  de 
1.  9 
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la  changeante  f    la  «piantitéa,  «  Ton  suppose,  dans  l'équation  générale 

que  le  temps  /  soit  augmenté  de  ta  quantité  ia  valeur  de  y  n'en 
sera  en  rien  dérangée,  et  ainsi  la  corde,  au  bout  d'un  temps  égal  k 

^  =  aT  y/^^'  it'prcndra  toujours  la  tigiin-  qn'elle  araîl  au  com- 
mencement de  ce  temps:  mais,  si  la  corde  dans  sis  mouvements  se 
trouve  une  lois  étendue  en  lipne  droite,  elle  reviendra  <  n  celte  situation 
après  chaque  temps /,  qui  cmiliendra  un  certain  nombre  de  lois  exacle- 

ment  le  temps  T  w        on  a  donc  une  infinité  d'autres  courbes  dilTé- 

rentes  de  la  compagne  de  la  traeiuKdeaUongée,  donnée  par  M.  Taylor.  qui 
toutes  sont  douées  de  cette  propriété,  que  tous  leurs  points  se  retrouvent 
en  même  temps  dans  l'axe.  M.  d'Alemliert  a  fait  ensuite  beaucoup  de 

reclierches  ingénieuses  sur  la  natiu'e  de  ces  courhes,  qu'il  nomme  fii'nè- 
mlrices,  et  sur  la  manirn»  dmil  tdles  peuvent  être  engendrées;  mais 
etunnie  c(>s  discussions  n'ont  pas  un  rapport  immédiat  au  sujet  «pie  nous 
avons  en  vue,  nous  nous  ccuUeiiterons  de  renvoyer  le  lecteur  aux 
Mémoires  cités. 

13.  M.  Euler  a  traité  depuis  dans  le  tome  suivant  le  même  problème 
par  une  méthode  analogue  b  celle  dont  nous  venons  de  parler.  Il  parvient 
h  cette  équation 

dans  laquelle  la  fonction  f  doit  être  telle,  que 

quelle  que  soit  la  valeur  de  ce  qui  ne  di£Rtre  pas  essentiellement  de  ce 
qu'on  a  trouvé  ci-devant.  M.  Euler  conclut  de  là  que  toute  courbe  angui- 
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formt  CcAaBfrD  {fig.  6),  continuée  de  pwi  etd'autra  à  Tinfini  par  des 
parties  aemblablea  Ce  A,  AaB,  BAD.....  situées  altemativement  au-deasus 


K|.  6. 


«l  au-ilt'ssuus  (le  l'axe,  sera  prujH-e  a  ie|)i'é6enler  la  luncUon  9.  soil  que 
cette  couri)e  soil  régulière  ou  qu'elle  soit  irrégulibre.  D'où  il  s'ensuit  que, 
puisque  au  commenceinent  du  mouvement  Tèquation  de  la  courbe  est 
_y  B  (a;),  il  suffira  de  considérer  la  courbe  initiale  de  la  corde  AaB, 
quelle  qu'elle  soit»  et  si  on  réitère  sa  description  au-dessous  et  an^lessus 
de  l'axe  de  part  et  d'autre  à  Tinfini»  la  moitié  de  la  somme  des  ordonnées, 
qui  répondent  aux  abscisses  «  +  <V6,ir  —  1^  dans  la  courbe  composée 
Cff  AaB6,  sera  l'ordonnée  à  rabacisse  x  dans  la  courbe  de  la  corde  tendue 
après  un  temps  quelconque  l. 

14.  C.iilf  (oiislriirtiou  (le  M.  Kiilfr  tsl  rviilciniiu-iit  I»p;iiu'(>u|i  plus 
gt'iit'rale  (|ue  t  elle  (|ue  lM.  d'Aleiiihert  a  iiiiagiiiee.  eelui-ei  asaiit  toujours 
supposé  que  la  ('oukIm;  génératrice  suit  régulière,  et  qu'elle  puisse  éti'e 
renfermée  dansuné  équation  continue.  Cest  dans  cette  idée  que  ce  grand 
Géomètre  a  cru  qu'une  telle  construction  devenait  insuflisante  toutes  le» 
fois  que  dans  la  courbe  génératrice  on  n'aurait  pas  suivi  la  loi  de  conti- 
nuité, et  il  s'est  contenté  d'en  avertir  le  public  dans  une  Additimi  à  ses 
Mémoires,  imprimée  dans  le  tome  de  l'année  17.50. 

M.  Euler  a  làrhé  de  répondre  à  eette  objection  dans  le  lome  pour  l'an- 
née 1753;  il  reprend  iei  toute  l'analyse  du  problème,  et  il  soutient  roii- 
stanuiient  eoiilre  M.  d" Alfiubeil  (jue  pour  rexjn  litiide  de  hi  tnnslruetion 
doiMiee,  il  n'est  iiulleiiient  nécessaire  d'avoir  égard  à  la  loi  de  eoiitinuite 
dans  la  roiu  tiou  ^,  qui  dépend  de  la  eourlje  initiale  de  la  eorde.  Mais 
comme  M.  d'Alenibert  n'a  apporté  aucune  raison  particulière  pour 
appuyer  son  objection,  M.  Euler  n'en  a  aussi  apporté  aucune,  d'où  il 
suit  que  la  question  reste  encore  indédse.  M.  d'Alembert  promet  dans 

9- 
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M  nouvelle  édition  de  Texcellent  Tiaité  de  Byiuumque  de  l'aiinée  passée 
un  éerit  assez  étendu  sur  cette  matitee;  mais  je  ne  sais  pas  s'il  a  encore 
vu  le  jour:  en  attendantt  qu'il  me  soit  permis  de  faire  sur  cette  dispute 
la  réflexion  suivante. 

15.  Il  est  »-t'rlain  que  les  principt  s  du  (liilcnl  Hit't'fn  ntifl  <'t  inlogral 
ilépendt'ul  de  la  cousidératiun  des  tuuctiuns  variahit's  aig('liri(|ut's;  il 
ne  parait  doue  pas  qu'où  puisse  donner  plus  d'étendue  aux  conclusions 
tirées  de  ces  prineipes  que  n'en  comporte  la  nature  même  de  ces  fonr« 
lions.  Or  personne  ne  saurait  douter  que  dans  les  fonctions  algébriques 
toutes  leurs  difTérentes  valeurs  ne  soient  liées  ensemble  par  la  loi  de 
continuité:  c'est  pourquoi  il  semble  indubitable  que  les  conséquences, 
qui  se  déduisent  par  les  règles  du  Calcul  différentiel  et  intégral,  seront 
toujours  illégitimes  dans  tous  les  cas  ob  cette  loi  n'est  pas  supposée  avoir 
lieu.  Il  s'ensuit  de  là  (pie.  puisque  la  eonstruelion  de  M.  Euler  est  dé- 
iluite  iunnédialenient  de  l'intégration  de  l'équation  différentielle  donnée, 
eetle  eonstruelion  n'est  a|q)lir;iMe  par  sa  propre  iiiitiirc  (|u'aux  coiuIm's 
eontinues,  et  qui  peuvent  être  expriiné«'s  par  une  tViiiclion  queledinjue 
des  varialdes  /  et  .r.  Je  conclus  donc  que  toutes  les  preuves  iju'on  peut 
apporter  pour  décider  une  telle  question,  en  supposant  d'abord  que  l'or- 
donnée y  de  la  courbe  soit  une  fonction  de  l  et  u,  comme  l'ont  fait  jus- 
qu'ici M.  d'Alembert  et  M.  Euler,  sont  absolument  insufHsantes,  et  que 
ce  n'est  que  par  un  calcul,  tel  que  celui  que  nous  avons  en  vue,  dans 
lequel  on  considère  les  mouvements  des  points  de  la  corde,  chacun  en 
particulier,  qu'on  peut  espérer  de  parvenir  è  une  conclusion  qui  soit  à 
t'abri  de  toute  atteinte. 

16.  Pendant  le  cours  d'une  telle  dispute  etilre  deux  des  plus  grands 
(léomètres  de  notre  siècle,  il  s'est  elev»  un  Iroisii-nie  adversaire  contre 
tous  les  deux:  c'est  le  célèbre  M.  Daniel  Hernoulli,  si  avanlageusenient 
connu  par  ses  excellents  Ouvrages.  Celui-ci,  dans  un  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l'Académie  Royale  de  Berlin  de  l'année  1753,  prétend 
avoir  démontré  que  la  solution  de  H.  Taylor  tk  chmUs  vUmt/uibiu  est 
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seule  capable  de  satisfaire  à  tous  les  eas  potnbles  d'un  tel  problfeine,  et 
il  établit  cette  proposition  générale,  que,  quel  que  puisse  être  le  mouve- 
ment d'une  corde  tendue*  elle  ne  formera  toujours  que  des  trochoides 
allongées*  ou  bien  que  sa  figure  sera  un  mélange  de  deux  ou  plusieurs 

courbes  de  cette  espi'ce.  Or  nous  avons  trouvé  plus  haut  (  1 1  j  que,  dans 
l'hypothèse  de  M.  Taylor,  l'équation  de  la  corde  vibrante  est  générale- 
ment 

donc,  posant  différentes  constantes  «*  ^,f,â,...  pour  Y*  et  mettant  au 
lieu  de  $  les  nombres  i*  a*  3,...,  il  résulte  pour  l'équation  générale  de 
la  corde,  selon  M.  Bemoolli, 

wje  (fat  .  y»/i P\ 
sa       \  ?,  I  V  S"  / 

^ysm  — cos(^^y/~^^,  ) 
aa       \  al  V   sa  / 

L'Auteur  déduit  cette  ingénieuse  théorie  par  une  espèce  d'induction 
qu'il  tire  de  la  conndération  des  mouvements  d'un  nombre  de  corps  qui 
sont  supposés  former  des  vibrations  régulières  et  isochrones;  il  démontre 
que  s'il  n'y  a  qu'un  seul  corps,  il  doit  suivre  les  lois  connues  de  l'iso- 

chronisme;  que  s'il  y  en  a  deux,  leurs  vibrations  peuvent  être  eensées 
•  oniposéesde  dvus  viltr;Uîons  isochrones  de  la  première  fs[)ccc,  et  ainsi 
<!('  suite;  d'où  il  <  (iiiclut  que  l'equiilii m  ;;(  iiri,ile  rapporli  i'  (  i-dessus  sera 
propre  a  exprimer  toutes  ces  espèces  de  mouvements,  en  prenant  autant 
de  termes  qu'il  y  a  de  corps;  et  que,  dans  le  cas  de  la  corde  tendue,  le 
nombre  des  termes  doit  être  infini;  il  appuie  de  plus  son  sentiment  sur 


7»  RECHERCHES  SUR  LA  NATURE 

rAxpérience  qui  nous  enaeigne  que  d*une  même  corde  il  résulte  plu* 

sieiirs  sons  harmonieux.  (|ui  répondent,  pour  ainsi  dire,  k  chaque  ternie 
«Ik  son  équalioD.  Enfin  il  étend  celle  théor  ie  ù  tous  les  mouvements  réci- 
proques infiniment  petits,  qui  ont  lieu  dans  Ih  nature,  et  il  croit  pouvoir 
en  driluiic  J)r;(iirnii|»  de  ronséquences  importantes.  Toutes  ces  choses 
sont  e\|)<).si  (  S  (  Il  ilctail  par  l'Auteur  dans  la  piéee  cilt'c.  à  l;i(|uelle  nous 
n-nvoyons  les  leeleurs:  il  me  sutlira  d'en  avoir  donne  en  générai  une 
idée  assez  nette. 

Le  dessein  de  M.  Bemoulli  était  donc  de  faire  voir  que  les  calculs  de 
MM.  d*Aleml>ert  et  Euler  ne  nous  apprenaient  rien  de  plus  que  ce  qu'on 
pouvait  déduire  de  ceux  de  M.  Taylor,  et  même  que  ces  calculs,  quoique 
extrêmement  simples,  pouvaient  répandre  sur  la  nature  des  vibrations 
des  cordes  une  lumière  qu*on  attendrait  en  vain  de  l'Analyse  abstraite  et 
épineuse  de  ces  deux  Géomètres. 

17.  L'un  d'eux,  savoir  M.  Kiiler.  >'<■>!  Iiàte  de  repondre  à  ces  o!)jer- 
lions  dans  l;i  iih  iiii'  Dissertation  c  ilci",  (|in  est  imprimée  à  la  suite  de 
celle  de  M.  Bernoulli.  l!  objecte  ;i  sun  lour  à  ci-liii-ci  i|iic  son  é(|uation 
pour  la  eourlie  sonore,  quoique  continuée  a  l'intini,  ne  peut  cependant 
exprimer  tous  les  mouvements  possibles  d'une  corde  tendue;  car,  si  l*on 
pose  <  ^  o,  Téquation  de  la  courbe  devient 


stsm — -(-Ssiii     — -(-ysn>  

aa  aa  aa 


Par  eonsétpient  il  l'audrak  que  cette  équation  renfermât  toutes  les  ligures 
qu'on  peut  duinier  il  une  eorde  tendue,  savoir  toutes  les  courbes  |)os- 
sibles.  ee  qui  ne  parait  pas  être  i\  rause  de  certaines  propriétés  qui  sem- 
blent distinguer  les  courbes  comprises  dans  cette  équation  de  toutes  les 
autres  courbes  qu'on  pourrait  imaginer;  ce>  propriétés  sont  les  mêmes 
que  M.  d'Alembert  requiert  dans  ses  courbes  génératrices,  savoir,  qu'en 
augmentant  ou  diminuant  Tabscisec  d'un  multiple  quelconque  de  l'axe, 
la  valeur  de  l'ordonnée  y  ne  change  point.  En  effet  l'on  peut,  ce  me 


• 
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semble,  démontrt^r  que  toutes  les  courbes  douées  de  ces  propriétés  pour- 
ront se  réduire  à  réqustion  cndessus.  D'où  il  s'ensuit  que,  quoique 
M.  d'Alembert  ait  trouvé  TAnatyse  Taylorienne  insuffisante  pour  en  tirer, 
une  résolution  générale,  néanmoins  il  parait  convenir  aver  M.  Hernoiilli 
dans  le  fond  de  la  chose,  savoir,  que  le  prohièmo  ne  snit  n>suhil>l(>  <laiis 
d'autres  cas  que  dans  ceux  de  la  trochoïde  ou  du  mélange  de  plusieurs 
trochoîdes. 

18.  On  voil  (11-  là  ijuc  h.s  oltji'diuns  iU'  MM.  Ik-moulli  et  d'Alt'iiihi-rl 
iunlre  M.  Eulfr,  quoiqu'elles  diflerenl  beaucoup  les  uues  des  autres, 
tiennent  néanmoins  aux  mêmes  principes.  Au  i-esle,  ni  M.  DernouUi  ni 
M.  Euler  n'ont  fait  voir  directement  si  toutes  Jes  courbes  (|tie  |K>ut  former 
une  corde  tendue  sont  comprises  ou  non  dans  l'équation  rapportée;  car, 
puisque  dans  cette  équation  chaque  terme  répond,  pour  ainsi  dire,  aux 
mouvements  de  chaque  point  de  la  corde,  il  eût  fallu  pour  cela  donner 
(l'al)ord  une  solution  générale  du  prohièuie  de  la  corde  vibrante  dans 
l'hypothèse  ({u'elle  fût  chargée  d'un  nomhre  indéfini  de  corps;  solution 
(|ue  M.  Rf  ruoulli  même  avoue  n'avoir  jamais  vue,  et  qu'il  croit  de  plus 
que  personne  n'a  jamais  donnée. 

Il  résulte  de  lout  ccl  exposé  (jue  l'Analyse  (|uc  imiis  aMuih  pinposc»- 
dans  le  tlhapitte  picrcdcnt  est,  peut-être,  la  S4-ule  qui  puisM- jetci'  sur  c»'s 
matières  obscures  une  lumière  suflîsanle  k  éclaircir  les  doutes  qu'on  doit 
former  de  part  et  d'autre.  Je  vais  donc  entreprendre  cette  Analyse,  et  je 
tâcherai  de  la  développer  dans  toute  son  étendue,  non^eulement  parce 
qu'elle  doit  satisfoire  k  tous  les  objets  que  nous  avons  ici  en  vue,  mais 
encore  parce  qu'elle  est,  ce  me  semble,  entièrement  neuve,  puisqu'il 
s'agit  de  déterminer  les  mouvements  de  tant  de  corps  qu'on  en  voudra 
supposer,  sans  concevoir  d'aboi-d  qu'il  y  ait  entre  eux  aucune  loi  de  ron- 
linuité  par  laquelle  ils  soient  liés,  pour  ainsi  dire,  et  contenus  dans  une 
même  formule. 
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CHAPITRE  III. 

')I0I.DT10N  DU  rKOBLklIB  OiVÉRAL  rftOrOti  »AKS  LBI  CBAVITHU  MtCÉDKNTS. 

1 9.  Soit*  pour  abréger,        =:  e;  on  aura  (8)  les  équations  suivantes  : 

— jjp—  =  e  (  -  a/^,  -h  y^). 

pour  intégrer  toutes  t"('s  t'qintt ions,  on  n  u  qn'ii  vi-anwu'»  la  mcthndf 
qnf  M.  d'Alembert  nous  a  ilunin-c  dans  les  Mt-moires  de  l'Académie 
Hoyak  de  Berlin.  On  supposera  d'abord,  selon  cette  méthode, 

^,=.u,ét^  éfTtssthdt,  éjTt^UtdU  éir*  —  tt»dU...t  4xm^  =  Um^dt\ 

re  qui  (changera  les  équations  diiTérentielles  du  second  ordre  dans  les 
suivantes  dv  premier  : 

dti,  —  «■  (r» — + )  àtt 

du^  —  e{x,  —      -t-  y-.  )  dt, 
du,  =  e  (y»  —  2  r.  .y. 

» 

dum-,  —  e  (  —  2  )      -+-  ^)  v-1  )  dt. 

Il  est  k  remarquer  que  les  quantités  «,  expriment  les  vi- 
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teBses  des  corps  qui  parcoureot  les  espaces ^«  •  /ai  ^  et  qu'ainsi  il  est 

encore  important  de  déterminer  leurs  valeurs. 

Présentement  il  tant  multiplier  toutes  ces  équations,  moins  une  à  vo> 
lontét  par  des  coefficients  indéterminés,  et  les  ajouter  ensuite  dans  une 
même  somme.  Soient  M,,  M»,  Mj,...  les  coefficients  qui  doivent  multi- 
plier les  dernières  équations,  et  N|,  N|,  Ni;,...  ceux  qui  multiplient  les 
autres  :  on  aura 

MilllliH-Nirfri-HM:</H,  +  Nj</r,-t-M;.r/M,-t-N,</)j-)-. .  .-+-M^,Ju^,-h  N,,_,t/>_, 
=:[N,ii.  H-  e(M,  —  2M,)^-,]<//  -i-  [iN,«,-H  «f(M,  —  aM,  -t-  M,}^-,]<// 
[NjUj -•- e(M4  —  aM» -f- M,)/-,] dt-t-... 
(N—,      +       aM»..  +  ll_       1  dt, 

OÙ  Ton  supposera  pour  plus  de  facilité  le  premier  coefficient  Ht  »  ■  ■ 

Soit  fait  en  sorte  que  le  premier  membre  de  cette  équation  devienne 
un  multiple  exact  de  la  différentielle  du  second;  et  supposant  R  un  coef> 
lîcient  constant  quelconque,  on  trouvera  par  la  comparaison  des  termes 

RMi  =  Ni,  RMi^Nif   IlM}  =  Nt, BM»  % ^ Nm— >, 

ensuite 

RN,  ^  <r(M,  -  aM,).    HN,  —  e(},\,  —  aM,  -t-  M,). 
RN,  =  c(M,  —  2M,-f-M,)          RN,_,  =  e(— ïM»-,  -t-ll»_,){ 

en  substituant  dans  ces  dernières  équations  les  valeurs  des  N  tirées  des 
premières,  il  en  résultera 

R'M,  =  e(M,— 2M,), 
R'M,  =  e(M,-2M, -4-M.), 
H'H,  =  «  (M.  -  aM«  -t-  M.), 


R' 

Soit  posé  —  +  a  s  K,  et  en  ordonnant  les  termes  on  parviendra  aux 
1.  10 
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équations 

ICi  s  KMi  —  Mit 
Mi = KM*  Mt» 


d'oil  l'on  doit  tirer  les  valeiin  des  M. 

Pour  j  parvenir,  je  considère  que,  ces  équations  étant  toutes  sem- 
blables, on  peut  les  exprimer  généralement  par 

posuiil  pour  a  tous  les  iioiiihics  cntii-is  pnsitits  depuis  zéro  jusqu'à 
m  —  i,  laquelle  équation  t  oulicut  évidemment  une  suite  récurrente,  dont 
l'échelle  de  relation  est  K,  —  i .  On  aura  donc,  pour  la  valeur  de  M^,  Tex- 
pressiun  Aa''  +  B^,  où  A  et  B  suul  des  conslaules,  ela  et  ^  expriuieul 
les  racines  de  Téquation  du  s«sond  de|^  s*  —  Ks  + 1  s=  o.  De  cette 
équation  l'on  tire 

ce  qui  donne 


Pour  déterminer  les  constantes  k  et  B,  on  fera  b  con^taraison  des  deux 
premiers  termes,  savoir  flia  et  H,  ;  or  Bl^  est  évidemment  ^1  à  zéro, 
puisque  l'équation  qu'il  devrait  multiplier  ne  se  trouve  pas,  et  M,  est 
égal  k  I  par  supposition;  on  aura  donc 

A-l-B  =  o   Cl  Aa-t-B6=i, 

d'où  l'on  déduit 

B  =  ~A,  A(a~6)si,  A=r--^  et   *-x\ 

a  —  o  a*—  a' 
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CM  valeurs  étant  substituées,  il  eu  ré&ultera 

Nous  avuns  Kuppusi-  (8;  que  If  iionihir  tlt-s  (■(|uali()iis  était  m-  i;  il 
faut  donc  que  le  coeflicient  qui  uui  ^it  multiplie  l'équation  suivante  soit 
de  lui-mènne  égal  à  léro;  aavoir,  il  faut  que 

ma  Uâ  a-  —  A- 

II. = o,  ou  bien  que    ^_  ^  =  o. 

Voilà  Téquation  qui  nous  donnera  la  valenr  de  la  quantité  H  qui  était 
encore  inconnue. 

SO.  Pour  résoudre  cette  équation,  j'ai  recours  au  fameux  théorème  de 
M.  Cotes,  par  lequel  on  trouve 

^  —  é" = (a  -    i/o*  —      C08  - -t- i/^— afli  008  — 


en  prenant  un  nombre  de  facteurs  égal  k  m,  de  sorte  que  le  dernier 
devienne 


y/*»-»«*eosi2i^ii2,,i.»», 


oji  «  dénote  la  circonférence  du.  cercle,  dont  le  r^on  est  i.  On  a  donc, 
dans  notre  cas. 


y/i^_aa6oo8^-l-A*y''a*  — afl6cM^H-é* 

X 1/  a'  —  ■xab  ces  —  -t-  6'. . .  w  a'  —  -xab  cos  »-  6'  =  o, 

ce  qui  donne  autant  d'équations  particulières  qu'il  y  a  de  facteurs,  savoir, 

lO. 
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en  dégtgeant  ces  exprearîons  des  radicaux. 


«»— 

m 

m 

a'  — 

iobcos 

"âT 

+  *'  =  o, 

rt»  — 

94A  ros 

m 

a'  — 

aoAcos 

(m 

Suit  V  un  nombre  quelconque  entier  depuis  zéro  jusqu'à  »t  —  l,  et 
toutes  ces  équations  se  réduiront  à  celle-ci 

a*  —  aab  cas  h  4»  =  o; 

m 

si  l'on  substitue  les  valeurs  trouvées  de  a  et  ^  (  19),  elle  se  change  en 

Kl— a^aeos  — =  0, 
m 

d'où  l'on  tire 

ce  qui  se  réduit,  par  les  tli^orèmes  de  la  multiplication  des  angles,  k 

'"=4"'(i=)*' 


d'où  Ton  a  enfin 


K=d:seos  — 


Si.  Je  remarque  d'abord  que  la  variété  des  signes  dans  cette  expree- 
sion  de  K  est  inutile,  parce  que,  en  faisant  v  plus  grand  q  ue  ^  1  la  formule 

nous  redonne  les  môines  valeurs  que  quand  y  était  plus  petit,  mais  avec 


\ 
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ET  LA  PROPAGATION  DU  SON.  77 
des  signes  contraires:  on  aura  donc  siuipleuient 


K  =  icos  — . 

2/n 


poaant  pour  v  loua  les  nombres  entiers  pontift,  depuis  zéro  jus(|u'k 
m  —  I.  Par  cette  valeur  générale  de  K,  on  trouverai  (18)  celle  de  R  par 
le  moyen  de  l'équation 


car  on  aura 


••="(~s-")=-^'hr».)' 

par  les  théortmes  cités,  d*où  il  résulte 

On  déduira  encore  de  la  valeur  de  K  celles  des  quantités  a  et  6,  comme 
il  suit  : 


eos H- %/ ( co» I  —  t,   6  =  cos~— l/(co»~)  —  I» 


savoir 


an»         am  '  am         am  * 


d'où  l'on  tire,  en  substituant, 

(vm        ,     vfn   \.»      /'  vz 
ces  1-  sln  —  V  —  "     —   fos  — 


vm       .  vta   

  siii  • 

exfmssion  se  réduit  encore,  par  les  mêmes  théorèmes  ci- 

^  sm 

,  vo 
stn  — • 
am 
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22.  Toutes  ces  opérations  achorées,  retournons  à  prêtant  sur  noa  pas 
pour  procéder  à  Trotégration  de  Téquation  différentielle  (19).  Soit,  pour 
abréger, 

II,  u, -K  Mtiii -»- Kl  ui ...-)- M»-iii».. 
elle  deviendra  par  ce  moyeu 

dt  =  J\zdt, 

dont  l'intégrale  se  trouve 

»  =  Fc^'. 

où  c  est  II'  iminliri'  «Inni  !»>  |M',';n  ilhnH'  hypcrltolique  csl  i,  et  F  dt'iiole 
une  ciiiistiiutt'  tjurl(  (iiii|u<' ,  <';^;tlf'  k  li<  valeur  de  z  qui  rt'poud  uu  cas  de 
/  =  (>;  un  aura  donc,  en  restituant  au  lieu  de  s  sa  valeur  première, 

4-  B  (  M./-.  <(•  Ht/,  -^Utr»-*-"^  Mm^rm-,  )  =5  Fo^'; 
et,  puisque  - 

w,  Ut  —  dx„   Utdt  —  dfi,   Utdt  —  dj»» •  •  • . 
si  Ton  multiplie  toute  l'équation  par  dt»  il  en  résultera 

M,rf) ,     M:r/r,  -h  M.    ,  +  .  .  .  -  M^,£/»v-, 

et  multipliant  encore  par  c^'  et  intégrant  de  nonvoan, 

(M,^ -I- M,^ -I- M,/, . . . -t- M^/w^  j  c»' = -jjf- G. 

Pour  déterminer  les  constantes  F  i  l  G,  miu  mI  V,,  \\,  V,,...,  V„  -,,  et 

Y,,  Y,.  Y,  Y,,.,,  les  valeurs  de      w,,  «,  et  de 

jWi*  au  commencement  du  mouvement,  lorsque  (  =  o;  suppo- 
sons de  plus,  pour  abréger. 

M,  Y,     M,Y,->-  M.Y, -(-...-t-M^,Y-_.  =  P. 
M.  V.     M.V.H-  M,V,  -H. .  .H-  M^,V_.  =  Q; 
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on  aura  d'alMird 

F  =  Q  +  RP, 

enraite,  posant  (  —  o  dans  la  dernière  équation, 


on  en  tire 


„_aKP  -  y  _aKl*-Q-BP_RP-Q 
»R     ~        aR  »R  * 


Umiic,  eu  divbaul  l'équation  par  c*^',  ou  trouvera  tinalement 

_ RP+Q        RP - Q  _H, _ p c»' +  Q «' 

~     aR    *^  ■*"~lîî~*      ~'        a        "^K        a  ~* 

ce  qui,  à  cause  de  R     :li  a  yjeûn  ^  V    <  t  se  réduitb 

*  ^   '  avesinT — 


=  Pco»| 


soll  qu'on  prenne  dans  R  le  signe  +  ou  le  signe  —,  comme -nous  reiH 
soignent  les  expressions  exponentielles  imaginairee  des  sinus  et  cosinus, 
si  familières  aujourdliiû  aux  Géomètres. 

2;i.  (.1  lie  ('(jualion,  lonh'  simple  <|u'eUe  est,  suffit  iifaiiinoiiis  pnur 
ilétcniiifitT  k's  vahnirs  tics  im  (iiuiiu  s  >■,,  Vj.  Vj,..'.,  tjui  .sont  au  nombre 
de  w  —  I .  Pour  s'en  convaincre,  on  n'a  qu'à  réUécliir  qu'elle  eoniient  le 
nombre  indéterminé  v,  qui  peut  avoir  les  valeurs  1,  3,  3,....  jusqu'à 
m  —  I,  d*oii  il  résultera  autant  d'équations.  Tout  se  réduit  d<me  à  déter> 
miner,  par  le  moyen  de  toutes  ces  équations,  les  valeurs  de  chaque  in> 
connue  qu'elles  contiennent  :  c'est  ce  que  nous  allons  entreprendre. 

Je  commence  par  mettre  an  lieu  des  quantités  M  leurs  valeurs  trou» 

véea  (SU),  et  effiMîMit  le  dénominateur  commun  vat^  qni  a'évanonif 
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naturellement  de  réquatton*  je  pose  pour  plus  de  commod^fé 

P_=  V.sin  —     \,bin  ~-     Y.sin  —  -»-. .  .-i-  Y».iSia*  ■ — > 

*  am  am  am 

Q.=  V,sin  ^  V.sin  i-Vi8in      +...4- V»-iSini  ~r — ♦ 


OÙ  tes  indices  de  P  et  Q  dénoteront  simplement  les  valeurs  particulières 
de  V  qui  leur  appartiennent 
Ainsi  l'équation  générale  ci-deasus  deviendra 

vm  .       .  aMD  .      ,  Sva  ,  (m  —  i)vw 

=  P,CO»falVïsiiij^J  +  1-  J-> 

Soit  encore,  pour  abréger, 

Q_sin  (  a  /  V  <•  sin  ^  ^ 


P»CM 


4'»/ 


aV«'Sin  j — 
^  4"* 


et  positiit  successivement  à  la  place  do  y  tous  le»  nombres  naturels  depuis 
léro  jusqu'k  m  —  i ,  on  aura  les  équations  suivantes 

.    V  .      .  av  .      <  3v  .  I  (<n  — 1)0  _ 

aw  awi  aiw  ain 

am  am  a«  '  am 

.  3w  .      ,  6»  ,      ,  gnr  .  ,  3(/n  — 1)0  . 

am  am    '       am  *  am 

.  (m^i)«  .       .  a(ifi  — 1)0  .  .  (m  — 1)'»  „ 

am  am  am 


dont  le  nombre  sera  m  —  i . 

Il  ftttdrait  h  présent,  selon  les  règles  ordinaires,  subslibier  les  valeurs 
des  inconnues  jk*,,  d*une  équation  dans  les  autres  succesoive» 
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iiifnu  pour  arriver  à  une  qui  ne  contienne  plus  qu'une  seule  fie  ve» 

varitihlcs;  m»is  il  esl  facile  de  voir  qu'en  h'v  pn'tiiint  de  cette  façon  on 
tnmlH'i'aii  dans  des  ealeuls  impraticables  à  eause  du  nombre  indélermino 
d'équations  et  d'iiiconmifs;  il  est  donc  iM'cessaire  d(;  suivre  une  auln» 
roule  :  voici  relie  qui  m'a  paru  la  plus  propre. 

24.  Je  multiplie  d'abord  chacune  de  ces  équations  par  un  des  coefB- 
eienis  indéterminés  D*.  Di,  Du  D«,...'  en  suppossint  qàe  le  premier  D, 
soit  ^gal  à  lî  ensuite  je  les  ajoute*toutes  ensemble  :  j'ai 

r.  FD'  M»  —  +    »»n  —    »»  «n  ~  +  •  •  •  *în  1 

"^1         «m  91»  ai»  am  J 

t,.    .    -Gi           .   ira      IV    .                     iv       .  '{'"—•irai 
V,  siii  H  U,  sin  —  + 1),  sin  +  Dm-,  sin    j 
»m           am            am                         am  J 

+  ri I  Di sin  1-  1),  sin  h  1), sui  D.-, sIn  —  j 

'  |_         im  -xm  am  am  J 

• 

-I-  **■_,  I  D,  sin  ■ — H  D,  sin  —  '—  !>•_,  sin   | 

\^  91»  ai»  •  am     J  ■ 

Qu'on  v<'uille  à  |iiTsi  jit  la  valeur  d'un/queleonque,  par  exemple  de,>y, 
on  fera  évanouir  les  cuelllieients  des  autres/,  et  Ton  obtiendra  l'équation 
simple  . 

V  [d. sin ^ D. Bin î£2 ^. D, sin l^  ^...^ D^. sin 

"L  "W  S"»  "W  5"W  J 

=  D,  S, D,  S, -H  D,  S, . . . D,_,  S—, . 

On  détenninera  ensuite  les  valeurs  des  quantités  Dt,  D,,  D,,...>  qui 
sont  en  nombre  de  m  —  a.  par  les  équations  particulières  qu'on  aura  en 
supposant  égaux  à  léro  les  coefficients  de  tous  les  autres^;  on  aura  par 
Ih  l'équation  générale 

_   .  _   .  2/.SI     n   ,  33is  .  (m  — i)/,Gi 

D.  sin     -t-  Di  sin  Dt  sin      + . . .  -f-  D_,  sin  •  ■ —  =  o, 

am  am  am  am 

I.  •  .  Il 
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laquelle  devra  être  vraie,  quelque  nombre  positif  entier  qu'on  pose  nu 
lieu  de  X,  depuis  o  jusqu'i  m  —  i .  excepté 

25.  Pour  liirr  de  celU'  équation  les  valeurs  des  quantilés  D,  je  re- 
marque d'abord  que  tout  «nus  d*un  angle  uiuliiple  se  réduit  à  une  auile 
de  puissances  entières  et  positives  du  eonnus  de  l'angle  simple*  dont  le 
plus  grand  exposant  est  égal  au  nombre  qui  en  dénote  le  multiple  dimi- 
nué  de  l'unité,  toute  'la  suite  étant  encore  multipliée  par  le  sinus  de 
l'angle  simple.  Donc,  si  Ton  développe  de  cette  façon  tous  les  sinus  des 

angles  multiples  df  ~  et  (lu'on  divise  ensuite  l'équation  par  sin     <  on 


parviendra  à  une  aiilre  e<|u;ilioii,  (|ui  ne  eontii  inli a  ijuc  des  puissauees 
de  (^os^s  et  dont  le  degré  sera  m  —  a;  de  là  il  suit  qu'en  regardant 

ros  ^  comme  l'inconnue  de  cette  équation,  ses  racines  devront  être 

cos — »  cos — >  oos — »•••»  co«^  —  » 

am        am        am  am 

U8 

«excepte  cos  — • 
*^  am 

Par  eonséquent,  toute  Téquation  ne  pourra  être  que  le  produit  conti> 
nuel  des  facteurs 

txa           SI            "im          am  /m 
ces— 1  —  cos  t     cos  cos  y     eOS         -  COS — >•■•» 

am         am  am         7  m  am  am 

}«  { m  —  I  )8 

cos  cosi  * 

am  am 

en  omettant  toutefois  le  facteur  intermédiaire  cos^  — cos^- 

am  am 

Cest  pourquoi,  si  l'on  nomme  L  une  constante  quelconque,  on  aura 

Disin  KDism  Dj^slnî   ,  . 

am            am                          am        .  /      %v  8  \ 

.  =:L{coa  cos—  \ 

am 

/      >8         arav  /'      >8  3ra  \       /      ïm  (m  — 1}8\ 

X  (  COS  COS   eos  COS  —    •  •  •  {  COS  COS^ — ^'  ]' 

\     am         am/  \     am         am/       \     am  am  / 
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Lf  llJt'ort'ine  déjà  cilé  île  M.  Cote»  nous  doiiiu-  1  fqualion 

|p»-  -     =  [p^  -  y'  )  (j,'  -2pq  (OS  -^^^  -t-  ifj  ^1»»  -       (OS      +  7'  ) 

.  3oj  .    ,\      r_.  (m— lira  ,1 

en  n'omi'ttani  aiicim  des  rai  tcuts  intcitiHdiniics:  t)iic  Vou  compare  donc 
ces  (acteurs  avec  ceux  de  roquatiuu  |)(Ti'fdi-iilf,  vu  laisunt 


et  1  un  aura 


^  .  /  ha\' 

1*»  +        +  Ç»  =  I -H  CM— sr  a  ^COS^^jj  j  , 

Xv  /  .    >  tii\ 

d'oîi,  en  extrayant  les  racines,  il  résulte 


el  enfin 


p^g  =  ±Jji  cos — 1 


V» 

)lîî   

sin 


cos  7  sin  —  V  —  I 

 4"'  4*» 


Par  conséquent  on  aura 

I  /         ).BJ    ,     .     ).B»    ,-  \'       I  /  .     >.m  \ 

»'  =  -  I  COS  T  i-sin  - —  v'—  •  I  =  -  (  cos  *-  s">  -    \  —  M' 

'      a\     4"*         4*"        '      ^'  J 

'      a\     4iit         4iw'      /      a\     am         tm^  ) 


II. 
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De  même, 

ha      ,  /.o   

'"=?r*l5;-^"'"lïiïv-')  =  ?  ' 

(.                      ,^     cos—  — ïln— I 
^^'^"im^"'}  =  ?  ' 

sin  —  V  ~  ' 


Toutes  ce»  vftleun»  étant  ainsi  trouvées,  on  divisera  yi""— |tar 


a 


am  \     am  am/ 


laqui-llc  t-xpi-i>Hsion  multipliée  par  L  dcvi  a  élro  egule  au  piouiier  uieillbre 
de  l'équation  (rouvée  dans  cet  article:  donc,  en  ôlant  de  part  et  d'autre  le 

diviseur  coniuiuii  sin  —  «  un  trouvera 


am 


0,  sin  —  +  D,  sln  k  D,  sln  h. . .+ D«_,  sin!  : — 

am  sm  am  am 

.  te 


a— •       te  ûm 

cos  cos-<-- 

am  am 


équation  qui  doit  être  identique. 

Si  donc  on  multiniie  toute  l'équation  ii:n-  cos  —  —  ros^i^f  t"l  (lu'a- 

|)ri'.s  avoir  réduit  li-s  produits  des  .sinus  par  les  cosinus  en  sini[d«*s  sinus, 
on  lasse  la  comparaison  des  ternies,  on  trouvera  les  valeurs  cln-rehtM's 
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ilfN  (ni:iii(ilfs  itidéluriiiinees  D.  Pour  l'aire  Cftti'  opt-riiliuii  plus  aisi  iiiciil, 
(-(iiiiiiieiiçons  par  niuitiplier  la  suili*  «jui  forme  \v  |HriuiL-r  uuMiibrf  lic 

l'équalion  rapportée  par  acosi^;  eu  développant  chaque  produit  parti- 
culier, et  en  ordonnaDt  les  termes,  il  viendra 

Di  sin  —  -t-  (D.  -t-  D,)sin^  -I-  (D«  -i-  D.}siii—     . . 
3ift  sut 

-»-  D«_,  sut  ■  '  H       slu  —  • 

am  a 

Lnsuiie,  si  l'on  multiplie  la  même  série  p;ii  «*i  qu'on  if- 

trancbe  ««  dernier  produit  de  l'autre,  on  parviendra  à  l'équation 

(».  -  al).  C08  ^  )  slQ  II  +  (d.  -  aD.  co.     +  D.  )  sio 

+  Ib,—       eus   D,  sui  h... 

\  am       /  am 

+  I  —  aDa-i  cos   (-  Dm  1  sln  ■  k  Om~,  sut 

\  am  /  am 

On  aura  donc 

1>,  —  aDi  co»  ^  —  o, 
am 

'  D,  —  aD,cos-^^-f-Ut  =  o, 

am 

D,  —  aD,  «o« -^^2 -i- =5  o , 
am 


—  3l>«-i  cos  ■=  1-       ~  o, 

am 


.    y.rn       l.  /m 

-  r    _-  sill  — 


a"^ 


d'ob  l'on  doit  tirer  les  valeurs  des  quantités  D. 
Il  est  visible  au  premier'  aspect  que  les  quantités  D  constituent  une 
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progi-easion  récurrente,  dans  laquelle,  en  commençant  par  le  bas»  il  est 

B.  =  o, 


l)m-t  =  aD». ,  cos ^  —  D«, 


_  _  UI3  _ 

D..-l=  »D_  COS     -  —  Bm-tt 

2/R 


Lt'  ti  rme  gnnéral  de  cette  suite  se  trouvera  comme  ci-dessus  (19; 
exprimé  de  cette  façon 

Dm^=^\a'  -+-  Bfr-, 

OÙ  a  et  6  sont  les  racines  de  réquation  du  second  degré 

**  —  a  j  ces -f- 1 = «. 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  B,  qu'on  pose  a  ^  o  et  m  =  i,  on 
aura 

A-hBso  et   Aa't'hb  =  'k=i 

ce  qui  donne 

B=-A.    A  =  ^^J;_^j, 
et  par  conséquent 

a  —  b 

Or,  si  Ton  substitue  au  lieu  de  a  et  6  les  racines  de  Téquation  proposée, 
il  en  résultera,  par  un  procédé  semblable  à  celui  du  n*  85, 

-  ju     sln  —'— 

—  *  ~  ,h|i^/ 

am 


* 
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d'où 

"  «mis 

et  pusuiil  |)uur  plus  (h;  cniuiuudilé  /n  — /t  =  «, 

,  I  m  —  i  'i'/nr 

,     sm  '  - 

.     on,  ' 

sin  = — 

mais 

si.. t m  sin  tl!^-tJ^\^±.  slplfiî 

ob  le  signe  -+-  doit  être  pris  toutes  les  fois  que  jui  est  un  nombre  impair, 
et  le  signe  —  quand  f&  est  pair;  on  aura  donc  enfin 


,  sin-^ 


9fR 


l't  («'Ile  esi  la  valeur  géneralti  de  D,  il'«Hi  depci.d  la  résolution  des  équa- 
tions du  n*  23. 

2(5.  Ufpifiioiis  iiniintcnaiit  rr'(|iKiti<ni  du  il"  2i,  l't  suhslittianl  dans  son 
M'cuiid  itiunibre  les  valeurs  trouvées  des  quantités  D.on  la  réduira  d'abord  à 

K,r0.8h.   ^     I)  sin  ^-^D,stii^-H...-HD>-.sltl<"-'^"'°  | 

""  .1 

«m 

A  l'égard  du  premier  membre,  on  remarquera  (85)  que 

Oi  sm  —  ■¥•  to,  «n  h  D,  sin  1- . . .  -»-  D».,  sin  — ^— 

%m  am       '      am  a  m 

,  310^5 

L  a 


C08  COS-S— 

am  am 
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Dolu-.  si  Ton  suppose  X  =  ^,  ou  aura 

•Am  ilH  201  2  fit 

L  a 


2'"-'       am  um 

ros  C  cos  — 

2IW  am 


inaici  puisque  ft  est  un  nombre  entier,  on  a  sin     —  o,  dont*  le  dernier 

membn»  dp  Féquation  sp  réduit  li  —,  X  -•  Pour  en  trouver  la  vraie  va- 

'  2"-'  t» 

Iriir,  >in\  sii|ipos<'  >  variable,  <  t  diffcrentiant  à  pari  le  numeraU-ur  et  !«• 
ilt'iioininatpur  de  la  formule  générale  * 

sin  — 

>m  um  ' 

ros  cos  — 

am  aiM 

on  trouvera 

m  cos — 

 a 

—  sin — 
am 

or  ft  étant  un  nombre  entier,  cos^  est  égal  à  dt  i ,  le  signe  supérieur  ré- 
pond Il  jx  pair,  l'inférieur  ii  ft  impair;  on  aura  donc 

D.  sin  ii5  H- D.  sin      +  D.  sin  ^ -h . . . + B^.  sin  f^:^^ 
aiN  am  am  am 


slnJÏ 
am 


el  ainsi  Téquation  précédente  deviendra 

mL  .  L 

■±.  r»  —————  —  3t 


am  am 


L„    .    un         .    f.  «CI     „    .   3  'j-m  ^       .   [fit  —  i  ;  un  1 

am  am  am  am  j 
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d*ob  Ton  tire 

^    jn|.        SIR  am  J 

Voilà  (luiic  quelle  duil  éire  l'expressiun  générale  des  y  <|ui  dt-iiotenl 
Icft  Mtpaces  parcourus  par  chacun  des  corps  dans  un  trnips  quelconque  t. 

27.  Pour  connaittt'  plus  clairemeiil  la  nalun-  de  rcqUfiitiun  trouvée, 
on  y  sulistitut  ni  les  valeurs  des  quantités  S<,  S,.  S,,...  du  n**  23,  ce  qui 
donnera  tinaiement  la  formule 

^.ip,riniii2cos(ar*^«lni2| 

2  _    .   3uBj       /       -  .    3ki  \ 
H —  P,  »in   —  cos  i'it  ve  tmi  -. —  ) 
m         aiR       \  4"*/ 


am 


sin       sii)  I  2  /  V  tf  âiii  -r^  1 
I  awi       V    *  4w/ 


4m 


, ,    .    3  u  n»  .    ,       -  .    5  s  \ 

4m 


les  quautilés  P„  P„  P,,...  et  g,,  g,,  y,,...  dépendeni  de  b  pitîuiièiv 

I.  13 
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situation  des  corps  et  de  leurs  premières  vitesses,  selon  I«k  suppusitions 
dun«22. 

De  celte  expression  dey^  on  tirera  aisément  celle  de  « qui  exprime  la 

vilf,s>r  .ivcf  la(|ii«'lic  r«'S|){U't'  v„  »îsl  paiTOuru;  car  ihiimiik'  ii^  -~      ■  un 

n'aura  qu'à  diffcn  iiiicr  l'tMniation  donnée  en  faisant  /  varinhits  «•!  un 
trouvera  l'expression  suivante  : 

=  — P»8in-,  -  sin —  sin  (a/i«siu  ^ — 

4    *  il     •       'S'     •     ""^'S'    .     /         -    .     ••  BT  \ 

—  ^-=-PjSin  ,  -  sin    -sin  fa/ V'sin  , 
m  MU       T  4"' 


m         4'>*  \  4')*/ 


4V««      .  {'»  — i)ro  .  (m  — i)«fn  .         -  .  («I  — iiB» 

■  2-!^  P^,  sut  7  $111  '     SUI I    1  \  e  •ilil  ' 

at  4"*  ^ai  [, 


4/R 


lQ.,|„£2  oos(.Wisln^) 

—  Q,sin -i— cos  (a/ v*s">7—  1 

■  —  Q»  sIn       ces  (2  /  V  e  si»  1 

m         2m       \    '  4»»/ 


Vf 


CHAPITRE  IV. 
ANAiTSS  an  CAS  ov  ta  aoaakB  «s»  cours  uoutttu  mt  rmi. 

28.  Nous  regarderons  les  quantités  j' comme  des  ordonnées  à  l'axe  AB 
{/Ig.  7  .      est  suppose  divisé  en  un  nunilin»  m  de  parties  égales  à  r:  et 

les  indii-t-s  de  ces  varialilcs  expriiiierniil  li'  i]ii;iutièllie  de  lu  place  ({u'elles 
occupent  sur  V»\e,  eu  cuniplanl  depuis  l'exlréiuilé  A.  Ainsi  le  polygone 
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qa^on  pourra  faire  paner  par  lea  exlrémilés  de  toutes  ces  ordonnées  sera 
la  figun*  lie  la  rorde  tendue  et  chargée  k  chaque  angle  d'un  poîda  M«  et  il 

Fie- 


svr:\  m  iik'iiic  temp.s  le  lien  fîéniiiciriqnf  lU's  excursions  <\i-s  cov^ts  èlasti- 
«|ii)'>  M.  disposes  <luiis  la  uh-iiii'  li^iif  drutU'  AU,  si'loii  i'i>  qu'uli  a  de- 
liiontie  d;iiis  les  (ihiipities  ptetcdeiits. 

Il  e.sl  d'aiiord  evideiil  que  Ui  lorniule  t|ui  donne  la  \idi  iir  de  est 
rompORée  d'une  suite  de  formules  telles  que 


^ —  ros  (a/  lesuiT—  i     B  ^  •  7  _/  , 


sin-rr-  8in  I  al  vesm  I 


\  Mil  ^ —  ros  [il  lesin-T—  |  B 

810  7— 

4m 

que  je  dénoterai  dorénavant  par  A  et  B  sont  des  constante»  qoi  dé- 
pendent du  premier  état  du  système  des  corps,  et  «exprime  un  iioinhre 

quelconque  dans  la  suite  ifalu relie  i,  a,  3  m  —  i;  ainsi,  si  l'on  con- 

Atniit  un  nombre  m —  i  de  polygone»  qui  répondent  tous  à  eette  expres- 
sion générale,  en  y  su[qios:mt  v  siieeessi venient  égal  h  i .  a.  ^  ///      i . 

et  4pi'on  prenne  le  pirinii  r  pour  ;\\r  du  st cnnil,  le  sei  mnl  nniir  ji\e  du 
troisième,  et  ainsi  de  Mille,  le  deiiiirr  qui  sera  Ini  iiit  mu  1(U1>  le>  autres 
ainliendra  les  vraie.s  valeurs  de  loules  les  variables^';  d'oii  l'ou  \i)it  qtu- 
les  mouvements  rectilignes  des  c-urps  qui  parcourent  les  espaees  y,,  >'„ 
^, , ...  pourront  être  censés  composés  d'autant  de  mouTemenls  particuliers 
qu'il  y  a  de  corps  mobiles. 
Examinons  de  plus  près  la  composition  de  ces  mouvements. 

29.  Soit  posé  9u  =  (>.  ou  aura  les  deux  équations 

SOI  I  :•  /  1  c  SIM  -f— 

Siil-"^    =o    et    A  e  us  I  •// if  sm-i—    -»- B   '  _  o, 

TIW  \  JUI  '  . 

soi  > 

17. 
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qui  détermineront  les  point*  oà  chacun  des  polygones  simples  pourra 
couper  son  propre  «xe.'Il  est  visible  que  U  première  aura  lieu  toutes  les 

fois  que  ^  sera  égal  à  zéro  ou  à  un  nombre  entier  quelconqui*:  soit 

donc  k  un  tel  nomlH%,  on  aura 

«u    ,  km 
m  s 

laquelle  valeur  de  /x  satisfera  toujours,  quel  que  aoît  le  temps  t. 
Soitfsi,  on  aura 

fi  ou  A-in  =  o,  m,  am*...; 

d'où  il  s'ensuit  que  le  polygone  n(>  pourra  rencontrer  Taxe  AB  que  dans 
ses  deux  extrémités  A  et  B;  il  sera  donc  tout  aunlessus  ou  an-dessous  de 

lui.  comme  on  voit  ^g.  7,  p.  91. 
Suit  s  =  2,  on  aura 

km  m 

u  ou   — O,  —1  TO,...Î 

a  »! 

le  polygone  coupera  donc  l'axe  au  milieu  C,  et  il  aura  par  conséquent 
une  moitié  au-dessus  et  l'autre  au*deaaou8,  comme  dans  la  Jîg.  8. 


ng.s. 


Soit  f  =  3,  on  aura 


km         m  im 
fi  OU  ^  =0,  y,  -^t  w,.... 


et  le  polygone  rencontrera  l'axe  deux  fois  et  le  divisera  en  trois  parties 
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égales;  il  aura  donc  une  figure  semblable  It  celle  <|tt*on  voit  fig,  9.  et 


Fi|.9. 


ainsi  de  suite.  D'oil  l'on  conclura  que  les  pul  vgunes  auront  toujoun» 
autant  de  ventres  d'égale  longueur  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  s. 

30.  Présmitenient.  «  l'on  s'attache  à  la  seconde  équation,  on  trouvera 
en  la  réduisant  . 


Posons,  pour  abréger. 


A^T— 

   —  A, 


un  en  tirera 

,  «v         .  _     ^    .  arcsinZ 
if  ^tfsln*— =arc8inZ   el   #=  » 

équation  qui  pourra  être  vraie  quel  que  soit  le  nombre  fi,  parce  qu'il  n'y 
entre  point;  d'où  il  suit  que  les  polygones  ne  peuvent  jamais  l  ouper 
leurs  axes  en  d'autres  points  que  dans  ceux  que  nous  avons  cléierminte 

fi-dessus,  à  moins  qu'ils  \w  s<'  coiifondt'nt  tMilièreniPUt  avor  les  axe» 
rurnics,  ci'  (iiii  ittrivera  toutes  les  f(»is  (|ue  /  niini  la  valeur  assign«''e.  Or, 
euinine  il  v  .\  nue  mfiiiilé  d'arcs  qui  n'|)nii<l('iil  tous  aux  inéiiies  sinus,  la 
quantité  /  [xiurra  aussi  recevoir  une  inlinitr  df  \,il('urs.  Pour  les  trouver, 
soient^  le  moindre  are  qui  répond  au  siuusZ,  et  k  un  nombre  quelconque 
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entier,  on  aura  généralemenl 

,       ,                           (ik -h  1)^-9 
t:^  ■  ouencorp    is=  ; 

il  ifsuitt'  «lonc  (U-  celte  Inniuile  (ju'aprt'S  (|iie  le  (HiU^mif  se  sera  pdui  la 
|in'init>ie  tVtis  étendu  en  ligne  droite,  il  i-etuuniera  ilaii.s  i  et  état  à  ('hai|iie 

intervalle  de  temps  exprimé  par  — — «  qu'on  devra  par  fonaéquent 

y\r  sin  -, — 

i'e<îanler  loniitie  le  )eiii|i>  d'iiiie  oscillatiini  l'iilii-re.  «l'oii  rmi  v<»il  i|tie 
ees  lem|),s.  loiites  (•liitM'>  <i';iilleiirs  égales,  seront  en  raison  inverse  de 

tiin  ^-^  ;  doue  le  temps  d'une  vibration  pour  la  première  ligure  sera  à 

relui  de  la  serumle,  de  la  troinème....*  romme  sin^  est  à  sin-r^* 

romme  sin  7^  est  à  sin 

4m  4'H 

31.  Les  lois  des  mouvements  de  chacun  des  polygones  simples  nous 
feront  aisément  connaître  par  leur  combinaison  ceux  du  polvgone  com- 
posé. Nous  venons  de  voir  que  le  premier  polygone  qui  a  pour  axe  la 
droite  AB  n'a  qu'un  seul  ventre,  et  que  ses  vibrations  s'achèvent  dans  un 

temps  proportionnel  à  — - — ;  que  le  second,  qui  a  pour  axe  celui-ci. 

4  m 

contient  deux  ventres,  et  qu'il  emploie  dans  chaque  vibration  un  temps 

proportionnel  h     '    -.et  ainsi  de  suite.  Il  s'ensuit  de  Ik  que.  pni.si|ne 
«m 

ces  temps  sont  presque  toujours  incommensurables  entre  eux,  il  arrivera 
très-rarement  que  le  polygone  composé  s'étende  tout  en  ligne  droite: 
c'est  pourquoi  ses  vibrations  paraîtront  tout  It  Tait  irrégniii'rcs.  quoi> 
qu'elles  soient  composées  d'un  n(»mbre  de  vibrations  simples.  ré|(ulièrei» 
et  isochrones  en  elles-mêmes. 


32.  (iftle  théorie  générale,  que  nons  avons  inunedialenieni  (leduile 
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lie  nos  fonnules,  appliquée  aux  mouvemenls  des  corde»  vibrantes,  est  ta 
même  que  M.  OaDÎel  Bernoulli  a  inventée  sur  ce  sujet,  comme  uu  Ta 
exposé  dans  le  Chapitre  II;  si  donc  ce  grand  homme  a  nu  croirv  qu*uiiv 

soliMion  piireiiuMit  :in;)1yii4]ue  était  en  elle^éme  incapiihlc  df  faire  run- 
iiaitri*  la  vëritiible  uatui'e  de  ces  mouvements,  rcs  rtM  licicln  s  |)iiiitriiiil 
inivrir  11110  rnulv  nouvcll»'  pour  fHii'e  des  appliiMlirns  Af  i  iilcul  a  di •^ 
sujets  n'en  paraissaient  pas  siisceptihles,  el  servir  a  perl'ei  liniiiiri 
l'Aiialvse.  Ail  reste,  mi  ne  pcnl  Imp  esliuier  la  sajçaeite  i  |  la  peiieli almii 
<le  ee  i  elelne  (jeitmetre,  (jui.  par  un  pur  examen  syullieliiiue  de  la  (|ues- 
tiun  pruposée,  est  parvenu  à  réduire  k  des  luis  simples  el  générales  de^ 
mouvements  qui  semhlent  s*y  refuser  par  leur  nature. 

33.  Avant  que  d'ahandonner  eelle  madère,  examinons  eneore  les  cas 
où  les  vilirations  eumposees  peuvent  devenir  simples  et  ré^ulii'res. 

Il  est  visible  que  eeei  arrixtra  tiuites  les  lois  ipie  visera  e^al  i» 
savoir  quand  tous  les  ternies  evpnines  généralement  par      se  reduirunl 
à  un  seul  quel  qu'il  soit.  Soi!  s  le  quantième  du  ternie  restant,  on 
aura (27) 

Qjsln^^sln  (a/ vësin  4^  \ 

alV'Sini— I  -I  =  i  J — 

4"»/     mye  j,|„JÎÎÏ 

4jr 

ensuite  il  faudra  que 

P,=o,  P,  =  o,  P»=:o....,  P,>.  =  o, 

exceplé    s  o;  et  de  même 

Q,  —o,  y,  =  o,  y,  :=.>,... ,        —  o, 

exeeplë  —  o;  d'où  l'cui  tirera  les  eonditions  requises  dans  le  premier 
étal  du  système,  attn  que  les  vibrations  des  corps  suivent  les  lois  propti- 
sées.  On  aura  donc  ces  deux  équations  : 

l ,  sm  —  -t-  1 ,  sni  1-  \ ,  sm        -+-...+  1 sni  ^  — —  o. 


M  RECHERCBES  SUR  LA  NATURE 

qui  devront  se  vérifier, quelque  nombre  qu'on  pose  au  lieu  de  «.depuis  r 

jiisijn'à  m  —  I,  excité*. 

Que  l'on  compare  maintenant  cette  ('<|uyiH n  (  <  <  II.  du  n"  24,  il  est 
évuleiil  qu'en  siibslitiumt  au  lieu  de  À.  et  .v  .ui  lu  u  de  a,  les  quantités 
Y  el  V  seront  (It  lemnni  es  de  la  même  manière  que  le»  quantités  D;  c'est 
|)uiirquui  l'un  trouvera  généralement 

,    sin  —  -    sin — 

V.==±-t.  -et  V,^±-tL_l'?, 

•        9"~-       sm  *        a^'  .  sm 

sin  —  sm  — 

am  sm 

où  L  «t  L|  sont  deux  constantes  arbitraires»  qu'on  pourra  déterminer  par 
la  valeur  de  deux  termes  quelconques  de  la  suite  des  Y  et  des  V.  Suppo- 
sant  donc  que  les  deux  premières  quantités  Y  et  V  soient  données,  on 
aura 


_L.— V    M  JlL—V 


d'où  Ton  lire  eutin 


.  vira  .  v«cr 

sin —  sin— ^ 

Y  =±Y — ~t    V,  =  ±V — — 


le  sijiue  supérieur  rép(»nd  a  ^  impair,  et  l'iuterietir  à  s  [lair. 

Icllfs  sont  les  valeurs  qu'il  faudra  doiMii  i  d  alMinl  aux  vitesses  cl  aux 
éloigneiiients  des  corps,  atiii  que  le  système  souiïre  des  vibrations  sim- 
ples et  régulières,  suivant  les  lois  de  l'espèce  i"^  qui  eontSent  g  ventres, 
et  dont  le  temps  d'une  oscillation  entière  est  toujours  exprimé  par 


.^•sin^ 

On  peut  prendre  dans  ces  formules  le  nombre  t  égal  k  i ,  a,  3.  ...,/;>-  i . 
.  d*o(i  il  s'ensuit  qu'on  peut  donner  à  tout  lè  système  autant  d'arrange- 
ments différents,  qui  néanmoins  seront  tons  propres  h  produire  tant  le 
synchronisme  que  l'isochronisme  des  corps. 
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Ce  |ii-ublcinc  a  été  déjà  ivsolu  par  qu<-l([ues  Géomètres tiaii»  le  ras  d'un 
Bomlm  de  corps  déterminé,  mais  la  roule  qu'ils  ont  prise  les  a  toujours 
conduits  à  des  équations  d*an  degré  égal  au  nombre  des  corps  mobiles, 
dont  il  fallait  par  conséqueni  chercher  les  racines  dans  chaque  cas  par^ 
ticulier;  je  ne  crois  pas  qu'on  ait  jamais  donné  pour  cela  une  formule 
générale,  telle  que  nous  venons  de  la  trouver. 


CHAPITRE  V. 

A!IAL«SC  DP  CA*  OO  I.B  MOIISKI  DBS  COBM  IIOBII.B»  EST  mritll. 

34.  La  théorie  du  mélange  des  vibrations  simples  et  régulières  que 
nous  venons  d'établir  découle  de  la  forme  même  des  équations  trouvées. 
Or  cette  forme  subsistera  toujours,  tandis  que  le  nombre  des  corps  mo- 
biles sera  fini,  savoir,  quand  m  sera  un  nombre  fini;  mais  sera-t-il  aussi 

vrai  que  la  supposition  de  m  infini  ne  défigui-e  pas,  pour  ainsi  dire, 
l'équation,  et  n'en  altère  pas  entièrement  la  forme?  C'est  re  que  nous 
allons  examiner  d»m  re  Chapitre. 

il  est  évident  qu'en  faisant  m  b  «o  ,  les  auffles       -v^*  t^*  '  '  '  devien- 
'  "     4"*  4"*  4"' 

dront  infiniment  petits,  et  que  leurs  sinus  ne  différeront  pas  des  arcs  qui 
leur  appartiennent;  ainsi  on  aura 

41N    4'**    ,  4™    4"'        4^"  4^" 
donr  la  formule  qui  donne  la  valeur  de     se  changera  en  celle-ci 

r„  =  —  P«  sin      cos  — — 

+  —  PiSIII    <«S  5— 

m  ■>.!»  i.m 

-I —  PiSin      cos  *- 

m         am  am 

-I-  

igy^         am  aiN 
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On  aura  d«  même  dam  ce  chji 


=      —     r,  Mil  siii  - 

'  ru'  -tiin  f.ni 

 V-  PtBln-^  Ml»  — 

SoiV  ,.    ,   3ara  ,  3<o/v« 

—  — î—  p.sin  -= —  sln  — 

m*  am  am 


•>  .  V15Î  et  /  \  e 
H  O,  SIM  —  ros  — 

a       .   2UO       2(3/  i  e 

H —  Qtsm      co«  î— 

m         am  am 

a  A  .  3mb  3mtJe 

-»-  — Q.8in-£-^cos  

m         am  am 


35.  Si)iniit  intînirm-iit  petites  les  masses  M  des  emps,  f»  .sort»'  que 

8 

leur  aomroe  soit  lime  cl  égale  à  S»  on  aura  m  s  de  pluK.  si  a  exprime 
la  longueur  de  Taxe  AB.  on  aura  encore  m  =  d'où 

(loi)c  la  (|iiaiitit('  e,  qui  est  égale  à  (1^>»  deviendra  égale  à  -y^'?^' 
et  par  conséqueul 

m     TMm  V  "  «  * 
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ou  bifin.  puisqut'  Mm  ~  S.  il  sera 

I       'F.  A 
«  V 

qui  pM  line  quantitc  finie  et  toute  «onnue  qu'on  supposera,  pour  abréger, 

...  H 
égale  a  ijî- 

36.  Supposons  que  le  r:i|)|)(>rt  dts  iiuuiIiit.s  rn  cl  a  soil  it 
X exprimera  l'abacisse  dan»  l'axe  AB  à  laquelle  répondra  l'ordonnée  y^» 
de  même  que  la  vitewie  «.  ;  on  aura  donc  "  —  -  .  fi  faiaant  de  plus  dx 

^  f  ni       a  • 

roustauti-  ot  égale  à  /-,  t>n  aura  ^  =  m;  toutes  ces  valeurs  substituées 
dans  iea  fonnulea  ci-deaaua.  on  obtiendra  généraleroeni 

7</.r  „    .    -»«i.r  ?inH/ 

H  r,  siii  —  -  ros  - — „.- 

a  aa  »T 

•+  r  MM         (  (>>  ., 


-1-  ^  „  •  Q,  sin  —  sin 

mUf 
aX 

4Tt/.i  ,.    .   ?mx  . 

"  ,|- 

•4-  î— ,,-  Q,siii  SI 

et  de  même 

«.  =  --^P.sln-sin^ 
aT  »«  ai 

i3. 
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 —  •  SI»          sin  — ïjT— 

«1  9(1  2  1 


idar       .    m.i  GiHl 

-I  Q,«ln  cos — wr- 

a«/jr^  .  3«;r  3vHl 

H  Q,»in  OOS  — a— 

41   ^       aa  aT 


37.  Présentement  il  faut  substituer  dans  ces  formules  les  expressions 

des  quantités  P,,  Pl. P|,....  Q,.  Q..Qu  rm'i.en  ordonnant  les  termes 

par  les  quantités  rojinuvs  V,,  Y„  Y  V,,  V,,  V,,...,  on  trouvera 

autaoi  «le  suites  infinies,  dunt  chacune  sera  multipliée  par  une  de  ees 

quantiti's. 

Suit—  la  raison  générale  des  indices  des  Y  et  des  V  au  nombre  m, 
X  dénoiera  la  partie  de  Taxe  qui  leur  est  correspondante  dans  le  premier 
état  du  système;  donc,  si  l'on  emploie  le  signe  intégral  J  pour  exprimer 
la  somme  de  toutes  ces  suites,  on  aura 


t-=  -  1  dx\  Ism  —  sin  — cos — =-  +  sin 
'     uj         \    .  aa       24  aT 


 sin    OOS  ■  —i=r- 

■}.a          la  3.  r 

■  Sin          SU)  cos 


2  <l     "         2  rt  2  i" 

4T  .    Tn\   .  rsx  ,  vH/      i    .   ftnS   .  trsx   .  aiiUl 

-I-  -Tï—  i  dx\  Uin  — sm —  sin— iB--t--siu  sin  sin — =r- 

mVLaJ        \      aa      aa       aT      a       aa        aa  al 

4-  s  sin  sln  sin  — =—  ■ 

3       aa        aa  aT 

et  de  même  pour  « 


vn  I  ,      I  .      \  .  m-r  .  tant         .   a©  \  .   "n  i  ?Kfn 

«  =  =T  I  ax\  iain —  sin  —  sin— =-  +  asin  sm  sin  -  ... 

aTJ       \     aa      aa      aT  aa       ■»«  I 

3  rin  sin  sln  — =r  | 

aa        aa         7.1  / 

-*-  -  i  oxV  Isin  sin  — cos — =-  -♦-  sui   sm   ros — =- 

aj         \     ao       aa       aT  -xi         m/  aT 

+  stn  •'-^sln  cos — ss-  +...|» 

aa        ao;        »T  / 
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où  il  l'st  à  remarquer  que  les  intégrations  doivent  se  faire  en  supposant 
X,  Y  et  V  variables,  et  I  et  or  constantes. 


38.  Si  OD  réfléchit  maintenant  sur  ces  formules,  on  s'apercevra  que 
•  la  première  partie  de  l'expression  de  y  et  la  seconde  partie  de  Texpre»- 

âon  de  II,  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  rapport  aux  quantités  Y 
et  V»  seront  sommables  au  moyen  de  la  formule  trouvée  (25).  Qu'on 
suppose  donc,  pour  simplifier  le  eal<  iil.  que  les  (|uanlilés  V  s'évanouis- 
st'iil  (l;uis  la  formule  de  y.  et  les  quantités  Y  dans  cellf  de  «,  ce  <(ui 
réduit  le  probliMUc  aux  seuls  cas  considères  jusqu'il  itresent  dans  les 
cordes  viltraiites;  e(  on  piuina  se  ctuitenter  «le  faire  le  i  airui  (xuir  la 
valeur  de  v,  puisque,  eu  changeant  simplement  les  Y  en  Y,  on  obtiendra 

tout  de  suite  celle  de  u.  Je  ramène  d'atMird  l'expression  t^i»^  cos^^ 

à  celle-ci 


shi 


■(f-T)--'-(f-T) 


et  en  opérant  de  la  même  manière  sur  toutes  les  autres  je  chan^  ia 
formule  eu 

r=  -  l  ax\  [  sui  ■ —  sui  -  1  — t-      J  -t-sui  sm  —  ( — i-  ] 

H-  i  fdxY  [ria      sin  ?  (  f  -  ^  )  ^.  alnîS^S  »|„  Î2  (î  _ 
aJ         |_      a«      a  \a      T  /  aa        a  \a       I  / 


.  3bj\  ,  3m  I X  II/) 

-«-sm  sln> 

aa 


Or,  si  Ton  met  dans  la  formule  du  n"  25.  au  lieu  des  quantités  D.  leurs 

valeurs  ±.  —,  — — »  et  qu'on  multiplie  tout  par  a*~'  sin  on 
sin  *"* 


m  '  RECHEftCBES  SUR  LA  NATURE 

tniuvp  généralement 

sin  -s—  sin  h  sln-^  sin  1-  sin  sin  —  +. . . 

«m      201         am      sm  am  am 

(/M  — i)uKF  .  (m  — 

-f-sin^  ' — sin   • 

am  am 

Slll  ----  -  Slll 


3       fja  um 

ros    oos --^ 

am  am 


où  le  signe  +  a  lieu  lorh(|iu-  /j.  est  i(u|>air«  et  le  signe  -~  lors4|u*il  e»! 
pair;  donc,  m  For  pose 


il  en  réitultera 


£.=— .     et     —  =:-=t=» 

ma         m    a  T 

,  ,    .    Bt\    .    M5 1  niJ-  HlHA 

/    rtx  1  Slll        Slll  1  I 

il  an        :>  \  rt  I  / 

»«   f  é  /x      U  /  r  bjX 

»/  a  \«      T  /  a« 

/    </x\  Slll          slll  -  ) 

I     i  aa       a \  a  I  ^ 

«al  ro/*      H/i  nV' 

I         cos  -  i  -sr  1  —  <  t>s  

^  a  \«       T  y  aa 

Or,  puisque /n  est  iiitiiii.  m  ±:  -^j  sera  toujours  un  nombre  entier 
quels  que  soient  «  et  <;  donc  on  aura 


et  par  conséquent  les  termes  qui  constituent  les  intégrales  exprimées 

par  j  s'évanouiront  en  général.  Il  y  a  pourtant  un  cas  particulier  h 

X        Ht  *  Jtr  U< 

excepter»  c'est  eelui  oii  -         dans  la  première  intégrale,  et  -  —  -«|r 

«lans  la  seconde,  deviennenl  égaux  à  7S±.—^  s  dénotant  un  nombre 
quelconque  entier  posilii  ou  négatif;  car  dans  ces  ea«  tes  dénoniinaleur» 
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co8S(^  -»-     )    coâ2Ï  et  cos       ^  ~  )  -  cos^  deviennent 

égaux  il  xéro.  et  les  termes  se  trouvent  exprimés  par  ^-  Pour  en  déter- 
miner les  vraies  valeurs  on  prendra  la  différentielle  des  numérateurs  et 

r  lli 

n  ^  T 


des  dénominateurs,  en  considérant  '  +  '1/  dans  la  premii*n*  formule. 


et  ^  —  !^  dans  la  steconde,  |)uur  les  seules  variables;  un  uiellra  ensuite 
à  leur  pldee  la  quantité  as  ■±.  ^\  on  trouvera  donc  en  premier  lieu 


 ao       a  \ aa  i 

cos  —  I  -  +  -=T-   —  cos  — - 
a  \a      1  y  'yu 


) 


m 

aa 


afl     g  y       ■  ^ 

sin—  iis±:  —\ 
a  V  a} 


Mais  puisque       est  un  nombre  infini  égal  à  |x,  on  a 


l«  signe  supérieur  répondant  à  fi  impair,  et  l'inférieur  k  fi  pair;  on  a  de 
plus 

sin^ /a«:t4l  »±siti^> 
a  \       «  /  ad 

dune  l'expressiui)  précédente  se  réduit  à 

.  mdxY 
zc  — — » 
ad 

ou  bien,  puisque  a  =  mâx^  elle  devient 

a 

où  Y  est  Tordonnée  qui  répond  à  Tabscisse  X.  savoir,  h  TabsciRse 


m  R£CU£H4;U£S  SUR  LA  NATUHE 

égale  à  ::h  ^«  -1-  —  aM^  dans  le  premier  état  do  système;  d*oIi  l'on 
voit  qne  celte  ordonnée  doit  toujours  être  prise  avec  le  même  signe  «{ue 
toute  la  quantité  x  +       ^  2sa.  Que  l'on  dénulc  cette  urdunnce  par 

et  ijue  l'un  dénote  de  même  par 

relie  qui  repond  h  r;d>s<isse  :±.  ( x  :y  ^sa^  et  qu*on  hsae  sur 

la  .seconde  partie  de  l'expression  df  y  des  opt»ratif>ns  sem- 

blable» à  celles  qu'on  a  pratiquées  sur  la  première,  uu  trouvera  entiu 

39.  Soient  5,  p.  6i)  ÂB  l'axe,  et  AeB  la  courbe  qui  représente  le 
premier  état  du  système  dans  le  cas  ob  le  nombre  des  corps  mobiles  est 
infini,  on  trouvera  la  figure  de  cette  courbe  pour  un  temps  quelconque  f, 
en  prenant,  h  iiii<-  iIim  i^^'  quelconque  t,  la  quantité  égale  à  la  moitié 
de  la  somme  des  appliquées  qui  répondent  aux  abscisses 

.  /     ,  «H/          V           .  /       «H/  V 
±l*-4--^;  ei    ^  1   sj:  2#aj 

dans  cette  première  eourUe  donnée.  A  l'éganl  des  signes  ambigus  et  du 
nombre  indéterminé  s,  on  remarquera  que,  puisque  l'uxe  AU  est  d'une 
longueur  donnée  a,  il  faut  que  les  abscisses  qu'on  y  'doit  prendre  ne 
surpassent  pas  la  quantité  a«  et  de  plus  qu'elles  soient  toujours  positives, 
et  ces  conditions  suffiront  pour  déterminer  tout  è  fait  chacune  des 
abscisses  en  question. 
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Si  X  ■+■  moindre  que  a,  un  supposera  s  =  o,et  l'on  prendra  le 

signe  +.  et  l'ordonnée  sera  poûlive. 
Si  œ    -=-  est  plus  gnnd  que  a  mais  moindre  que  aa,  on  fer»     i  et 

l'im  picmlra  le  sigiit-  — ;  on  aura  donc  l'abscisse  égale  à  a«— ^jr-h  "Y-j' 
et  l'ordonnci'  devra  être  prise  négative. 

0II  / 

Si  X  +  -j-  devient  plus  grand  que  aa  mais  moindre  que  3a,  on  fera 
*  =  t  et  l'on  prendra  le  rigne  -4-  :  l'abscisse  sera  donc  dans  ce  tas 

•r  -H        —  aa,  et  l'ordunnee  dt-vra  êlre  de  nouveau  positive. 

Si  or  -I-  se  trouve  plus  grand  que  3a  mais  moindre  que  ^a,  on 
fera  «=a,  et  Ton  prendra  le  signe  —  ;  ainsi  Pabscisse  deviendra 

\a  —  (  r     ^■-)'>     l'ordonnée  rorrespondaiile  devra  «Hre  prise  néga- 
tivement, et  ainsi  de  suite. 
Par  un  raisonnement  semblable,  on  trouvera  que  lonque  <r  — 

est  positif,  on  doit  fiiîra  1  s  o,  et  qu'il  font  emplojer  le  signe  -1-,  ce  qui 
donne  l'ordonnée  pontive. 

Si  «-^devient négatif  mais  moindre  que  a,  on  supposera  s^o 

et  l'on  prandra  le  signe  —  ;  on  aura  ainsi  l'abscisse  positive  —  ^«  —  j  * 
et  l'ordonnée  devra  être  prise  négativement. 

Si  x  Y-  ^^nt  négatif  est  encore  plus  grand  que  aa  mais  moindre 

que  ia,  on  fera  dans  vv  cas  i  =  —  1.  et  Ton  prendra  le  signe  —  ;  ainsi 
l'on  obtiendra  l'abs^sse  pontive  —(œ  —  ^y^^  —  aa,  et  l'ordonnée 
*  devra  ètra  prise  négativement. 

Si  «  Y-  <l«vient  plus  grand  que  3a  mais  moindre  que  4«>  on 

continuera  ik  faire  «  =  —  a,  et  l'on  [irendra  ^it^  nouveau  le  signe  +,  ce 
I.  t4 
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qui  donnera  l'abst  isse  positive  f\a  -k-  x  —         et  l'ordonnée  devra  être 

en('r)iT  positive,  cl  aiii'^i  ih'  suite. 

On  voit  assez  par  tous  i  t  s  «  as  partit  ulit'rs  (|ui*  nous  venons  de  déve- 
lopper, que,  quelle  que  soil  la  longueur  de  l'ahsi  isse,  il  sera  toujours 
pomble  de  U  réduire  en  sorte  qu'elle  ne  surpasse  plus  l'axe  donné  AB. 
On  pourra  nroplifier  encore  cette  réduction,  en  supposant  que  les  ab- 
•  acittes  données  eoienl  repliées,  pour  ainsi  dire,  sur  l'axe,  une  ou  plu- 
sieurs fois,  selon  qu'elles  se  trouvent  plus  ou  moins  excédantes,  et  les 
ordonnées  devront  ensuite  être  prises  alternativement  positives  et  néga- 
tives selon  les  lois  ci-dessus  établies.  Mais  si  Ton  veut  avoir  une  con- 
striKiion  tout  il  fait  simple  et  générale,  on  pourra  la  déduire  aisément 
de  la  manière  suivante.  Ayant  tracé  la  courbe  initiale  ANB  {fig.  lo), 


Flg.  loi. 


qu'on  répète  sa  description  de  part  et  d'autre  ii  l'infini,  en  la  posant 
alternalivemenl  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe,  de  sorte  que  les  mêmes 
l)r;ui<'ln's  snii-nt  liées  entre  elles  par  les  mêmes  extrémités.  Considérant 
la  courbe  intisi  eiip  tidree  eomme  une  eourln-  unique  et  continue,  <ui 
prendra  dans  l'axe  AH  qui  s'elcud  à  i'intini  de  part  el  d'autre  toutes  les 
abscisses  (|u'un  voudra,  sans  s'embarrasser  qu'elles  soient  négatives  ou 
plus  grandes  que  a;  ainsi  la  demi-somme  des  ordonnées  qui  se  trouve- 
ront répondre  aux  abscisses  x  -h        et  a;  —       »  quelle  que  soil  la 

valeur  de  ^  et  de  /,  donnera  toujours  la  vraie  ordonnée  qui  convient  i 
l'abscisse  x  après  le  temps  /. 

40.  Nous  avons  supposé  (35 } 
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Or,  dans  le  cas  de  la  eorde  TÎbrante,  B  exprime  le  poids  qui  tend  la 
conle,  a  ta  longueur»  et  S  son  poids  total  (9  et  95);  on  aura  donc  (18) 


et  par  conséquent 

et  les  ordonnées  dont  on  doit  prendre  la  demi-somme  répondront  aux 

abscisses  x  +  /  ye  et  —  /  yc.  Nous  aurons  donc  par  ce  moyen  la  con- 
structiun  de  la  figure  que  fonnc  une  rnrdc  ii  iidiic  pour  un  temps  quel- 
conque /,  en  cas  qu'elle  ait  été  d'abord  fonce  de  prendre  une  figure 
quelconque  donnée  et  qu'ensuite  on  l'ait  relàvlu'e  t(»ut  à  cuup.  et  cette 
construction  est  évidemment  la  uiénie  que  M.  Euler  a  inventée  sur  la 
même  hypothèse. 

Voilb  donc  la  théorie  de  ce  grand  Géomètre  mise  hors  de  toute  atteinte 
et  étahlie  sur  des  principes  directs  et  lumineux,  qui  ne  tiennent  en  au- 
cune fofon  ^  la  loi  de  continuité  que  demande  M.  d'Alembertî  voilii 
encore  comment  il  peut  se  foire  que  la  même  formule  qui  a  servi  pour 

appuyer  et  démontrer  la  théorie  de  M.  BernouUi  sur  le  mélange  des 
vibrations  isochrones,  lorsque  le  nombre  des  corps  mobiles  était  iioi, 
nous  en  dév(»i!e  riiisuffisance  dans  le  cas  où  le  nombre  de  ces  corps 
devient  intini.  En  effet  le  i  !i;nifr''meiil  que  subit  la  formule,  en  pa.s.siinl 
d'un  cîis  dans  l'autre,  est  tri  ijiit'  les  mouvements  simples  cuiitpd- 
saieiit  les  mouvements  iihsnlus  île  tout  le  système  s'anéantissent  pour  l.< 
plupart,  el  que  ceux  qui  restent  se  deligurent  et  s'allèrent  de  façon 
qu'ils  deviennent  absolument  méconnaissables.  H  est  vraimmt  Acheux 
qu'une  théorie  aussi  ingénieuse,  et  qui  aurait  pu  sans  doute  jeter  de 
grandes  lumières  sur  des  matières  également  obscures  et  importantes, 
se  trouve  démentie  dans  le  cas  principal,  qui  est  celui  auquel  se  rapport 
tent  tous  les  petits  mouvements  réciproques  qui  ont  lien  dans  la  nature. 

41.  Si  l'on  veut  que  la  corde  soil  étendue  en  ligne  droite  au  commen- 
cernent  de  sou  mouvement,  et  que  tous  ses  points  reçoivent  en  cet  étal 

•4. 
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des  vitesses  ({ucU  onqucs,  ou  su|>post>ra  que  les  ordonnées  h  U  courbe  oe 
représentent  plus  les  premiers  éloignemenls  de  points  de  h  corde  de 
Taxe,  mais  les  vitesses  des  mêmes  points  au  premier  iiwtant:  et  les 
courbes  qu'on  trouvera  pour  les  instants  suivants  donneront  de  la  même 
manière  leurs  vitesses  suivantes  (38). 


CHAPITRE  VI. 

HKfLEXIUNS  SlIH  LE»  i:ALCIIL»  PHÉceUti>TS. 

42.  La  méthode  que  j'ai  employée  dans  le  Chapitre  III  est  k  la  vérité 
un  peu  longue  et  fort  compliquée;  cependant  elle  est,  si  je  ne  me 
trompe.  Tunique  qui  puisse  conduire  à  une  solution  directe  et  générale, 
telle  que  nous  nous  sommes  proposé. 

Quoique  l'intégration  des  é(|u;itiiins  ditTérentielles  s'aehèvc  fort  aisé- 
ment par  l'ingénieuse  métliodc  <lé  M.  d'Alenibert.  cependant  il  est  clair 
qu'on  est  eneore  apri's  i  rhi  ht  aueonp  éloi};né  du  but  prineipal,  car  il 
s'agit  de  plus  de  tirer  d'un  nniidui-  iiidi  tini  d'ctiiialioiis  aiilaiil  d'iriron- 
nues.  et  de  les  cxprinu  r  luiilrs  par  une  iiieiiic  rnrniule  générale,  l  a  dil'li- 
eulle  de  celle  o|H>raliun  n'a  pas  sans  duule  échappé  au  savant  Gei»uielre 
dont  nous  venons  de  faire  mention,  car  ayant  proposé  k  résoudre  le  pro- 
blême  des  mouvements  des  cordes  vibrantes,  en  les  regardant  comme 
des  fils  extensibles  chaînés  de  plusieurs  petits  poids,  il  s*est  contenté  de 
dire  qu'on  aurait  toujours  pu  trouver  leurs  vibrations  à  peu  près  {voyez 
le  n"  ii  de  son  Mémoire  cité  ciwiessiis  . 

Il  serait  à  souhaiter  (|ue  l'analyse  qui  a  réussi  dans  ce  cas  put  égale- 
ment s'appTupier  à  tous  les  autres  qui  dépetident  de  la  résolution  d'un 
nombre  indéfini  d'e(pialioiis  ditït  rentielles  l<»ules  semblables  entre  elh-s, 
el  où  les  changeantes  n<'  nntntenl  qu'à  la  preniii-re  dimension,  pnisfpi'il 
est  facile  de  demonlrer  que  tous  les  petits  mouvements  réciproques  qui 
peuvent  avoir  lieu  dans  un  système  quelconque  de  corps  semblables,  qui 
agissent  les  uns  sur  les  autres  tous  d'une  même  manière,  sont  nécessai- 
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reoient  conlenus  dans  de  telles  équations.  Nous  serions  par  lè  en  état  de 
suivre  les  actimw  de  la  nature  de  beaucoup  plus  près  qu'on  n'a  osé  le 
faire  jusqu'à  présent. 

J'ai  déjà  tenté  une  solution  générale  du  problkme  des  vibrations  des 
cordes  élastiques  et  des  chaînes  pesantes;  mais  étant  maintenant  fort 
pressé  sur  l'impression  de  (-«'ti<'  pièce,  et 'aérant  d'ailleurs  quelques 
autn's  occupations  indispcnsiihles,  je  ne  puis  pas  pousser  nssez  loin  ces 
ivrhcrclies;  c'est  pourquoi  je  me  réserve  k  traiter  ce  sujet  dans  une  autre 
occasion. 

Au  rcslc,  si  on  suppose  dans  notre  cas  que  les  corps  se  nieiivcut  dans 
un  milieu,  dont  la  résistance  soit  proportionnelle  à  tu  -i-  a,  £  et  a  déno- 
tant des  constantes  quelconques,  la  double  intégration  des  équations 
différentielles  réussira  de  même;  et  si  Ice  quantités  e  et  a  sont  assez 
petites  par  rapport  k  la  quantité  e»  on  pourra  encore  achever  le  calcul 
par  un  procédé  seinblable  à  celui  que  nous  avons  exposé  plus  haut.  Cette 
analyse  pourrait  être  à  la  vérité  de  (pielque  utilité  dans  la  recherche  de 
la  diminution  du  son,  mais  ce  serait  s'écarter  trop  de  robjel  principal 
que  de  la  vouloir  exposer  ici  tout  au  long. 

43.  La  coiislrticiioii  que  nous  avons  (ioum'c  dans  le  t^hapilre  précè- 
dent, pour  le  cas  oii  le  nombre  des  corps  mobiles  est  inlini,  est  fondée 
entièrement  sur  ce  qu'une  suite  infinie  de  produits  de  deux  sinus,  dont 
les  arcs  croissent  en  progression  arithmétique,  est  toujours  égale  k  séro, 
excepté  dans  le  cas  où,  les  sinus  devenant  égaux,  la  suite  donnée  se 
change  en  une  suite  dos  esrrés  des  mêmes  sinus.  Quoique  cette  vérité 
découle  immédiatement  de  la  formule  que  nous  avons  trouvée  pour 
exprimer  la  somme  d'une  telle  suite,  cependant,  couime  < 'est  là  un  des 
points  principaux  de  notre  analyse,  il  ne  ^ra  pas  hors  de  propos  de 
démontrer  encore  la  même  proposition  d'une  sutre  manière,  qui  soit  et 
plus  directe  et  plus  lumineuse. 

Soit  proposée  la  suite  intinie 


sin  f  sio  0  +  sin  3  o  siii  lù  -h  siii  3ysnii&+...; 
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à  l'on  dévdoppe  cluu|ii«  terme  par  lee  Ihéorèmee  de  le  multiplication 
des  anglei.  on  aura  lee  deun  léries 

cos  (  y  —  0 J  -h  cos 2  (  y  —  6  )     cos3  (  y  —  fl  )  H- . . . 

a  * 
co»(y -t- g) -t-c<»a(y->-<)-i-cofcS{y-t- <)-!-. .. 

dont  chacune  est  sommable  par  la  théorise  des  prof^reeslons  géomé- 
tri4(uefti  Supposons,  pour  simplifier  le  calcul,  que  la  série  dont  on  veut 
prendre  la  somme  soit  gènéral«nenl 

On  réduira  d'ahord  (  iKtquf  terme  aux  t'xpre&sluus  iinagioaires  expoiieit- 
tieiles;  ainsi  l'on  obtiendra 

 H  —   -  -  ; 

ces  deux  suites,  traitées  comme  deux  progressions  géométriques  infinies, 
se  changent  par  les  règles  connues  en 

et  reduiiiaul  au  (lenuannalt- ur  cuuunun 
savoir 

CO»X  —  I  I 

a(i  — cosj?)  a' 

telle  est  la  valeur  d'une  suite  quelconque  infinie  de  cosinus,  dont  les  arcs 
croissent  en  progression  arithmétique. 

En  appliquant  ceci  k  notre  cas,  on  trouvera  pour  la  somme  des  deux 
suites  données 
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quelles  que  soienl  les  valeurs  des  anglcss  Li5.CÀ'pendaDt,lonqtte(s=f>, 
il  est  clair  que  les  deux  séries  se  réduisent  k 

Si  m —  I  est  le  nombre  des  termes  dans  chacune  de  ces  suites,  la  somme 
de  la  première  est  nécessairemeot  "'^  ■'  »  la  somme  de  la  seconde  est, 

par  ce  que  nous  avons  trouvé  ei^essus,  —  ^\  donc  la  somme  de  toutes 
deux  se  trouvera  dans  ce  cas 

m  —  I      I   m 

3      *"  î  T' 

44.  Mais,  dira-t-un,  comment  peut-il  se  faire  que  la  somme  de  b  suite 

infinie  cùtxt  +  cosax,  ■+■  coa^x»...  soit  toiyonrs égaie  ^  —  ^»  puisque. 

dans  le  cas  de  a:  =  o.  elle  devient  nécessairement  égale  k  une  suite  d'au- 
tant d'unités?  Je  réponds  que  cela  provient  des  termes  qui  se  détruisent 
natnri'llfment  dans  tous  les  cas,  excepté  dans  celui  où  a:  =  o.  Pour 
rendre  la  chose  plus  sensible,  cherchons  la  somme  de  la  suite 

coar    cosa« -1- cos3s  ■«-...-t-cosmc; 

un  trouvera,  par  la  même  métbode  d-dessus,  qu'elle  est  égale  à 

expresnon  qui  se  réduit  h 

ces*  — t-Hceewjf— cos(m^  t)*  _  cosm*  —  eos(ro  i)jr 

a(i— 'Cosjr)     *         ~       3(i->Gee«)  «* 

Or,  dans  le  cas  ob  m  est  un  nomlm  infini,  on  suppose  que  i  évanouisse 
aupris  de  m,  d'ob  le  terme  oos(in  -4-  devient  égal  à  cosmiP,  et  la 
formule  reste 

cosmx  —  cosfm  ■+■  t)« 
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mais  lormiiie  s  o,  le  dénominateiur  devient  aussi  égal  à  zéro  :  c'esl 
pourquoi  elle  reçoit  une  valeur  donnée  qu'on  trouvera  par  la  différen- 
tiation  du  numérateur  et  du  dénominateur.  On  a  donc  en  dififérentiant 


(  re     I  )  sin  (  m  -t- 1  )  j?  —  m  siii 
asinjr 

qui  se  réduit  de  nouveau  h  ^  par  la  supposition  de  x  s  o;  qu'on  diffé- 
rence une  seconde  fois,  il  viendra 

[m     i  'j'  cos [m  -i-  ijx  —  m' cuamx 

et  faisant  x  —  o. 


(m-i-i}*— m'  I 
 =  iH  -I- 


donc  la  valeur  de  la  série  est  dans  ce  cas 


I  I 

 =  «I, 

a  a 


précisément  comme  on  l'a  vu  plus  hant. 

An  reste,  par  la  métbode  de  sommer  les  suites  des  cosinus  ou  sinus, 
que  nous  venons  d'expliquer,  on  trouvera  que  la  suite  finie 

siitf  sinS  -f- sina9sin26  -t-sin3f  sin36-t-...-i-sin(m  —  i)f  sintm  —  i)0 
est  égale  à 

SÎninQSin  (m  —  I  :        ^in  m  —  1)0  81111119 

'    -   =  1 

2  (  LOS  ij/  —  i;os  y  j 

ce  qui  convient  avec  ce  qu'on  a  trouvé  (38)  en  faisant  y  s  ^  et  6  a 
et  supposant  ft  un  nombre  entier  quelconque. 

45.  Nous  avons  enspigm""  (39)  à  construire  l'ordijunèe  v  cl  la  vitesse  u, 
l'une  dans  le  rus  où  les  vih  sscs  iniliiilcs  V  sont  cj,'a!cs  ii  /.cru,  cl  l'autre 
dans  le  ras  où  les  ptcniicrr.s  ordunuct  s  V  >un{  cj^alcs  a  /.cro:  (  cpcudunt, 
si  l'on  voulait  une  conslrucliun  générale  pour  tous  les  cas  possibles,  on 
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pourrait  la  trouver  moyennanl  les  fonnnles  précédentes.  Car  on  sait  que 
les  expressions  de  u  ne  sont  autre  chose  que  les  différentielles  de  celles 
de^,  en  prenant  le  seul  temps  i  pour  variable  et  efTa^nt  le  <ft;  donc,  si 
après  avoir  réduit  la  première  parlic  de  Texpression  «le  v.  qui  coiitiont 
seulement  les  Y,  parla  niédiode  donnée  (39),  on  différentie  la  formule 
qui  en  résulte,  en  ne  reftanlant  (|ue  le  temps  /  pour  variahie,  on  aura  ta 
formule  (jui  donne  l:i  valriir  <lr  la  pn-miéri'  parlic  île  l'expression  de  n 
v\  (]m  ciinticnl  aussi  h's  siuiles  i|ii;iii(ili's  V.  De  uieuie,  si  Ton  iiiti-^ic 
par  (h  la  Ibrniule  réduite  de  la  sceoiide  partie  de  l'expression  de  //,  ou 
M*  trouvent  le»  seules  quuulitéi»  V,  et  qui  est  semblable  à  celle  de  /  puur 
les  quantités  Y,  comme  on  a  vu  (38 on  aura  la  formule  qui  donnera  la 
valeur  de  la  seconde  partie  de  l'expression  de  ) .  qui  contient  de  même 
les  seules  quantités  V.  Ces  calculs  sont  assez  longs  et  compliqués,  et  ils 
demandent  d'ailleurs  beaucoup  de  circonspection;  c'est  pourquoi  je  ne 
fais  que  les  indiquer  ici  pour  montrer  la  route  qu'on  devrait  tenir  pour 
parvenir  à  une  réduetion  directe  et  générale  des  expressions  données. 
Il  est  eepcndiinl  visible  qu'on  pourra  aisément  s'en  passer*  si  l'on  veut 
se  i-onti'iitt-r  d'une  construetion  des  i|uantités/et 11.  pourcbaque  temps I, 
dei  ivçc  df  celle  (pi'on  a  trouvée  39  . 

Suit  doue,  comme  dans  le  numcm  (  itr  h>.  p.  loGj,  AMt  la  ligure 
dont  les  ordonnées  M.N  représentent  les  premières  excursions  V,  et 
a/tb  ' /ïg-  1 1)  celle  doal  Ifn  ordonnées  expriment  les  vitesses  initiales  Y. 


rii;.  1 1. 


Qu'on  réilérc  leur  description  de  part  et  d'autif  a  i'iiitiui  de  la  manière 
enseignée;  qu'un  construise  ensuite  deux  autres  courbes  infinies  [Jig.  i  a 
et  i3)  A'N'fi'.  a'n'b\  dont  la  premil»re  A'N'B'  soit  telle,  que  chaque 
ordonnée  M'N'  qui  répond  h  l'abscisse  A'M'=  AM  soit  toujours  quatrième 
proportionnelle  it  Ir  sous-tangente  au  point  N,  à  l'ordonnée  HN*  et  à  la 
1.  i5 
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quantité  ieoiifttante  vt  que  l;i  seconde  a'n'ft'  ait  »<»«  ordonnées  m'n' 
égales  aux  ures  anm,  qui  répondent  aux  abscis&ts  am  —  a  m',  ces  aires 

Tig.  11. 


étant  divisées  par     •  Par  le  moyeu  de  ces  quatre  courbes  que  je  nom» 

merai,  comme  celles  de  M.  lY Wembert,  courbeM  génùtUnceSt  un  aura 
toujours  l'ordonnée  v  et  1»  vitesse  «.  pour  chaque  abscisse  .r  et  pour 
quelque  temps  <  que  ce  soit.  Car  oo  n'aura  qu'à  prendre  dans  la  courhc 

ANB  la  demi-somme  des  ordonnées  qui  répondent  aux  abscisses  ar  -i- 

et  .r  —  ''}^,  et  dans  h  couiIh'  u  n' h'  la  demi-différence  des  ordonnées 

qui  n'imniiniiil  nit  int-s  jiliscisscs,  et  la  sitnniif  l<it;ile  de  ces  (|ii;intités 
sera  ronldiiiicc  v  »  hercliee.  De  même,  pour  la  vili'ssc  u,ou  iirctulra  dans 
la  coiirl)e  a/tb  la  denii-summe  des  ordonnées  qui  ap|)iirtiriiiM-iit  aux 

abscisses  x  +  ^  ^^'^    courbe  A'N'B'  la  demi-difTé- 

rence  des  ordonnées  qui  répondent  aux  mêmes  alisi-isses;  et  la  somme 

totale  de  ces  (]uanltlés  donnera  la  valeur  cherchée  de  la  vitesse  ii. 

Quoique  cette  constnictioii  soit  (>iitièren»ent  fondée  sur  les  lan;;i'iitr«- 
et  sur  la  (piadrature  des  ii»urlM>  i^'ciuTulrices  trouvées,  il  ne  parait 
cepiMulant  pas  qu'elle  pnisM-  clrr  siiji-lti'  aux  dillit  iillrs  (|iie  umis  av(»us 
exposées  :  5  ,  .  (^r,  la  cousli  iirliun  des  courhes  generalrices  une  foi»  éta- 
blie, il  n'oRt  plus  hesuiu  d'avoir  rei-ount  aux  théories  du  calcul  difîéren- 
tiel  et  intégral,  pour  en  déduire  celles  des  autres  courbes  cherchées; 
puis<|u'on  peut,  indépendamment  de  ces  calculs,  pâr  la  simple  considé- 


Digitized  by  Google 


ET  L\  PROPAGATION  DC  SON.  115 

ratiuii  (l«'s  laiigfiites  el  des  <|ua(lriilurt>s,  ilt-monlnT  (jut'  ti'>  courhes 
résolvent  le  prablèine  sans  avoir  en  aucune  façon  égard  à  la  loi  de  eouti- 
oiûté  dans  leurs  équations. 

Si  Ton  prend  pour  la  couriie  ANB  la  courbe  initiale  de  la  corde  ten* 
due.  et  que  l'autre  courbe  anb  représente  les  TÎtesses  qu'on  donne  à  tous 
ses  points  en  la  relftchant  tout  à  coup,  on  aura  de  cette  fa^n  la  solution 
générale  du  problème  des  cordes  vibrantes  telle  que  H.  d'Alembert  Ta  eue 
en  vue  dans  les  articles  XXIli  et  suivants  de  son  Mémoire.  11  est  vrai  que 
ee  grand  homme  ne  cesse  d'îneul(]uer  que  les  expressions  des  vitesse»  et 
des  excursions  initiales  des  poinl.s  de  la  corde  ne  peuvent  pas  èire  don- 
nées à  volonté  34j,  ce  qu'il  répèle  encore  e\|iresseiin m  tl;ins  l'article  II 
de  son  Addition.  M;iis  nous  avons  fait  voir  plus  haut  li  ^  r.iisoiis  (|ni  obli- 
geaient cet  Auteur  a  penser  ainsi,  et  ces  raisons  ee.ssent  d'avoir  lieu  dès 
qu'on  considère  tous  les  points  de  la  corde  comme  isolés  dans  leurs  mou- 
vements, comme  nous  l'avons  fait  dans  les  calculs  précédents. 


CHAPITRE  VU. 

THiOKIK  BKS  COBDBa  SB  MtlSIQOB  BT  BBB  rLUTBB. 

46.  Les  cordes  dont  on  si'  sert  ordinairement  pour  les  iiislrnnieiils  de 
musique  suul  de  boy;iu.  ou  d'acier,  ou  de  cuivre;  à  l'égard  des  pre- 
mières, elles  n'ont  presque  point  d^autre  élasticité  que  celle  qui  est  pro- 
duite par  la  tension,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  autres,  dont  la 
roideur  se  manifeste,  même  lorsqu'elles  sont  tout  à  fait  lâches. 'Cepen- 
dant il  est  aisé  de  voir  que  ta  force  de  cette  roideur,  pour  mouvoir  la 
corde,  doit  être  bien  petite  par  rapport  à  celle  qui  naitde  la  tension,  d'où 
il  s'ensuit  que  nous  pouvons,  sans  crainte  d'erreur,  supposer  tontes  les 
cordes  parfaitement  flevibles.  en  tenant  compte  seulement  de  l'elTel  de 
la  tension  donnée.  La  manière*  commune  de  les  mettre  en  vibration,  en 
les  touclKUil  par  quelqu'un  de  leurs  points,  soit  as  ce  un  archet  ou  quel- 
que autre  instrument,  consiste  à  les  faire  sortir  de  leur  état  de  reiM)s  et  si 

i5. 
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donner  k  tous  leurs  points  des  impulsions  quelconques.  Donc,  si  Ton  a 
une  corde  uniformément  épaisse,  dont  la  masse  et  la  longueur  soient 
données,  et  la  tension  soit  exprimée  par  un  poids  équivalent,  on  pourra 
toujours,  par  la  théorie  exposée  dans  les  Chapitres  précédents,  trouver 

t»^  mouvement  de  wiw  conle  pour  un  it-iDps  qnclponque.  de  quelque 
façon  que  ses  vibrations  u\rin  i  tf  d'ahoni  produitrs.  M»isla  ronnaissanc^ 

des  mouvements  particuliers  des  «-ordes  est  de  peu  de  conséquence  dans 
lu  pnititpie,  et  ce  n'est  qu'il  la  dtiivc  de  leurs  vibrations  qu'il  est  inipor- 
taut  «l'avoir  «'^ard,  puisc|ue  c'esl  de  lii  <iiic  di  pend.  selon  le  si  iitiiuent 
péueraleuienl  reçu  par  lous  les  l*h}siciens,  le  t<ui  grave  ou  aigu  qu'elles 
duiveul  rendre. 

Or.  si  Ton  examine  la  construction  des  courbes  génératrices  expo» 
sée  {45y,  on  s'apei-cevra  aisément  que  leur  nature  est  telle,  que  si  Ton 
augmente  ou  qu^on  diminue  les  abscisses  d*un  mulfiple  quelconque  de 
Mt  les  ordonnées  correspondantes  demeurent  tout  à  fait  les  mêmes; 

donc,  si  Ton  fait  que  la  quantité     '  ^  qui  doit  être  ajouté.e  et  retranchée 

de  chaque  abscisse  x,  devienne  un  multiple  quelconque  de  aa,  on  aura 
la  valeur  du  temps  /,  après  lequel  la  corde  reprendra  sa  première  situa- 
tion, avec  les  mêmes  vitesses  dans  tous  ses  points.  Ce  temps  sera  donc 

égal  à        qurlque  nombre  entier  positif  qu'un  pose  au  lieu  de  Cest 

pourquoi  le  temps  des  oscillations  st^ra  toujours  le  même  pour  la  même 
corde,  et  il  ne  dépendra  en  aucune  façon  du  premier  ébranlement  qui 
peut  varier  à  Tinfini.  Pour  connaître  plus  exactement  ce  temps,  qui 

est  é^al  il  ^«  un  n'a  qu'il  remettre  au  lieu  de  H  sa  valeur  première 

(25),  et  on  aura  Ty^^  pour  le  temps  d'une  oscillation  en* 

tière,  composée  d*une  allée  et  d*une  revenue,  oh  a  est  la  longueur  de  la 
corde.  S  son  poids,  E  le  poids  qui  est  égal  ii  la  force  de  tension;  or, 
comme  A  exprime  (6)  la  hanieur  d'où  un  corps  pesant  peut  tomber 
librement  durant  le  temps  T,  si  l'on  fait  ceierops  d'une  seconde,  on  aura 

le  temps  cherché  exprimé  de  même  en  secondes  de  cette  façon  y/^^- 
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Supposons  que  le  rapport  du  poids  de  U  corde  à  celui  qui  la  lend  soit  |) 
b  sera  une  quantité  qui  ne  dépendra  que  de  répaisseur  et  de  la  gravité 
spécifique  de  la  corde:  on  aura  donc  ^  P**'  conséquent  la  for-' 

mule  du  temps  des  vibrations  entières  deviendra  -==*  et  une  oscillation 
simple  devra  être  censée  d'une  durée  égale  à  -==■>  tout  de  même  comme 

^  oh 

si  la  corde  «n"it  toujr»,  /s  fait  si-s  m<>u\<'inenis  st  lmi  Ifs  lois  de  M.  Taylor. 
Ollc  formule  a  été  regardée  iiiMiu'a  jin  st  ni  pour  vraie  p:tr  lotis  les 
Auleiii-s  qui  ont  éerit  d*Aeoiisli(jue,  parce  {|ii'elle  s'acconic  eiilièrciiu  iit 
avec  les  pruporlions  connues  des  divers  Ions  des  cordes,  qu'un  a  tou- 
jours fait  dépendre  de  la  durée  de  leurs  oscillations.  Ccst  aussi  par  cette 
raison  que  plusieurs  d'entre  eux  ont  eni  qu'une  corde  tendue  ne  pouvait 
résonner  k  moins  que  ses  vibrations  ne  fussent  toutes  régulières  et  iso- 
chrones comme  celles  des  pendules;  ce  jC|ui  parait  sans  doute  inconce- 
vable, vu  qu'une  même  corde  rend  toujours  le  même  son  lorsqu'elle  est 
pincée  ou  éliranlée  de  quelque  façon  que  ce  soit.  T.a  démonstration  que 
nous  venons  de  donner  peut  donc  servir  à  établir  ce»  vérités  générale- 
ment admises,  savoir  :  que  le  ton  d'une  corde  est  toujours  proportionnel 
au  nombre  de  ses  vibrations  dans  un  temps  ditiiiié,  cl  (jue  ce  ton  se  con- 
serve toujours  le  même,  tandis  que  ia  curde  reste  dans  les  uièuies  circon- 
stances. , 

4T.  Quoique  la  connaissance  absolue  de  la  durée  de  chaque  vibration 
dans  une  corde  donnée  ne  soit  guère' d'usage  dans  ia  pratique  ordinaire, 
elle  est  cependant  nécessaire  pour  U  détermination  d'un  son  fixe»  tel 
que  M.  Sauveur  l'a  eue  en  vue  dans  VSSstoire  de  VAeùàMk  âà  Sdenees 
de  Paris  [tour  Tannée  1 700.  La  méthode  que  ce  savant  Auteur  a  imaginée 
pour  cela  est  \\  la  vérité  fort  ingénieuse,  mais  elle  est  presque  imprati- 
cable à  cause  de  l'extrême  délicatesse  d'oreille  qu'il  faut  pour  apprécier 
les  moments  des  hatlemcnts  de  plusieurs  sons,  et  de  la  grande  difli- 
cullé  qu'on  rencontre  à  mesurer  au  juste  l'intervalle  du  temps  qui  se 
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passe  entre  deux  de  cas  batteineiib  cunsécutifii.  Si  la  détermination  de  re 
son  fixe  est  de  tant  de  conséquence,  cemnie  elle  l'a  paru  à  M;  Sauvevr, 
je  crois  qu'on  pourra  la  tirer  avec  plus  d'exacUtude  el  de  facilité  de  la 
formule  trouvée,  qui  ne  requiert  d'autres  données  que  la  longueur  de  la 
corde,  sa  gravité  spécifique  et  la  raison  de  son  poids  k  celui  par  lequel 
elle  est  tendue.  Par  exemple,  si  Ton  veut,  selon  M.  Sauveur,  que  le  son 

fixe  rende  loo  vibrations  dans  une  seconde,  on  fera  —"z^ss  loo,  d*oii,  6 

et  h  étant  duiuiés,  un  tirera  a  =  ioo\3Ùh. 

ÏH.  Nous  venons  de  \oir  le  iioinlire  des  vil»i ;tl h i n-.  d  niic  i  r»fd«» 
donnée  est  généralenienl  toujours  le  même:  il  est  eepi  iidanl  <juel(pies 
cas  particuliers  où  ce  nombre  peut  être  diminué  el  réduit  à  la  moitié, 
au  tiers,  etc.  Pour  s'en  convaincre,  on  n*a  qu'à  réBécbir  que  la  cerde 
vibrante  ne  revient  ï  son  premier  état  que  parce  que  la  construction 
des  courbes  génératrices  est  telle,  qu'en  levant  ou  ajoutant  aux  abscisses 
les  temps  donnés,  les  ordonnées  demeurent  les  mêmes.  Donc,  si  Ton 
suppose  que  la  figure  initiale  de  la  corde  participe  «léj à  à  cette  propriété, 
savoir  qu'elle  contienne  deux  ou  trois,  ou  plusieur«^  ventres  égaux  el . 
disposés  alternativement  au-des«us  et  au-dessous  de  l'axe,  el  qu'il  en 
soit  de  même  pour  I;i  i  iMu  lie  des  \ilcssi"s.  on  Verra  aisément  que  les 
eourlics  jj;i  iii  r;ili  i<  <  >  deduiles  de  i  i'ile.->-t  i  rendront  la  corde  à  son  pre- 
mier etal  d;iiis  lu  niiiilie,  le  tier.s.  etc.,  du  temps  donné.  Ainsi  la  durée 

d'une  ost^illaliou  se  réduira  dans  ce  cas  à  — sb>  oii  n  exprime  le  nom- 

bre  des  ventres  primitifs.  Il  n'en  sera  pas  de  même  si  les  ventres  ne  se . 
trouvent  pas  égaux  et  disposés  de  la  fa«on  qu'on  a  dit,  car  il  sera  tou- 
jours facile  de  «lémontrerque  les  rourlies  résuit  mit  >  ne  pourront  jamais 

avoir  les  propriétés  nécessaires  afin  que  les  vilu-alions  puissent  s'achever 
d;in?i  un  It  uijtN  ditTciciit  de  celui  qui  convii-nl  h  I;i  nature  de  la  «orde 
doMiH-f.  M.  l:iuli'i'  avait  dcjii  lail  i-rtlc  impdilaïUr  n  luarqiir,  p(Uir  le  seul 
cas  où  la  corde  pari  du  repos,  dans  les  Mémoires  cites  de  I  Acaderme  de 
Berlin . 
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49.  Lorsqu'une  corde  est  en  vibration,  il  n'y  a  généralement  parlant 
que  les  deux  bouts' qui  restent  toujours  immolules;  cependant,  si  l'on 
fiiit  attention  aux  cas  particuliers  qu'on  vient  d'examiner,  on  voit  claire- 
ment que  tous  les  points  ob  la  6gure  initiale  do  I:)  (  ordi'  coupe  l'axe 
doivent  nécessairement  demeurer  en  repos.  [)uis(|iril  y  a  de  part  et 
d'autre  des  branches  semblables  situées  alternalivement  au-<lessu8  et  au- 
dei>si)u>  de  V;\\o.  Voviins  donc  s'il  ne  |i(uirraU  pas  y  avoir  d'aulres  poinU 
i|iii  liisscnl  rt'\t'lus  des  ineiin-s  |Mn|Miiics. 

Qu'oji  se  représente  pour  cela  une  branche  enlii  i  c  AMMi  de  lu  courbe 
génératrice  pour  la  curde  AB,  el  qu'un  suppose  qu'un  de  ses  points 
quelconque  M  doive  rester  immobile  < fig.  i4).  Il  est  d'abord  évident 

»"i6.  14. 


«|u'ell«'  devra  couper  l'axe  (I;ims  re  iiieine  pniii(  :  il  iMiMlr;»  eiisulle  fpie  lii 
partie  MN  de  la  courbe  soil  égale  et  semblable  a  la  parlie  AM,  atiii  (|ue 
la  demi-somme  des  ordonnées  également  distantes  de  part  et  d'autre  soit 
toujours  nulle,  d'où  il  s'ensuit  qu'à  moins  que  le  point  M  ne  soit  à  la 
moitié  de  l'axe  AB,  le  point  N  tombera  hors  du  point  B,  et  ainsi  la 
courbe  cherchée  AMNB  coupera  toujours  l'axe  en  deux  points  M  et  N. 
Elle  sera  par  conséquent  composée  de  trois  parties  AM,  AN  et  NB,  dont 
les  deux  premières  sont  égales  par  supposition,  el  la  troisième  est  encore 
art)itraire.  Or  je  disque  la  courbe  AMNB  doit  avoir  toutes  ces  parties 
égales,  semblables  et  situées  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de 
l'axe  AB.  Pour  s'en  convaincre,  qu'on  rélléchisse  ipie.  piiis(]Me  les  bran- 
ches (|ui  se  trouvent  situées  de  pari  et  d'autre  des  deux  |tninls  A  et  M 
doivent  être  semblables  et  cj^'ales  dans  toute  la  ctturbe  génératrice  engen- 
drée par  la  deseriplion  réitérée  de  celle-ei,  il  faut  que  cette  courbe  ail 
toutes  ses  parties  de  même  nature  que  celle  qui  est  comprise  entre  les 
points  A  et  M,  d'où  il  suit  que  la  partie  de  l'axe  NB  ne  peut  être  ({n'égale 
k  la  partie  AM»  ou  double,  ou  triple,  etc.,  ou  encore  la  moitié,  ou  le 
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tiers,  etc..  de  sorte  que  Taxe  entier  AB  puisse  se  diviser  en  un  nombre 
de  partios  égales  et  aliquoles  aux  deux  parties  données  AM  et  MB.  El 
toute  la  courb«  AMNB  devra»  diuis  w  cas,  couper  Taxe  à  chaque  point  de 
i  fs  divisions,  et  elle  devra  contenir  de  plus  autant  de  ventres  égaux  cor- 

rcspoiidanls. 

On  coru'lura  dom-  «|iic  mil  |)oiiil  d'une  torde  de  tiiii>i(|iie  viluante  ne 
pourra  demeurer  en  repiis,  à  inoitis  ({u'il  ne  la  <iivi>('  en  deux  parties 
couuufusurablt's  entre  elles;  que  dans  ce  cas  la  ligure  iniliule  de  la 
rorde  et  la  (M»ttri>e  des  premières  vitesses  devront  nécessairement  avoir 
autant  de  branches  égales  et  semblables  qu'il  }  aura  d'unités  dans  les 
deux  parties  AH.  MB,  et  qui  seront  de  plus  situées  alternativement  au- 
dessus  et  au-dessous  de  chacune  des  parties  aliquotes.  dans  lesquelle» 
tout  Taxe  AB  sera  divisé.  Si  donc,  en  mettant  une  corde  en  vibration,  on 
fait  en  sorte  qu'un  point  quelconque  reste  immobile,  sans  empêcher  que 
la  vibration  ne  se  cinniniiniciue  et  ne  s'étende  de  part  et  d'autre  à  toute 
la  corde,  eetteenrdc  se  divisera  tout  nalurelU-nient  en  autant  de  parties 
égali's  (pi'il  en  faut  pinir  rendre  eomnien>nrahle>  li  s  fl»  ii\  |i;irli(  s  e(in- 
pees  p.ic  II-  point  iilinioldli'.  D'où  il  s'ensuit  <pie,  liir.s(|iie  (  i>  di'iix  piiiiies 
sont  en  elles-nienies  ineonunensuraldes,  il  sera  iuipossilde  cpie  le  point 
df  leur  di\isiou  puisse  jamais  rester  en  repus,  et  la  corde,  dans  ce  eas. 
sera  obligée  de  changer  de  signe  d'un  instant.à  l'autre,  ce  «pii  détruira 
nécessairement  Tisochronisme  et  la  régularité  de  ses  vibrations.  Hais 
dans  le  cas  où  le  point  immobile  divise  toute  la  corde  en  parties  corn* 
mensurables,  il  se  formera  pour  lors  un  nombre  de  points  de  repos  natu- 
rels et  la  corde  continuera  de  faire  des  oscillations  régulières  et  isu- 
elirones,  dont  la  durée  ne  sera  que  la  uioitié.  le  tiers,  le  quart,  etc..  de 
la  durée  des  oscillations  entières,  selon  que  les  deux  parties  auront  pour  * 
eonnnune  mesure  la  moitié,  le  tiers,  le  quart,  etc.,  de  toute  la  corde, 
romme  on  l'a  démonité  )8  . 

Par  un  seml>lahle  i ;lr^(lnnen1enl.  on  trouvera  que  si  les  points  sup- 
poses immobiles  coupent  la  corde  en  un  noinhre  de  parties  quelconques, 
elle  se  divisera  en  autant  de  parties  égales  qu'il  en  faudra  pour  que 
rhacune  d'elles  mesure  exactement  chacune  des  premières  parties  cou- 
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pées;  par  conséquent,  si  ces  parties  sont  entre  elles  incommensurables, 
les  mouvements  de  la  corde  deviendront  irréguliers,  pendant  que  dans 
tout  autre  cas  les  vibrations  s'achèveront  dans  un  temps  proportionnel 
réciproquement  k  celui  des  ventres  naturels  de  la  corde. 

50.  On  s't'st  apen  ii  dt-puis  loriglonips  (in'iiiif  ronie  pouvait  rendre 
dans  t-erlaines  circouslances  des  sons  aigus,  qui  ililTéruient  plus  ou  moins 
du  son  naturel,  et  on  a  même  reconnu  que  ces  sons  n'étaient  presque 
jamais  que  Toctave  au«dessu8,  l'octave  de  la  quinte  et  la  double  octave 
de  la  tierce. 

M.  Sauveur,  qui  a  fort  bien  traité  cette  matifere,  dans  son  Sy$téme 
général  d'Aeouttique  imprimé  parmi  les  Mémoins  de  i'Aeadéme  royale 
de  Paris  [iouT  l'année  1701,  s'est  appliqué  le  premier,  que  je  aacbe,  à 
découvrir  la  véritable  origine  de  ces  divers  sons  rendus  par  une  mvme 
corde,  qu'il  »^ptMe  sons  AarmmUfues;  il  prend        i5)  pour  cela  une 

Fif.  iS. 

t  Ç  c  S  • 

corde  d'une  longueur  (|uel('(itii|ue  ipii,  ctanl  pineee  à  vidt-,  forme  des 
vibrations  simples  et  uniques  (|ui  reiuleut  le  son  naturel  de  la  ((ude 
(ju'ii  nomme  son  /(HKitinuiiitil ;  il  divise  ensuite  eette  (-(wde  en  un  nombre 
de  parties  égales,  et  mettant  un  ihevalel  mobile  ou  un  autre  obstaele 
quelconque  léger  au  premier  point  marqué  des  divinons,  de  sorte  que 
le  mouvement  qu'on  donne  k  la  corde  puisse  se  communiquer  de  part  et 
d'autro,  et  que  l'obstacle  posé  ne  fasse  d'autre  effet  que  d'obliger  le 
point  où  il  est  appliqué  à  rester  toujours  en  repos,  cet  Auteur  observe 
que  si  l'on  ébranle  la  corde  dans  cet  état,  elle  se  divise  naturellement 
par  une  espèce  d'ondulation  en  autant  de  ventres  égaux,  dont  les  extré- 
mités qui  restent  immobiles  répondent  précisément  aux  points  marqués 
des  divisions:  car  ayant  mis  sur  la  corde  divers  morceaux  de  papier,  il 
trouve  que  ceux  qui  sont  sur  les  nceuds  n<'  sont  point  du  Icuit  déplaces, 
les  autres  au  contraire  tombent  aussitôt  ipu-  la  corde  commence  de  se 
mouvoir.  M.  Sauveur  conqiarv  de  plus  les  sons  harmoniques  produits  par 
I.  16 
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une  telle  corde  avec  les  son*  naturels  d'autros  cordes  semblables,  et  il 
reconnaît  que  la  longueur  de  celles-ci  doit  toujuuis  égaler  celte  de  la 
partie  de  la  corde  donnée  qui  est  interceptée  éntre  le  chevalet  et  le 
bout  le  plus  proche.  Il  en  est  de  même  si  le  chevalet  est  placé  k  la 
seconde,  troisième,. division,  et  en  général  la  corde  forme  toujours 
autant  de  nœuds,  immobiles  à  égale  distance  les  uns  des  autres,  qu'il  en 
faut  pour  que  le  chevalet  réponde  à  l'un  d'eux,  et  le  son  rendu  est  toii- 
jours  semblable  au  son  que  produirait  une  des  parties  de  la  eorde  eom- 
priHc  entre  deux  des  i)oints  de  repos  n;)lurels.  Que  si  le  cFievalet  divise 
lit  l  ordc  en  tlt-nx  piirlics  ineouuiiensuraljlcs,  l:i  corde  ne  l'ait  pour  lors 
t'reniir,  sans  n  soniu'r,  et  Ton  n'entend  qu'une  espèi'i;  de  bruit 
eonl'us  et  desagréubic  à  i'ureille. 

51.  On  sait  qu'en  prenant  le  son  d'une  eorde  pour  fondamental,  sa 
moitié  rend  l'octave  au<dessus,  son  tiers  rend  l'octave  de  la  quinte,  son 
quart  rend  la  double  octave  du  son  fondamental,  et  la  cinquième  rend  la 
double  octave  dé  la  tierce:  les  nutres  divisions  ne  forment  plus  que  des 
dissonances  avec  le  son  principal,  à  moins  qu'elles  ne  donnent  des 
oetiives  de  reux-ei.  D'où  il  s'ensuit  (|ue  l'on  ne  peut  tirer  d'une  même 
eorde  d'autres  sons  harmonirpifs  i^w  la  quinte  ou  la  lierez,  en  omettant 
les  octaves  qui  peuvent  être  n-j^ardees  comnu'  des  repétitions  de  leurs 
sous  principaux.  Ainsi  la  trompette  marine,  qui  est  composée  d'une  seule 
corde  à  laquelle  on  applique  le  doigt  en  la  faisant  résui^ner  avec  un 
archet,  ne  produit  jamais  d'autres  sons  que  ceux  qu'on  vkmt  de  nommer, 
et  le  doigt  tient  lieu  de  l'obstacle  léger  qui  divise  les  vibrations  de  toute 
la  eorde. 

On  a  encore  heureusement  appliqué  cette  théorie  à  tontes  les  espèces 
de  violons  où,  par  le  moyen  d'une  légère  pression  de  doigt,  on  produit 
des  sons  harmoniques  très-agréables  à  l'oreille  et  qui  s'approchent 
beaucoup  du  son  des  dûtes;  on  pourrait  même,  je  crois,  avec  beaucoup 

d'exereiee,  pan'pnir  à  exécuter  sur  le  violon  une  pièce  quelconque 
de  musique  parties  sons  toujours  barnmniques,  car,  pour  eu  tirer  litiis 
les  suns  nécessaires,  il  ne  s'agirait  que  d'ajuster  sur  les  cordes  deux 
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doigts,  dont  l'un  fut  appuyé  fortement  sur  le  manche,  comme  on  le  fait 
ordinairement,  en  appliquant  en  même  tempe  Tautre  au  tiers,  on  au 
cinquième  de  la  corde,  pour  lai  donner  le  son  harmonique  convenable. 
Costaux  halnles  musiciens  à  juger  si  Texécution  de  ce  projet  n'est  pas 
sujette  3k  d'autres  difficultés  capables  de  rebuter  les  meilleurs  artistes. 

52.  Nous  avons  fait  viiir  i  î)  i|ih'  les  mrtuvpincnts  dfs  parli»'s  «le  l'itir. 
qui  ('uni|tus('nt  une  iihre  f>lasti'|ii<  (  inlimit',  ne  diff'èn'nt  niilleincnl  d»' 
ceux  des  cordes  vibrantes,  si  et  n  i  st  en  ce  (|iie  les  vibrations  de  ci  llf.s-ci 
suul  peri>endiculaires  à  l'axe  au  Iti-u  que  les  autres  sont  longitudinales. 
Donc,  û  Ton  considère  une  fibre  quelconque  d*air  ou  bien  un  amas  de 
plusieurs  fibres  renfermées  dans  un  tuvau  (jui  les  borne  et  les  distingue 
de  la  masse  continue  de  l'air  extérieur»  ces  fibres  pourront  recevoir  dans 
toutes  leurs  parties  des  mouvements  semblables  à  ceux  des  points  d*une 
corde  de  musique  d'égale  longueur  et  d'égal  poids,  et  dont  la  force  de 
tension  soit  équivalente  k  celle  de  l'élasticité  naturelle  de  l'air.  Si  don«> 
les  mouvements  de  ces  fibres  peuvent  se  communiquer  k  l'air  extérieur, 
il  en  résultera  un  son  qui  sera  de  même  nature  que  celui  qui  serait  pro- 
duit par  la  rnrde  (-orrespundiinle. 

Voilî»  le  |»riiit  i[)e  el  l'origine  de  tous  les  instruments  ii  venl.  (|ui  r<ut- 
stiluent  une  classe  d'instruments  de  miisujue  non  moins  étendue  et  non 
moins  importante  que  celle  des  inslniments  à  curtles. 

Le  célèbre  M.  Euler  a  tâché  le  premier  de  rapprocher  les  Uiéories  de 
ces  deux  espèces  d'instnimento  dans  une  Thé$e  mr  k  Son,  imprimée  à 
Bàle  l'année  1737,  puis  dans  son  excellent  TraUé  de  Musique  qui  a 
paru  l'année  1739.  Il  compare  en  effet  dans  ces  endroits  la  colonne  d'air 
contenue  dans  un  tuyau  è  une  corde  du  même  poids  et  de  même  lon> 
gueur*  et  qui  serait  tendue  par  un  poids  égal  à  celui  d'un  cylindre  de 
mercure,  dont  la  hase  fût  la  même  que  celle  du  tuyau  et  la  liÀuteur  cellr 
du  baromètre.  Par  cette  comparaison,  il  détermine  le  son  que  doit  rendre 
une  flûte  quelconque  donnée  et  il  le  tnuive  entièrement  d'accord  avec 
l'experienre.  Il  faut  avouer  ([ue  cette  théorie  a  été  portée  |>ar  ce  savant 
Auteur  au  plus  haut  degré  de  perfection,  el  qu'il  n'y  restait  rien  à  désirer 
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qu'une  démonstration  analytique  et  tirée  de  la  nature  mtaie  des  monve* 

ments  qu'il  a  comparés  ensemble.  Mais,  pour  mettre  cette  importante 

matière  dans  tout  son  jour,  développons-en  ici  encore  quelque  cas  parti- 
eulier.  Soit  une  flûte  de  longueur  a  depuis  reuihoucliur»'  jus(ju'à  l'autre 
extrémité,  soit     la  largeur  de  sa  base  que  je  suppose  être  partout  la 

même;  on  aura  (46)  pour  la  durée  d*une  oscillation  aérienne  ^^j» 

où  S  est  le  poids  de  la  colonne  d'air  contenue  dans  la  flàte  et  E  son  élas- 
ticité naturelle.  Supposons  donc  k  égal    la  hauteur  barométrique,  et 

i  la  raison  de  la  gravité  spécifique  de  l'air  k  celle  du  mercure,  on  aura 

K  t'^'iil  au  poids  d'une  cdlonue  tlf  uhh  ui  f  doiil  la  base  e^l  h'  et  la  lon- 
gUfiir  k,  fl  S  égal  »u  poids  d'une  seml»lahle  cttlunne  dont  la  longueur 

est  seulement  d'où  s=  ^»  et  par  conséquent  le  temps  d'uue  oscil- 
lation sera 


ce  (jui  lail  voir  <juc  ces  temps,  loiitfs  choses  d'ailleurs  égales,  sont 
comme  les  longueurs  des  flùle>  auxquelles  les  tous  répondent,  comme 
l'expérience  nous  l'enseigne  en  efTet.  Si  Ton  veut  que  la  flûte  achève 
loo  vibrations  dans  une  seronde,  ce  qui  (irudoit  le  son  fixe  de  M.  Sau« 

„        looa         „    ,,  .  y:\nUi  ,  ... 

veur,  on  fera  -==  =  »  ,  a  ou  a  =  ^  ;  or  nk  exprime  précisément 

la  hauteur  de  l'air  supposé  homogène  qui  se  trouve  à  peu  près  égale  à 
85o  X  3a  pieds,  et  A  est  de  1 5  pieds  environ;  donc 

aitA-A  =  85o  X  3a  X  3o  =  8t6oao, 

dont  la  racine  carrée  se  tmiiM'  tytS,  ys  te  i|in  r  tmit  ilivisc  par  lOO 

donne  pour  la  longueur  du  luyau  ()  pieds  et  'i'S  niillieiiics  de  pied. 

Il  est  vrdi  que  M.  Sauveur  trouve,  d'après  ses  expériences  des  baile- 
maas,  que  le  tuyau  d'orgue  qui  rend  le  son  fixe  est  seulement  de  5  pieds, 
ce  qui  donnerait  suivant  la  théorie  environ  le  double  des  vibrations  que 
cet  Auteur  a  déterminées  pour  chaque  seconde;  mais  il  est  aisé  de  trouver 
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la  raison  <!<>  rettp  (litti-i-t'iicr,  si  l'on  n  tltcliit  que  les  vibrations  de  deux 
cordes  n»-  sont  nW'licincnt  coiiniiifiitfs,  c'cst-à-diif  comiiH'nc.'.intt's  tn 
même  lemps  et  st*  taisant  dans  W  nuhuf  sens,  nu'apii's  un  nouilu-f  de 
vibrations  double  de  celui  qui  est  porté  par  la  nature  des  deux  cordes 
données;  d'où  il  sait  que,  puisque  les  battements  ne  consistent  que  dans 
la  eoneurrence  des  vibrations,  le  nombre 'déterminé  par  l'expérience  de 
H.  Sauveur  sera  préeiséroent  la»  moitié  de  ce  qu'il  est  en  effet,  et  dans  ce 
cas  les  résultats  de  l'expérience  s'accordent  assez  bien  avec  ceux  de  la 
théorie. 

53.  Puisque  les  mouvements  des  parties  de  l'air  contenu  dans  une 
flûte  quelcon(|ue  sont  les  mêmes  que  ceux  d'une  corde  de  musique  cor- 
respondante, il  s'ensuit  que  la  durée  de  leurs  vibrations  pourra  de  même, 
dans  (  t'rtaiiis  cas  particuliers,  devenir  moindre  qu'à  l'ordinaire,  et  n'en 
être  plus  ipie  la  ntoitiê.  le  lici's,  le  quart,  etc.,  comme  nous  l'avons 
démontré  dans  les  cordes  vil)rantes,  lorsqu'elles  se  divisent  «mi  plusieins 
ventres  égaux.  Or  ceci  arrive  précisément  dans  les  instruments  à  vent 
lorsqu'on  augmente  d'une  certaine  façon  la  force  du  soufDe;  car  c'est 
une  vérité  de  longtemps  reconnue  dans  les  trompettes  et  dans  toutes 
sortes  de  flûtes,  et  surtout  dans  les  traversiëres,  que  par  un  simple  chan- 
gement d'embouchure  on  obtient  depuis  le  son  grave  ou  fondamental 

ceux  qui  y  répondent  comme  les  nombres  ^»  |»  |t  ^.  savoir  l'octave  au- 
dessus,  la  douzième,  la  (piinziènie  et  la  dix-sf  jitirnu'  majeure;  car  le  son 
.suivant  est  prusi  i  it  de  l'harmonie  du  son  principal. 

•.Au  reste,  (jucl(|n('  Condi  c  et  plausible  que  soit  cette  liit-orie  dt  s  instru- 
ments à  vent,  il  faut  pourtant  avouer  qu'on  ne  saurait  encore  par  sou 
moyen  rendre  raison  de  tontes  les  propriétés  qu'un  y  observe  et  qui 
regardent  la  forme  de  l'instrument,  la  largeur  et  la  position  des  trous. 
Car  ayant  mesuré  au  juste  leurs  distances  dans  de  bonnes  flûtes  traver- 
siëres et  douces,  je  ne  les  al  point  trouvées  tout  à  ûiit  proportionnelles 
aux  tons  corre^ndants.  De  plus,  on  sait  que  pour  rendre  certains  tons, 
il  faut  une  combinaison  donnée  de  trous  ouverts  et  bouchés,  ou  entière- 
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ment,  ou  à  (l<'ml  sniN  iiilmiI.  ce  qui  nu-  paiail  lorl  dilïicile  à  expliquei 
.  la  simple  roiniuiiaison  des  cordes  vibrantes.  Comme  cette  mttitop 
demande  un  examen  long  et  exact  de  toutes  les  circomUmees  qui  entrent 
den»  «heque  cas  perticulier,  et  que  d*ailleun  cette  pi^ce  cet  actuellement 
mus  presse»  f  ai  cru  devoir  différer  ces  recherches  pour  une  autre  occa- 
sion où,  suivant  quelques  vues  que  j'ai  déjà  formées,  j'espère  pouvoir 
ramener  aux  lois  de  la  théorie  ci^essus  établie  la  plupart  des  hisarreries 
qui  se  rencontrent  dans  ces  sortes  d'instruments. 


.  SECXlOi^  S^CO^DL 
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54.  Iiiiagiitons  une  fibre  élastique  composée  d'un  nombre  inttni  m  de 
particules  d'air*  dont  une  quelconque  reçoive  par  réi)r:uileinenl  des 
parties  du  corps  sonore  une  impulsion  donnée  c:  il  s'a^^it  de  déterminer 
la  loi  suivant  laquelle  ce  nuuivement  se  ('oniniuni(}ne!a  aux  autres  parti- 
cules de  la  même  fihr»'.  Soient  AB  //);.  i  fi,  p.  i  21  la  lon^ueurde  toute  la 
libre  égale  à  a,  \C  la  distance  de  la  particule  C,  qui  est  Irappee  \y.\r  le  roi  ps 
sonore,  égale  à  X,  el  AD  la  distance  d'une  autre  particule  quelconque 'f). 
dont  on  veut  savoir  le  mouvement,  égale  à  on  trouvera,  par  rapplira» 
tion  des  formules  données  (35),  que  la  vitesse  u  de  celte  particule  sera 
exprimée  par  une  seule  série  infinie,  comme  il  suit 


r=  —  IsiD —  sin —  ros— T=-  -h  sin  sin  ros  — = 

m  \     SA      aa       ai  s<f        aa  aT 


SI 

T 


,  3\in  .  i.rm  3/ Mb»  i 
Sin  — —  siii         t  os  -  ^  1  : 

aa        *u         ai  / 
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car  tous  les  termes  P„  P„  P„...  évanouissent  par  supposition,  et  les 
autres  Q,.  Q,.  Q,....  se  réduisent  i.  esin  ~.  rsin  — i  esin^^  

7a  lia  Tta 

Qu'on  i  hangt-  niaink-niuil  U*  piiKliiit  de  !i>ii~  ps^r  ainsi  que 

Ifs  produits  dt>s  sinu»  et  dc>s  cosinus  dos  autres  angles  multiples  en  de 
simples  sinus,  et  l'équation  ci-dessus  deviendra 

If  =  —  I  sin  —  SU)  i     -  ^1  — h  sin  sin    -  -f-  7;.- 1  — 

ml.     ia       \a       r  /  2  ■Jta        \  it       1  /  2 

sin  —  sin  [  =r  J  — h  sin  siii  1  1  — 

aa      \a      T  /  a  aa       \a      T  /  a 

On  démontrera  ici,  de  la  même  manière  que  nous  avons  fait  (38)  sur 
des  formules  semblables,  que  ces  deux  suites  infinies  sont  toujours  épates 

à  léro,  excepté  dans  le  cas  ob  ^    ^  dans  la  première,  et  ^  -  ^ 

dans  ia  sc'cuudu,  devieiiiit  iit  c^aux  à  :ii  ^'^  -1-  ssjis  dénotant  un  iioaibi'e 

quelconque  entier  positif  ou  uéfatif;  d'où  il  s'ensuit  que  la  vitesse  « 

dans  chaque  particule  ne  sera,  pour  ainsi  dire,  qu'iniitanlanée,  et  qu'elle 
n'obtiendra  jamais  aucune  valeur  réelle  que  lui-sque 


quels  que  soient  les  signes  qu'on  y  veuille  prendre. 
Celte  équation  conUent,  comme  on  le  voit,  un  certain  rapport  entre 

les  espaces  r  et  les  temps  /,  les  autres  quantités  X,  a.  H,  T,  S  demeurant 
constantes.  Elle  contiendra  donc  la  loi  générale  suivant  laquelle  se  fait 
la  propagation  du  son. 

55.  Pour  développer  cette  importante  matière  autant  qu'il  est 
nble,  imaginons  que  la  particule  D,  qui  reçoit  son  petit  mouvement 
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instantané  au  boni  du  temps  /,  soit  éloignée  par  DC  =  2  de  la  première 
particule  C  qui  a  reçu  l'impulsion  extérieure;  on  aura  doue 

laquelle  valeur  substituée  dans  l'équation  ci-dessus  donnera 
et  multipliant  par  a  et  transportant  les  termes. 

_i_  Ho/  . ,  .Ha/         ,  V  .      .  » 

±:-^  =  s-t-aM,    ou  bien  encore   :t -3|r- =  — (aX-i-«-f-a<a); 

el  ces  deux  é(|iiatiuns  salisferonl  loujniiis  fj^'alciiipnt  en  prenant  les 
signes  ambigus  oonime  on  voudra.  Or.  |)nis(|u<'  le  lcin|is  /  doit  t(Mijours 
«■tre  positif,  ranibiguili'  des  .signes  luuilx  ra  iiécessairfUK'iit  sur  la  (juaii- 
tilé  «,  qui  pourra  par  conséquent  avoir  des  valeurs  positives  et  négatives; 
d*où  il  suit  que  le  son  partant  du  point  C  se  propagera  également  de  pari 
et  d'autre  vers  A  et  vers  B.  De  plus,  il  est  visible  par  ces  formules  que  la 
communication  du  mouvement  d'une  particule  à  l'autre  sera  toujours 
uttiformet  et  qu'elle  se  fera  avec  une  vitesse  qui  ne  dépendra  en  rien  de  ' 
la  première  vitesse  e  imprimée  extérieurement,  puisque  l'expresnon  de 
celte  vitesse  ne  se  rencontre  nulle  part  dans  la  furmule  trouvée.  Voici 
donc  les  lois  que  les  sons  doivent  toujours  suivre  dans  leur  propagation. 

Vne  particule  quelconque  d'air  ébranlée  (i;ir  le  mouvement  d'oscilla- 
tion «l'un  corps  sonore  nit'llrii  en  mouvenicut  les  piirlictiles  circouvoi- 
sines,  et  celles-ci  les  ;iii(ri  i|tii  U  s  suivent  dans  les  fibres  reeiiligiu  s,  qui 
parlent  toutes  du  même  point  connue  d'un  centre  connuun:  ces  nniuve- 
nients  dans  eliaque  particule  seront  instantanés  et  se  communiqueront 
toujours  avec  une  même  vitesse  constante,  quelle  que  soit  l'impulsion 
que  la  première  particule  ait  re^^e,  d'où  dépend  la  force  ou  la  faiblesse 
du  son.  Ce  n'est  donc  pas  par  une  espèce  d'ondulation  que  le  son  se  pro- 
page, comme  l'ont  cru  jusqu'ici  tous  les  Physiciens  d'après  M.  Newton; 
en  efTet,  on  a  fait  voir  dans  l'Introduction  que  cette  hypothèse  est  insuf-> 
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lisante  pour  en  expliquer  let  princîprax  phénomènes»  et  qu*elle  est, 
outre  cel«t  sujette  k  beaucoup  d'autres  difficultés  qui  la  rendent  tout  3i 

fait  insoutenable. 

On  voit  «le  là  (jue  le  nombre  des  coups  d'air,  qui  viennent  fra|t|ier  nos 
organes,  doit  nécessairement  répondre  an  nombre  des  vibratimis  dt  s 
particules  ibîs  corps  sonores.  Donc,  pnis(|u<'  diuis  b>s  ci>rdes  (U'  n)iisit|iic 
bi  durée  de  leurs  vibrations  ne  dépend  <jue  de  h'ur  nal^ire.  et  nnUenicnl 
des  ébranlerotinlâ  extérieurs,  on  a  la  raison  pour  laquelU'  cliaque  cord« 
rend  généralement  toujours  le  même  ton.  quelle  que  soit  la  manière  avec 
laquelle  on  la  mette  d'abord  en  vibration,  ce  ton  ne  dépendant  que  de  la 
grosseur,  de  la  longueur  et  de  la  tension  de  la  corde,  comme  on  le  savait 
déjà  d'après  la  seule  expérience.  On  appliquera  encore  le  même  raison- 
nement aux  flûtes,  dont  les  mouvements  ont  été  ^trouvés  semblables  k 
ceux  des  cordes  vibrantes;  et,  n  on  veut  juger  par  analogie,  on  pourra 
l'étendre  à  tous  les  autres  corps  sonores  qui  ont  lieu  dans  la  nature,  el 
dont  les  oscillations  ne  paraissent  pas  susceptibles  d'une  juste  estimation 
analytique. 

56.  Mais,  pour  retourner  st  notre  formule,  on  a  posé  (35) 
par  conséquent  on  aura 


et  faisant  les  mêmes  suppositions  qu'au  n"  S2,  on  trouvera 
par  ce  moyen,  on  aura 

^-j —  =  — (aX -*--!-»- a«i), 
I.  17 
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d*où  l'on  tire,  par  la  difCèrenlialion. 


 —  ±rfa,   savoir   dt^  —     f  * 

qui  e.sl  l'expression  de  b  vitesse  absolue  <lu  sou,  soit  qu'il  se  propage  de 
C  vers  B  oa  delC  vers  A. 

On  peut  évaluer  cette  expression  comme  dans  le  ouméro  cité,  mais 
ad»  de  la  pouvoir  plus  commodément  comparer  avec  les,  formules  déjà 
connues,  il  sera  utile  de  la  réduire  aux  mesures  ordinaires  des  oscilla- 

« 

Uonsdes  pendules.  Soit  /  la  longueur  du  pendule  nmple  isochrone,  qui 
Fait  une  oscillation  dans  le  temps  T;  on  sait  qu'un  corps  pesant  parcourt 

un  espace  ^  dans  un  temps  qui  est  à  T  comme  le  diamètre  du  cercle  rat 

à  la  circonférence;  on  aura  donc  pour  ce  temps  —  »  cl  comme  les  espuees 
parcourus  en  tombant.sont  comme  les  carrés  des  temps,  on  aura  de  plus 

/ 

P  —  ^x" 

d'où  Ton  tire 


qui  donnera 

c*est  pourquoi  l'espace  parcouru  par  le  son  dans  le  temps  T  d'une  oscil- 
lation du  pendule  /  sera 

Il  est  k  remarquer  en  premier  lieu  (|ue  la  longueur  a  de  la  fibre  aérienne 
ne  se  trouve  plus  dans  cette -formule  de  la  vitesse  du  son,  d'où  il  suit 
qu'elle  doit  toujours  être  la  même,  soit  que  le  son  se  propage  dans  des 
lieux  ouverts  où  l'atmosphère  peut  être  considérée  comme  continuée  à 
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l'iiilini  de  toute  p;irt,  soit  iju'il  se  trouve  renfermé  (!;ins  des  il«''troits  qiiel- 
i-uiiques  uù  le»  libres  aériennes  ne  peuvent  être  que  d'une  longueur 
donnée. 

L'expérience  est  eiH'»»r«'  «l'accord  sur  ce  point,  de  l'aveu  de  tous  les 

Physiciens;  mais  il  y  a  plus  ;  la  foraiaie  que  nous  venons  île  trouver  est 
la  même  «pii  avail  déjà  été  donnée  par  MM.  Newton  et  Bemonlli.  et  dont 
les  résultats  se  trouvent  assex  conformes  k  la  vérité,  quoique  ce^  deux 
Auteurs  Taient  tirée  de  principes  insuffisants  et  même  fautils,  comme  on 
l'a  fait  voir  au  commencement  de  cette  pièce.  Pour  se  convaincre  de 
l'identité  de  ces  l'orniules  nous  n'avons  qu'à  OOUS  rappeler  la  Proposi- 
tion XLIX  du  n**  4-,  où  il  est  dit  que  le  son  doit  parcourir  un  espace  égal 
ii  la  cîrronrérence  du  «'erclc  dont  le  ravon  est  A  ou  bien  ni,  dans  le 
(enq)s  qu'un  pendule  <le  même  loii;;ueiir  tait  une  oscillation  entière  coni- 
ptisce  d'une  ailée  et  d'une  revenue;  donc.  (»uis<(ue  M.  Newton  supposa*  le 
niouvenienl  du  s(ui  uuil'unne,  et  que  les  temps  des  iiscillations  des  pen- 
dules sont  comme  les  racines  rarrées  de  leui-s  longueurs,  on  aura  pour 

le  rapport  de  l'espaee  parcouru  par  le  son  dans  le  temps  d'une 

oscillation  simple  du  pendule  nà,  à  l'espace  qu'il  parcourrait  dans  le 

temps  d'une  semblable  oscillation  du  pendule d'où  l'on  tire  pour 
cet  espace 

tout  de  même  comme  on  Ta  trouvé  par  notre  calcul. 

57.  Les  résultats  de  cette  formule  étant  assez  connus,  je  ne  crois  pas 
devoir  m'arréter  k  les  examiner.  On  sait  effectivement  qu'elle  ne  donne 
que  pieds  pour  chaque  seconde,  au  lieu  que  les  expérienceti 
moyennes  donnent  un  espace  «le  ii  4a.  Cette  différence,  quoique  asses 
grande  en  elle>méme,  ne  monte  néanmoins  qu'environ  à  de  Veih 
pace  total.  D'ailleurs  M.  Newton  expose,  dans  le  scolie  à  la  Pnpoti- 
tùm  XLIX  du  si'i-und  Livre  des  Principes,  quelles  peuvent  en  être  les 
raisons;  au  reste  il  ne  doit  pas  être  étonnant  que  la  tbéone  diffère  tant 

•7. 
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soil  peu  (le  l'cxpcrienr»'  à  l'ejïard  di  -s  f|ii;iiitili>s  alisolues;  car  on  sait  4|ii<' 
les  cxpcrieiues  toujoui's  assrz  (  <»iii|tli(|uef.s  iw  jH'uvciit  jaIIlal^  tuurnir 
(U's  données  siniphis  cl  dcbarrassL't's  di*  cuntlitiuns  élrangéres,  telles  que 
l'analyse  pui^>  les  demauderait. 

M.  Euler  a  donné  à  la  vérité,  dans  les  endroits  cités  dans  Tlntrodac^ 
tion,  une  formute  plus  approchante  du  vrai,  qui  est  d'un  espace  égal 
il  /i^nBi  ce  qui  revient  à  laas  pieds  par  seconde  dans  les  plus  grandes 
chaleurs,  et  k  1069  dans  les  plus  grands  froids.  Mais  comme  cet  Auteur 
n'a  pas  laissé  voir  Tanalyse  qui  l'a  conduitk  ce  résultat,  nous  ne  pouvons 
porter  aucun  jugement  là-dessus.  Je  remarquerai  seulement  que  H.  Euler 
suppose,  sans  le  démontrer,  .que  chaque  globule  d'air  subisse  des  dilata- 
lions  et  des  contractions  succesMves  qui  se  oommuniiinent,  suivant  les 
lois  do  la  communication  du  mouvement,  aux  particules  contenues  dans 
la  même  tîhre,  avec  une  vitesse  constante  et  la  même  |)our  loii»^  les  sims 
soil  forts,  soit  faibles  \voyez  la  l'/irsr  citée  '  .52  ,  nii  il  ;t  ilnniir  la 
prcinicre  l'ois  la  formule  qu'il  a  cii>uite  re|)clée  dans  la  Dissertation  du 
Feu],  ce  qui  peut  servir,  pour  le  dire  en  passant,  k  faire  voir  de  combien 
notre  théorie  doit  être  |Nréférable,  malgré  son  inexactitude  sur  ce  point. 


,  CHAPITRE  II. 
»B  tA  aÉriisiox  nv  son,  ou  »bs  icnos. 

38.  Nous  avons  trouvé  dans  le  Chapitre  précédent  que  les  lois  de  la 
propagation  du  son  sont  contenues  dans  les  deux  tbrumies  générales 

±  —  =  J  -»- 

—  =  — (a -».aX-»>!i««). 

Or  il  y  a  ici  trois  cas  à  distinguer  : 

Quand  l'air  est  tout  à  fait  libre,  ce  qui  donne  a  s  »  et  X  »  ce  : 
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9*  Quand  Tair  n'est  libre  que  d'un  côté»  par  exemple  quand  il  y  a  au 
point  A  de  la  fibre  aérienne  un  obstacle  invincible  qui  lui  aert  d'appui  ; 

dans  ce  cas  on  aura  de  même  a  —  x  ,  mais  l'X  qui  est  égal  à  AC  sera 
fini,  puisqu'il  dénote  la  distance  du  corps  sonore  k  l'obstacle  qui  est 

«•Il  A; 

>  Quand  les  lil)rcs  di-  l'air  sont  Icrminét-s  des  deux  coti  ^  des 
()l)sta('lcs  iiii'lH  aiilaldi's  :tu\  «'xli  rmitôs  A  «'t  H,  ou  aiii  a ,  dans  (  c  <  ;is,  a  iiiii 
«'t  cj^al  a  la  di>*(aii<  «'  ili's  deux  ohstarlrs,  cl  \  sria  df  mëiiu*  tiiii  i;l  expri- 
iiiora  la  distaïu-e  du  cor|»s  sonore  au  prt'inii'r  obslacle  A. 

Examinons  avec  soin  ces  cas  l'un  après  l'autre.  Soient  en  premier  li«u 
asoe  etXsao;X  sera  un  infini  moindre  que  a,  parce  qu'on  doit 
toujours  regarder  la  libre  comme  infinie  de  part  et  d'autre  du  point  C; 

ainsi  l'on  aura  X  b  ^»  et  les  deux  équations  ci-dessus  deviendront 

,  / 1 2.  n/i  II         .       ,  .  , 

—  — —        {%9  A- t)à\. 

Il  est  visible  <|iit',  a  étant  iulini,  le  temps  t  ii'ohliendra  des  valeurs  tiiiies 
que  dans  la  prcinicre  de  ces  équaliuns,  et  daus  le  ciis  de  «  =  o;  car  ou 
a  ici 


où  l'alternative  des  signes  est  nécessaire  afin  que  le  temps  (  puisse  tou- 
jours être  positif»  soit  que  i  soit  positif  ou  négatif.  Donc  il  n'y  aura  dans 
ce  cas  qu'un  instant  donné*  dans  lequel  chaque  particule  soit  éluranlée; 
d'où  il  s'ensuit  que  dans  l'air  tout  à  dit  lilm  le  son  sera  uni(|ni',  et 
qu'on  cessera  de  l'entendre  quand  le  corps  sonore  aura  fini  ses  vibrations. 

59.  Supposons  en  second  lieu  a  infini  et  X  fini  :  on  tirera  des  valeurs 
finies  de  t  des  deux  formules  générales  en  posant  «  as  o;  la  première 
nous  donnera 
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et  la  seconde 

(]li:i(Hii'  particule  sera  dont-  cht-inltV  doux  fois  de  suite:  \e  premier 
('hranlcmcnt  arrivera  ooninu*  tlaii.>  le  cas  précèdent,  lé  seroiid  lui  suceé- 
dera  après  un  intervalle  ilf  tt-iiips  fini,  <|ni  dépendi-a  des  deux  distanee» 
X  et  z.  Doni  ,  (juatid  il  se  (nmvc  nii  (dtslarle  (pieleontinc  <|iii  [m  iil  liMMni- 
iier  les  tilncs  aérifnnfï>  d'un  eùte.  il  se  t'niinfia  une  icpctitidii  du  niènir 
s(Hi,  laquelle  sera  distinguée  du  son  priniitiT  si  l'intervalle  du  temps 
entre  l*nn  et  l'autre  ne  se  trouve  pas  moindre  de  ^  de  seconde,  qui  est  le 
moindre  espace  requis  pour  que  l'oreille  puisse  percevoir  distinclement 
deux  sons  successifs. 

Pour  mesurer  au  juste  cet  intervalle,  on  distinguera  deux  cas  :  lorsque 
s  est  positif,  et  lorsqu'il  est  négatif.  Dans  le  premier,  on  aura' 

1  =   =    et    /= — ^=s==— » 

dont  la  ditTérenee  est 


dans  le  second,  on  aura  de  même 


ei   .  = 

tlonl  la  ilillerenec  se  trouvera 

(j'ile  différence  sera  donc  dans  le  premier  cas  égale  au  temps  que  le 
même  siiu  mi  t  à  parconrir  un  espace  aX,  et  dans  le  second  éjjale  au 
tentps  qu'il  lui  faudrait  pour  |»ariourir  l'espace  aX  —  a;.  Or.  comme  le 
sou  (|ui  part  du  point  C  {Jig-  i  à,  p.  121  j  se  propape  de  pari  »i  d'autre,  on 
concevra  riairement  la  formation  du  son  repété,  si  l'un  imagine  que  celui 
qui  est  propage  vers  A  soit  pour  ainsi  dire  réfléchi  par  le  point  A,  et 
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qu'il  retourne  en  arn<  r«>  :)v<m  la  même  vitesse;  ainsi,  lorsque  s  est  positif 
et  que  i'oreille  est  en  D  de  l'autre  part  de  l'obstacle,  elle  recevra  premiè- 
renicnl  l'impression  du  son  (|ni  îï  pareonni  l'espace  CD,  ensuite  elle  ser« 
de  nouveau  trappcf  par  un  semblable  son,  qui  aura  parcouru  l'espace 
tlA  -i-Al),  savoir  9<]\  -h  (JD,  ce  (|ui  (loniie  |i['t''(  iséini'nt,  jioiir  la  diffé- 
rence des  temps,  un  temps  proportionnel  à  l'espace  aCA  —  aX.  Au  l  oii- 
traire,  si  z  est  négatif  et  que  l'oreille  soit  placée  en  D'  entre  le  corps 
sonore  et  ^obstaclet  ce  sera  le  même  son  <pii  part  de  C  vers  A  qui  se 
fera  entendra  deux  fois;  le  premier  temps  répondra  k  Tespaoe  CD'  =  s, 
et  lé  «eeond  à  l'espaee  CA  +  AD  »  aX  —  dont  rinlervalle  répond  au 
juste  à  l'espace  aX  ^  as. 

.  Le  phénomène  de  la  répétilion  du  même  son  est  un  des  plu»  connus 
dans  la  nature;  on  l'appelle  ordinain'inentÀik»,  et  Ton  voit  en  effet  qu'il 
est  produit  par  des  obstacles  quelconques,  qui  interceptent  le  son  et 

rohli{<enl  pour  ainsi  ditv  à  rebrousser  chemin:  tels  sont  par  exemple  les 
moiiiaj(ncs,  les  bois  épais,  les  rochers,  les  cavernes  et  même  le«  Duéeti 
qui  se  trouvent  si  cote  des  corps  sonores. 

60,  Mais  achevons  l'examen  de  nos  formules  et  passons  an  troisième 
cas,  où  a  et  X  sont  deux  quantités  finies.  Il  est  d'ahoni  évident  que  les 
deux  équations  nous  douncront  ici  une  infinité  de  valeurs  pour  le  temps/ 
qui  répoiidiiiul  a  aulaiil  il'instants  oii  une  niénn-  particule  d'air  sera 
remuée.  Pour  les  développer,  sup|)osons  successivement  s  égal  à 

un  tirera  de  la  première  équation 


✓««Ait  * 
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La  seconde  nous  donnera 

■.■,_-T(»-»-aX-t-4«) 

On  conclut  de  là  que  quand  les  fibres  sonores  de  Tair  sont  terminées 
des  deux  côtés  par  des  obstacle^  immobiles,  qui  en  appuient  et  sou- 
tiennent l«>s  extrémités,  il  doit  pour  lors  y  avoir  une  intînitr  de  ropéii- 
tions  (lu  in('-ni«'  son,  s;* voir  un  écho  composé  qui  durerait  toujours,  si 
h  ronslihition  de  t  <■>  (ibn's  ne  pouvait  jamais  être  all«'T»''t'.  Pour  (  (in- 
naifr*'  l;i  prn^'it'ssinn  div»  k'm|»s  au  liinit  dt'S(|uels  doit  se  taire  une  des 
rejjetitious,  nous  reuiarquerons  (|ue  elnu  uii  cles  temps  /,  dans  les  é(jua- 
tii»ns  préeédentes.  est  égal  au  lenips  que  le  &ui\  emploie  à  pareourir  les 
espaces  eorr<^spondants 

« -f- sa,    z  — aa,...,     et    J-t-aX,    «-t-aX-naa,    a aX —  »«,... . 

Donc,  si  l'on  considère  toujours  ces  espaces  [)usitifs,  on  pourra  les  repré* 
senter  par  les  parties  de  la  ligne  Afi  de  la  manière  suivante  : 

Pmnièf»  «Mie. 

CD, 

CB  -4-  BA  H-  AD, 
CA    AB  -f-  BD, 

ce  4-  BA  -h  \B  -h  BU. 
CA  -I-  AB  -4-  BA  +  AD, 


Seconde  série. 
CA  AD, 

r.A  ^  vB-i-BA  +  AD, 
CB  BD, 

GB<4>BA<i-AB-i-BI>, 


Digitized  by  Google 


ET  LA  PROPAGATION  DU  SON. 
Si  Ton  conjoint  ces  deux  séries,  on  en  tirera  ces  deux-ci  : 
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CD. 

CB  -+-  BD, 

CB-i-BA-»-AB, 

CB  B A  4-  AB  4-  BD. 


CA  +  AD. 

CA  -4-  AB  BD. 

CA  -f-  Afi  -f-  BA  -4-  AD. 


nalurp  el  l'arrangement  des  termes  qui  composent  ees  propressions 
font  assez  (  nnnititre  t  omnifiit  li^  inrDir  son,  qui  part  du  <  orps  sonore  qui 
<'^t  fil  (',.  doit  ri-Vfiiir  plu^ii  in^  toiv  frapper  l'oreille  au  nit  iiie  endroit  D. 
(>ar  on  voit  aist-nient  que  la  pn  inii  re  de  ees  dernit'res  suites  exprime  le 
ehemin  du  son  propagé  de  C  vers  B,  et  réiléchi  d'abord  par  l'obstacle  B, 
ensuite  par  A,  et  de  nouveau  par  B»  et  ainsi  à  l'infini.  Au  contraire  la 
seconde  exprime  de  même  les  lois  des  allées  et  revenues  du  son  qui, 
partant  du  même  endroit  C*  se  meut  d*abord  vers  A,  d*où  il  est  ensuite 
porté  vers  B,  et  de  là  de  nouveau  vers  A,  et  ainsi  alternativement.  Et  ces 
deux  sons  achî^vent  pour  ainsi  dire  leurs  mouvements  dans  le  même 
espace  AB  et  dans  le  même  temps,  sans  se  troubler  ou  s'en tre-em pécher 
en  aucune  façon  dans  leurs  rencontres.  Donc,  toutes  les  fois  que  chacun 
d'eux  passera  par  le  même  point  D,  on  entendra  dans  cet  endroit  une 
répétition  ou  bien  un  écho  du  son  primitif. 

('/est  ainsi  que  se  forment  les  échos  composes  qui  répi-tent  plu.sicurs 
fois  le  même  son,  en  diiïéreuts  temps  qui  ne  sont  pas  toujours  é^aux 
entre  eux,  selon  que  le  corps  sonore  et  le  point  d'où  l'on  veut  entendre 
récho  se  trouvent  différemment  placés  sur  la  ligne  ijui  joint  tes  deux 
obstacles. 

61.  Les  Phvsii  ifus  rapportent  quelques  exemples  de  ces  échos  com- 
posés, entre  hxjucis  il  en  est  qui  répètent  le  iiit  nn  mui  plus  de  cinquante 
i'uis  de  suite,  et  on  observe  toujours  qu'ils  sont  produits  par  des  murs  ou 
I.  i8 
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des  rochen  ou  d*autr««  obstacles  qnelconqnM  situés  presque  vis^Mris. 

La  plupart  d'entre  eux  ont  cru  pouvoir  expliquer  ces  phénomènes  par  la 
théorie  de  la  rt'flexion;  r:u\  ilisi  iit-ils,  les  particules  de  Tair  qui  est  en 
vibration,  n'ncontrant  des  obstacles  invincibles,  sont  réfléchies  à  peu 
près  comme  on  conçoit  (|uc  le  sont  les  rayons  <le  la  lumière  par  les  sur- 
face;, unies  lies  miroirs;  et  cette  explication  parait  «l'autant  plus  plau- 
sible, qu'on  trouve  en  effet  par  expérience  (jue  l'intervalle  du  tctiip> 
écoulé  entre  deux  sons  consécutifs  est  précisément  tel  qu'il  le  faut,  pour 
que  le  son  principal  puisse  être  réfléchi  par  les  obstacles  donnés  et 
revenir  k  l'oreille. 

Cependant,  à  examiner  la  chose  h  fond,  ou  sera  obligé  de  convenir  que 
le  principe  de  la  réflexion,  comme  on  la  conçoit  ordinairement  dans  le 
choc  des  rorps,  ou  dans  la  lumière,  est  ici  un  principe  tout  à  fait  illu- 
soire. Car  l'expérience  nous  n)ontre  que  l'echo  ne  dépend  en  rien  du 
poli  (le  la  surface  renéchissante,  puisqu'il  arrive  (jue  dos  surfaces  en 
apparence  polies  ne  produisent  point  d'écho,  au  lieu  i\u'<iu  l'entend  sou- 
vent dans  dr>  lieux  remplis  de  mille  inégalités.  Kn  effet,  comment  con- 
cevoir que  des  rochers,  des  forets,  des  nuées,  soient  propres  à  produire 
dans  l'air  une  réQexiuu  semblable  k  celle  des  rayuus  di*  la  lumii're 
sur  les  miroirs?  Rien  donc  n'est  moins  fondé  que  cette  catuptnqiu  des 
sons,  que  Ton  a  inventée  pour  rendre  raison  des  propriétés  de  l'écho. 
M.  d'Âlembert  est  peut-être  le  premier  qui  ait  senti  l'insuffisance  de 
cette  théorie,  dans  VEtteyekpédie,  ap  mot  Écho.  Mais  ni  lui,  ni  aucun 
autre  que  je  sache  n'a  jamais  entrepris  de  donner  des  explications  plus 
fondées  de  ce  phénomène. 

La  théorie  que  nous  venons  de  déduire  de  nos  formules  est,  ci*  me 
semble,  liiul  il  l'iiil  à  l'abri  de  ces  diflinilles;  (  ar  il  tie  f;iii(  autre  eliose 
pour  produire  l'ecliu,  sinon  «jue  les  extrémités  des  lilnes  aériennes 
sonoH's  trouvent  un  a|q)ui  tixe.  de  quelque  nature  qu'il  soit.  S'il  n'y  a 
qu'un  obstacle  d'un  côté,  le  son  ne  sera  n'uvové  qu'une  fuis;  c'est  l'écho 
simple.  S'il  y  en  a  deux  qui  terminent  la  fibre  de  part  et  d'autre,  les  sons 
seront  renvoyés  réciproquement,  ce  qui  formera  des  échos  composés  qui , 
dureront  autant  que  la  constitution  des  fibres  sonores  pourra  subsister; 
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M  donc  ces  sortes  d'échos  durent  plus  od  moins,  ce  sont  toujours  quel- 
ques ciroonslsnces  extérieures  qui  en  sont  cause.  Mais,  dirs-Uon,  pour* 
quoi  n'enteiul-oti  pas  d'«'clio  loules  les  fois  que  l'air  csi  renft'imé  entre 
quelques obsliK- les?  Li-s  Physiciens  ont  déjà  répundu  à  (-clic  dilTiculté  en 
faisant  voir  qu'il  faul  une  eerlaiiie  dislanee  entre  le  point  d'où  l'on  veut 
entendre  réchn  et  i'idistaele  (jui  doit  le  renvoyer,  de  luciiie  (|ii'eiilre  le 
eorps  Minore  et  <'et  obstacle,  atin  (pTiMi  |tni>s<'  le  dislin^ner  du  son  pri- 
mitit'.  Sans  eela  le  son  relleclii  se  eonlond  entièrement  a\ee  le  diret  I  t  l 
ne  fait  qu'en  augmenter  la  furie,  eoninie  uu  l'obsemi  tuus  les  jours.  Il 
faut  de  plus  que  Teepaee  (jue  Técho  doit  parcourir  ne  soit  embarrassé 
par  aucun  corps  qui  eo  empêche  la  propagation.  Lorsque  ces  conditions 
auront  lieu,  je  ne  doute  pas  qu*ll  n'y  ait  toujours  des  échos;  la  construc- 
tion des  échos  artificiels  est  appuyée  sur  ces  seuls  principe». 
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62.  Je  n'ai  traité  jusqu'iei  de  la  propa^'ation  du  son  cpie  dans  le  ras 
«l'un  seul  i  orps  sonore  (pu  i  oininnnitiue  ses  viliralions  anx  parties  con- 
tijîues  de  l'air;  il  nous  re5>te  à  voir  si  les  lois  trouvées  ont  de  même  lieu 
quand  plusieurs  sons  sont  excités  en  même  temps  dans  divers  eudruits. 
et  en  quelle  manière  ces  sons  peuvent  se  répandre  dans  le  même  espace 
sans  ,  se  troubler  ou  se  confondre  en  aucune  façon,  comme  nous  le 
montre  Texpérienee  journalière. 

Concevons  donc  dans  la  même  fibre  aérienne  sonorv  AB  {Jlg.  iG) 

Fi|.  16. 

4 

k  'é    '■      »        er  .   <r  l 

divers  points  physiques  CrC  C,....  qui  soient  frappés  en  même  temps 
par  des  corps  sonores,  qui  diffèrent  les  uns  des  autres  comme  on  voudra  : 

18 
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soient  reprAwntées  par  e„  e,,  e,,...  les  impuInoiM  on  les  vîteneB  com* 

muniqiKTs  à  ces  points,  et  qucX,,  X„  X,,...  désignent  leun  distances 
AC,  AC,  AC",...  (le  la  première  extn  initô  donnée  A,  on  trouvera,  pour 
la  vilt'sso  //  d'un  point  quelconque  1)  de  la  même  filtre  qui  est  éloigné 
de  A  par  l'ititervalle  AD  =  x,  l'expression  générale  suivante  : 


m  V 


X,ro  .   jrtn  /Hsj 

sin  sin  —  cos  — =- 

aa       aa  aT 


2C,  ( 


,    .rc7  tWrs 

Sin  sin  —  cos  — =c- 

aa       aa  aT 


4- sin 

aX,p 

sin 

axo 

COS 

aa 

■>a 

aT 

4- sin 

3XiW 

sin 

3XB 

cos 

3(He 

aa 

aa 

aT 

sin 

sin 

2XCT 

ros 

aa 

aa 

aï 

-»-Sln 

sin 

(OS 

3/llc; 

7.n 

•Art 

•fsin 

aX»D 

Sin 

axv 

cos 

3/lIa 

ma 

aa 

aa 

•i-sin 

SXiBT 

sin 

3x01 

f.a 

cos 

3/Hcj 

a« 

•) 


On  ramènera  ces  expressions  à  la  forme  de  celles  du  n**  5i,  et  il  vien- 
dra, comme  il  est  aisé  de  le  voir,  une  suit»-  fh*  formules  toutes  semblables 
entre  elles,  et  semblables  à  celle  qu'on  a  trouvée  pour  le  cas  d'une  seule 
impulsion  donnée  c.  Or,  afin  de  connaître  ce  qui  arrivera  lorsqu'une 
même  particule  d'air  sera  ébranlée  par  plusieurs  sons  divers,  il  faut 
chercher  la  valeur  de  u  au  moment  de  l'ébranlement*  et  en  suivant  le 
même  procédé  qu'on  a  enseigné  (38).  on  trouTera  que  chaeone  des 
expressions  qui  composent  la  valeur  générale  de  u  se  réduira  à  dbc„ 
±.  e^,  ±.  tft,...,  selon  que  le  temps  i  répondra  aux  formules 
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OÙ  il  est  à  remarquer  que  l'altirnative  dt-s  .signes  des  quantités  c,,  c,, 

c,,...  doit  répondre  exactement  à  celle  des  quantités  ^  +  2«. 

On  voit  de  là  que  lorsqu'il  n*y  a  qu'une  de  ces  équations  qui  soit  véri- 
fiée» u  retient  la  même  valeur  c  qu'il  a  eue  au  commencement;  mais 
quand  plusieurs  ont  lieu  en  même  temps,  la  valeur  de  u  devient  corn* 
posée  des  prcmihres  valeurs  c, ,  c,,  c,,....  Done,  puisque  charune  des 
équations  répond,  pour  ainsi  dire,  à  <  li;irun  des  sons  particuliers  pro- 
pagés ensemble,  cette  propagation  se  Cera  toujours  de  la  nit-nif  rrctnit'i-e 
par  rapport  à  chacun  d'eux,  comme  s'il  eut  été  seul,  el  il  se  mniiiniiii- 
quera  d'une  particule  à  l'autre  la  même  impulsion  qui  u  été  produilc  par 
le  corps  sonore  ;  par  conséquent,  lorsque  deux  ou  plusieurs  sons  se  ren- 
contreront, la  particule  d'air  qui  se  trouve  dans  leur  point  de  rencontre 
recevra  une  impulsion  composée  des  împuinons  pardculibres  qui  con- 
stituent la^nature  de  chacun  d'eux;  et  passé  ce  moment»  ils  continueront 
leur  chemin  comme  auparavant,  tout  de  même  comme  on  a  vu  qu'il 
arrive  dans  les  échos  composés. 

63.  Nous  avons  donc  trouvé  dans  nos  formules  le  développement  d'un 

des  principaux  points  de  la  théorie  du  son,  qui  regarde  la  manière  avec 
laquelle  l'air  esf  capable  de  transmettre  à  l'oreille  s^m  mélange  les  im- 
pressions de  plusieurs  sons  différi'nts.  Celte  vérité,  qui  e.si  une  des  plus 
connues  par  expérience,  a  cependant  embarrassé  si  fort  les  Fiiysiciens 
jusqu'à  présent,  que  les  plus  iiabiles  ont  été  obligés  de  recourir  à  des 
systèmes  pour  en  rendre  raison.  Les  principaux  se  réduisent  à  deux  : 
celiû  du  mélange  des  vibrations  isochrones,  proposé  par  H.  Daniel  Ber> 
noulli»  et  celui  de  la  différente  élasticité  des  parUcules  de  l'air,  inventé 
par  M.  de  Sbûran.  Pour  ce  qui  est  du  premier,  noua  en  avons  vu  rinsuffl- 
sanee  dans  le  Qiapitre  V.  A  l'égard  de  l'autre,  il  suffira  de  remarquer 
que  la  difKftrente  nature  des  particules  de  l'air  ne  peut  influer  que  sur  Is 
vitesse  du  son,  comme  il  résulte  de  la  formule  donnée  (56);  mais  que 
pour  ce  qui  est  de  leur  ébranlement,  il  ne  dépend  que  de  la  nature  du 
corps  sonore,  dont  les  parties  frappent  dans  leurs  oscillalioas  indistincte- 
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ment  louU»  celles  de  Pair  contigu.  On  peut  voir  dans  l'article  Fonm- 
xBffTAL  de  VEnq^ebpédie  les  autres  raisons  qui  rendent  ces  deux  systèmes 
insoutenables;  c'est  pourquoi  je  ne  m*y  arrêterai  pas  davantage. 

64.  Nuus  venons  de  voir  qui*  la  |i:4rti(  iil<>  d'air  (|ui  se  trouve  dans  la 
n'ncoiifrc  fie  <l('ux  sons  rcn>il  nii  •■l>r:ni!i'iiiftit  dillfrcnf  de  (■«■lui  (|ni  es! 
pniiliiit  (liif  rli:i<|iH'  MOI  <Mi  |i;iiliiiiliff  :  ilon<  .  si  les  sons  sdiit  d<'  IpIIp 
iiatui'P  (jiif  Icniis  \  ilo'iitions  roixoon  ni  liuijuui  ■>  ajUTS  un  ct  i  tain  temps 
dtinno.  rimprt'ssiun  suivie  el  ré^ulicii'  de  rcs  «'branlpiniMilH  coniiutsfii 
pourra  être  distinguée  des  autres  impressions  particulières,  et  une  oreille 
assez  exercée  entendra  un  troisième  son,  dont  le  rapport  avec  les  autres 
se  trouvera  en  comparant  le  nombre  des  vibrations  particulières  que 
chacun  d'eux  achève,  entre  deui  concurrences  succes^ves.  On  devra 
donc  entendre  ce  troisième  son  précisément  au  point  milieu  de  la  ligne 
qui  joint  les  deux  corps  sonm  os,  parce  que.  les  sons  ayant  toujours  une 
même  vitesse,  c'est  lii  (pi' ils  doivent  nécessairement  se  rencontrer; 
•  ependant.  si  l'on  considi  i  c  hi  masse  continue  de  l'air,  on  voit  que  chaque 
parlit  ule  d'une  tihre  sonore  doit  être  considérée  lonniu*  le  (  eiitie  d'une 
iutinité  d'antri  s  fibres,  auxquelles  elle  peut  aussi  communiquer  du  mkui- 
vement,  ce  qui  tait  que  le  son  se  |)ropage  en  tous  sclis:  d'oii  il  suit  que 
rébraiilcuient  composé  pourra  être  de  même  porté  à  l'oreilie  dans  une 
intînilé  d'autres  endroîts«  quoique  avec  moins  de  force  et  moins  distinc- 
tement, k  cause  de  la  diminution  et  de  l'altération  causées  par  les  résis- 
tances des  particules  hétérogènes  dont  toute  la  masse  de  l'air  est  par- 
semée. 

Il  faut  une  extrême  finesse d'oreille  pour  percevoir  ces  sons  composés; 
aussi  n'y  a-l-il  que  quelques-uns  des  plus  habiles  artistes  qui  les  aient 
iveonnus.  M.  Tarlini  est  le  premier,  que  je  saclic.  qui  se  soit  alfaclié  à 
les  examiner  avec  soin,  comme  on  peut  le  voir  dans  son  Tniili  de  Musique 
iiuprime  a  Padnue  l'année  1754.  eéléhre  Auteur  nous  apprend  (|u'eu 
tirant  d'un  uiéiiie  instrument  ca-|)al)le  de  tenue,  comme  les  violons,  les 
trompettes,  etc.,  deux  sons  k  la  l'ois,  ou  bien  en  les  tirant  de  deux  instru- 
ments éloignés  l'un  de  l'autre  de  quel(|ues  pas.  on  en  entend  un  troi- 
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aième,  qui  «st  d*«aunt  plus  sensible  qu'on  se  rapproche  plus  du  point 
milieu  de  l'intervelle  donné. 
Après  beaueoap  d'expériences  sur  ce  sujet,  M.  Tartini  conclut  que  si 

l'on  considère  la  suite  des  fractions  'y  B'  "*     qu'on  ajuste 

autant  de  sons  qui  aient  le  même  rapport  entre  eux  que  les  termes  de 
cette  suite,  deux  sons  voisins  quelconques  produiront  toujours,  pour 

troisiëmi^  son,  le  premier  son  (jui  répund  au  terme  ~  Or,  en  examinant 

l:<  i  iHM  iiircm  c  des  vil)r;ilinn.s  de  Iniis  ces  Mtn.s,  on  Ironvn  (ju'elle  ne  peni 
;»\()irlii  ii  i|ii'a|irt  s  un  riiiml)re  de  vibrations  ('7:1 1  ;ni  ili  iiominateur  de  la 
fraetitm  (|ui  exprime  les  sons  eorrespondants ;  mii^i  les  deux  sons  i-xpri- 

més  par  g  et  par    ne  d(>vieinient  eoneurreulit  qu'après  i  in<|  \  il)i  atinns 

du  premier  et  six  du  seeond,  et  ainsi  des  autres;  d'où  il  s'ensuit  qu'en 
eomparanl  le  nombre  des  eonrurrences  au  nombre  des  vibrations  de 
«  Inique  son  partiiulier.  le  troisième  son  produit  par  deux  de  la  série  pre- 
(cdenlf  devrait  toujoui-s  être  cxjirimé  par  1.  n-  (|ui  dduue  |iroprenH'nl 
Toetave  de  eelui  qui  est  resuite  à  M.  Turlini.  Mais  un  sait  que  la  ditle- 
reuce  «otre  un  son  et  son  octave  est  Houvent  in»ensible  st  i'ureille,  par  la 
fadKlé  naturolle  que  nous  avons  de  les  confondre  ensemble;  donc,  si  l'on 
subsdtue  au  troisième  son  de  H.  Tartini  son  octave  au-dessous,  les  résul<- 
tats  de  ces  expériences  deviendront  en  tout  conformes  à  ceux  que  nous 
donne  notro  théorie.  On  doit  étro  d'autant  plus  porté  à  admettre  cet 
érhange  d'un  son  dans  son  dclave.  »jue  M.  Serre,  dans  son  cuivrage  sur 
Ira  Principes  de  tBamtium  de  1763,  en  faisant  mention  des  expériencvs 
de  M.  Tartini,  nous  rapporte  que  les  troisièmes  sons  produits  par  des 
lien  i's  toajciirrs  et  mineures  se  trouvent  précisément  à  l'octave  iiMittiede 
eeux  de  M.  Tju  lini. 

Nous  avons  parlé  plus  haut  de  l'expérience  des  battements  de  iM.  Sau- 
veur, et  nous  avons  vu  qu'ils  répondent  exactement  aux  concurrences 
des  vibrations;  il  y  a  donc  tout  lieu  de  croire  qu'ils  sont  de  même  formés 
par  ta  nncontre  de  deux  sons,  et  qu'ainsi  leur  explication  dépend  entiè* 
fement  de  la  théorie  que  nous  venons  de  donner.  Il  est  donc  .vraisem- 
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blabic  que  le  troisième  son  de  M.  Tartini  n'est  produit  que  par  une  suile 
de  battements,  et  dans  ce  cas  il  est  très-aisé  de  reconnaître  que  le  troi- 
siiMTie  son  doit  avoir  avec  les  deux  sons  priinitils  le  rapport  que  nous 
avons  <  i-dt'ssus  ctahli. 

(le  sfiiiil  ici  le  lieu  d'examiner  la  nature  et  la  source  des  con-->uiinances 
et  des  dissuiiauces:  niais  il  faut  avouer  que,  malgré  les  elTorts  de  plu- 
neurs  faabîlei  musiciens,  on  n'est  pas  encore  parvenu  à  établir  ib-dessus 
des  fondements  constants  et  généraux.  M.  Sauveur  est  dans  l'idée  qu'un 
accord  plait  d'autant  plus  à  l'oreille  que  ses  battements  sont  plus  fré- 
quents, et  qu'ils  restent  pour  cela  moins  sensibles;  d'où  il  suit  que  les 
accords  consonnants  doivent  être  précisément  ceux  dont  les  vibrations 
sont  les  plus  concurrentes,  et  qu'au  contraire  les  accords  deviendraient 
dissonants  lorsque  la  concurrence  des  vibrations  est  telle,  qu'elle  peut 
aiscriii  lit  <'lrc  iM-rçue  par  l'oreille.  M.  Tartini  tire  aussi  tic  ses  expériences 
ilu  iinivK  jiu'  Sun  plusieurs  ciuiséquenccs  pour  la  nature  de  l'harmonie. 
Il  prétend  que  le  troisii^me  son  est  toujours  la  vraie  basse  dont  les  sons 
particuliers  sont  les  dessus,  et  c'est  sur  cela  qu'il  a  principalement  l'onde 
son  système  de  Musique.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  au  moins  certain,  par 
ce  que  nous  venons  de  démontrer,  que,  de  quelque  façon  qu'on  prenne  la 
chose,  la  concurrence  des  vibrations  en  est  toujours  le  fondement, 
quoique  présentée  sous  des  points  de  vue  différents;  nous  verrons  encore 
ci-après  que  le  principe  de  l'bannonie,  qu'on  prétend  trouver  dans  la 
nature  même  des  corps  sonores,  revient  encore  à  celui-ci. 

Lorsque  les  parties  dt  v  <  nrps  sonores  sont  ébranlées,  l'air  reçoit 
autant  d'impressions  successives  que  ces  parties  loiil  de  vibrations,  et 
ces  impressions  se  répandent  partout,  sans  se  multiplier  ou  se  troubler 
en  passant  d'une  particule  d'air  dans  l'autre.  Donc,  si  le  corps  sonore  est 
de  telle  nature  que  les  vibrations  de  ses  parties  commencent  toutes  et 
s'achèvent  toujours  dans  le  même  temps,  l'oreille  sera  frappée  è  la  fois 
par  plusieurs  petits  coups  qui  se  succéderont  par  des  intervalles  de  temps 
égaux,  et  celte  uniformité  d'impressions  produira  ce  sentiment  agréable 
qu'on  appelle  son;  au  contraire,  si  les  vibrations  des  parties  du  eorps 
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sonocc  (lilTiTcnl  les  niirs  des  itulivs,  c'ost-ii-dirc  (|ir('llfs  m-  snicul  |»;is 
toutes  (rr;;:ilf  (luri't*.  iiolrt'  or^'iiiic  rcocvni  à  rliafint'  inslaiit  do  clniiiile- 
nienLs  {lilTfri'iils,  vl  on  iri-iilctuini  dans  vv  ras  (|ii'uii  l»ruit  «'onliis.  Cclti' 
vérité,  qui  a  été  dès  longtemps  reconnue,  est  une  suite  nécessaire  de  ce 
que  l'on  a  démontré  sor  les  mouvements  des  cordes  inbranles  et  sur 
ceux  des  fibres  élastiques  d'air;  car  on  éprouve  tous  les  jours  que  les 
cordes  qui  produisent  les  meilleurs  sons  «ont  toojoun  celles  qui  ont  une 
plus  grande  uniformité  dans  toute  leur  extension*  ce  qui  les  rend  plus 
(•apal)h's  des  mouvements  réguliers  et  isochrunt-s  que  nous  nvons  déter- 
minés <|;iiis  le  Chapitre  VII.  Ainsi  rexpiioation  du  son  et  du  Imiii,  <]iii- 
quelques  Ault'iirs  ont  voulu  donner  en  disant  que  tout  bruit  t-sl  i/ri,  et 
qu'ail  <  niiti;iirr  (nul  son  ost  coinfiost.  IoiiiIm-  ici  d'clU'-niénie,  puisqu'elle 
est  t»»ul  it  lail  o|(|>oscr  à  ce  (|ii('  nous  venons  île  demonlrer. 

Supposons  à  présent  <jue  pendant  qti'une  rorde  résonne  il  v  ait  près 
d'elle  plusieurs  autres  cordes  tendues,  il  est  clair  que  l'air  ébranlé  par  la 
première  frappera  toutes  les  autres,  et  que  les  impulsions  reçues  par 
celles^i  répondront  parfaitiement  à  chacune  des  vibrations  de  celle  qu'on 
fait  résonner;  donc,  à  force  de  coups  réitérés,  elles  devront  de  même 
entrer  en  vibration;  or,  puisque  la  durée  des  vibrations  des  cordes  est 
absolument  déterminée  par  la  constitution  de  la  corde  même,  il  s'ensuit 
qut^si  toutes  les  cordes  sont  de  même  nature,  les  vibrations  naissantes 
de  cflles  qui  sont  ébranlées  par  l'air  pur  seront  toujours  favorisées  par 
des  impulsions  continues  qui  priu  èderil  de  la  iurde  principale;  e\'st 
pourquoi  ImuiI  d'un  certain  leiii|is  elles  .seront  aussi  forcées  de  réson- 
ner. Au  contraire,  si  les  cordes  sont  telles,  que  leurs  vibrations  ne  puissent 
jamais  être  concurrentes,  elles  seront  tantdt  favorisées  et  tantôt  troublées 
par  les  impulsions  qui  procèdent  de  la  corde  principale,  et  ainsi  il  sera 
impossible  qu'elles  reçoivent  jamais  un  mouvement  sensible  et  capable 
de  produire  le  son  qui  leur  est  propre.  Supposons  à  présent  que  les 
cordes  tendues  ne  soient  pas  &  l'unisson  de  celle  qu'on  fait  résonner, 
mais  qu'elles  y  répondent  comme  nombre  à  nombre,  il  faudra  ici  distin- 
guer deux  cas  :  lorsque  le  son  de  la  corde  principale  est  mesuré  exacte- 
ment par  ceux  des  autres  cordes,  et  lorsque  ces  sons  sont  seulement  coro- 
I.  19* 
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iiieiisurahli's  fiilre  eux.  Il  est  visih!»'  dans  le  preink-r  de  ns  cas,  les 
vitirdlioiis  dos  cordes  qu'on  laisse  en  repos  seront  toujours  favorisées  par 
celles  de  la  corde  priucipale  qu'où  eLruule,  el  par  conséquent  ces  cordes 
devront  de  même  niwNiiier  comnie  n  ell«s  élalant  I  ranitton;  dans 
l'autre  cas,  les  cordes  ne  pourront  résonner  dans  leur  totalité,  car  elles 
seront  toujours  en  partie  troublées  et  en  partie  favorisées  par  les  vibra- 
tions de  la  principale;  et  coronie  les  impulnons  contraires  et  favorables 
sont  toujours  uniformes,  elles  les  forceront  de  prendre  des  figures  telles, 
que  leur-s  vibralions  puissent  tovjoors  être  favorisées.  Il  faudra  donc 
qu'elles  se  divisent  en  plusieurs  ventres  égaux,  de  sorte  que  le  son  de 
eluK'un  de  ees  ventres  soif,  ou  à  l'unisson  île  eoliii  de  la  corde  principale, 
•  ni  liieti  ipi'il  le  mesure  loujoui-s  exaelemeni  eoninn'  dans  le  premier  cas. 
Or,  pui,s(|n  il  n'y  a  rien  qui  retienne  tixes  les  n«ends  lornies  par  les 
ventres  naturels  de  ces  cordes,  il  arrivera  i'acileuienl  que  les  vibrations 
particttlîëres  se  dérangent  les  unes  les  autres,  ce  qui  en  détmim  Tunl- 
fonnité  et  empêchera  par  conséquent  les  cordes  de  résonner;  elles  ne 
feront  done  que  frémir  au  son  de  la  principale,  et  se  diviseront,  en 
frémissant,  par  une  espèce  d'ondulation,  comme  on  le  voit  dans  les  sons 
harmoniques. 

Ce  phénomène  a  été  observé  par  MM.  Wallis  e(  Mei-senne,  les  premiers, 
puis  par  M.  Sauveur  dans  la  dissertation  citée  (50).  Toul  le  monde  le 
reconnaît  aujourd'hui,  et  ou  convient  généralement  que  l'air  ébranlé 
par  les  oscillations  d'une  corde  est  celui  qui  met  les  ;uilres  en  mouve- 
rneirl;  mais  il  restait  encore  à  donner  la  raison  pourquoi,  de  plusieurs 
cordes  Happées  également  par  les  mêmes  coups  d'air,  il  n')'  a  que  les 
harmoniques  qui  puissent  résonner  ou  frémir  simplement.  Cest  h  quoi  II 
me  parait  avoir  entièrement  satisfait  par  tout  ce  qui  a  été  démontré 
jusqu'à  présent. 

Je  souhaiterais  pouvoir  expliquer  de  même  la  multiplicité  des  sons 
harmoniques  qui  se  font  sentir  en  frappant  une  seule  corde,  telle  que  la 
douzième  et  la  dix-septième  au-dessous  du  son  prinâpal.  Mais  j'avoue 
qu'après  bien  des  réflexions,  je  ne  suis  pas  encore  panenu  à  trouver  sur 
ce  sujet  rien  de  satisfaisant.  Ajant  examiné  avec  toute  l'attention  dont  je 
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suis  capable  les  oscillations  des  cordes  tendues,  je  les  ai  toujours  trou> 
vf't's  simples  et  uniques  dans  toute  leur  étendue,  d*ob  il  me  pa'rait  impos- 
sible de  concevoir  commenl  divers  tons  peuvent  être  engendrés  à  la  fois. 
Il  .serait  pour  rela  inutile  de  recourir  aux  théories  dont  on  a  l'ait  men- 
tion '  63j,  |)ui.s(|ue  nous  en  avons  «li  jit  (ait  sentir  le  déCaut.  Je  suis  doue 
enelin  à  croire  que  ces  sons  peuveiil  être  |M'tMliiil>  |iar  d'atilres  corps  qui 
résonnent  au  bruit  du  .-^ou  principal,  comme  on  vient  <lc  le  voir  dans  les 
corden;  et  ce  qui  peut  donner  quelque  poids  à  celte  conjecture,  c'est  que 

ce  mélange  de  sons  harmonièux  n'est  guère  sensible  que  dans  les  clave» 
cins  ou  dans  les  autres  instruments  montés  de  plusieurs  cordes. 

Quoi  qu*il  en  soit,  je  désirerais  que  des  personnes  dont  Toreille  fut 
extrêmement  fine,  et  qui  ne  Teussent  pas  beaucoup  exercée  b  entendre 
de  la  musique,  voulussent  bien  prendre  la  peine  de  répéter  ces  expé- 
riences sur  une  seule  corde  fixée  par  rhevalets  sur  une  siuiple 
table,  dans  des  lieux  ouverts  de  toute  pai  t;  dans  ce  cas,  on  pourrait  être 
sùrque.ni  la  prévention  de  l'ori  illt'  accouluuit  e  ii  entciHire  toujours  les 
sons  principaux  accompagnés  de  leurs  liaruu)uiqui'S,  ni  la  rcsuiinauc)" 
des  corps  circonvoisins  ne  pourraient  y  avoir  aucune  part,  et  le  résultat 
de  l'expérience  deviendrait  hors  de  toute  atteinte. 

M.  Rameau,  un  des  plus  célèbres  artistes  de  dos  jours,  et  k  qui  l'art 
musical  est  si  redevable,  a  donné  en  lySo  une  démonstration  du  prin- 
cipe de  l'harmonie,  fondée  sur  les  expériences  rapportées  de  la  réaon- 
nanoe  des  corps  sonores.  Cet  Auteur  croit  avoir  ainsi  découvert  dans  la 
nature  même  les  vrais  foiuli ments  de  l'harmonie,  qu'on  avait  avant  lui 
inutilement  cherchés  par  d'autres  voies;  mais  api-ès  tout  ce  que  nous 
venons  de  démontrer,  on  voit  évideu)ment  que  ce  principe  même  tire 
son  ni  |i.'iiM'  de  celui  de  la  concurrence  des  vibrations,  principe  di-s  loii^- 
tenqis  reconnu  pour  la  source  des  consonnances  et  des  dissonances,  et 
sur  lequel  M.  Euler  a  établi  sa  nouvelle  théorie  de  musique  dans  le  Traité 
cité  (52).  Ce  célèbre  Géomètre  a  donné  en  effet  i  ce  principe  toute 
l'étendue  dont  il  parait  capable,  et  il  a  tâché  par  là  de  ramener  à  des  for^ 
mules  assex  simples  les  principales  règles  de  la  composition.  On  ne  doit 
donc  plus  regarder  le  principe  de  M.  Rameau  que  comme  une  nouvelle 

19. 
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preuve  do  icluî-ci  tirée  iinmédiatPinnnt  de  Pexpérieiioe;  miiscet  Auteur 
aura  toujours  te  mérite  d'avoir  su  en  déduire  avec  une  extrême  simplicité 
la  plupart  des  luis  de  l'harmonie,  que  plusieurs  expériences  détachées  et 
aveugles  avaient  tait  coiinaitie. 

Au  reste,  (juehjiie  priti(  i|ie  (jn'oii  adopte  puni  di  veloppei-  la  nature 
des  consoniianees  et  des  dissonances,  il  restera  toujours  à  expliquer 
pourquoi  il  n'y  s  d'autres  rapports  primitîfii  eonumnants  que  ceux  qui 
soni  oontenus  dans  les  nombres  i ,  3,  5;  car  il  est  oerlain  qu'une  corde, 
qui  sera  la  septième  partie  ou  bien  le  septuple  d'une  autre,  devra  réson- 
ner dans  le  premier  cas  et  frémir  seulement  dans  le  second,  tout  de  même 
comme  ai  elle  randait  une  douzième  ou  une  dix-aeptième,  d'où  il  résulte 
que,  suivant  même  le  principe  de  M.  Rameau,  on  devrait  regarder  les 

rapports  X  ou  ^  pour  consonnants,  ce  qui  est  néanmoins  démenti  par 

8 

i'expénence.  Mais  ce  qui  est  plus  étounanl,  c'est  que  le  rapport -«qui 

constitue  une  seconde  majeure,  est  beaucoup  moins  dissonant  que  le 

rapport  |>  quoique  les  concurrences  soient  plus  fréquentes  dans  celuî^ 

que  dans  l'autre.  Il  j  a  la  même  question  4  faire  sur  plunenn  accords 
qui  ne  sont  pas  refus  dans  l'harmonie,  quoiqu'ils  contiennent  moins  de 
dissonances  que  d'autres  qu'on  emploie  avec  succès.  Je  crois  que,  dans 
quelque  système  de  musique  que  l'on  veuille  imaginer,  on  ne  pourra 

éluder  ces  didicultés  qu'en  recourant  au  goût  et  an  sentiment  commun, 
sur  lesquels  rhabifude  <i  les  préjugés  ont  peut-être  beaucoup  plus  de 
pouvoir  qu'on  ne  le  pense  ordinairement.  .Mai.s  ce  n'est  pas  ici  le  lieu 
d'entrer  dans  de  telles  discussions.  F.e  savant  M.  d'Aleinbert  en  a  traité 
fort  au  long  dans  l'arlicle  Fosdamehtal  de  \' Encycbpédie,  auquel  nous 
nous  contenterons  de  renvoyer. 
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CUÂPlTRi:;  FKEMIER. 

««■ARQVH  êV%  LA  TM^oniK  \>r  1  \  i>noPAGATt(Oir  «D  SON, 

•OirirÉK   HAR    M-  NEWTON'. 

I.  Soient  (^g.  i)  E,  F,  G  trois  particules  d*air  en  repos,  placées  sur 

Fie-  •• 

#  ,  y  ^  r  ^  f  TT  îXî-i  5 

la  droit»  BC  &  des  distances  égales  l'une  de  l'autre;  imaginons  que  ces 
particules  parviennent,  dans  un  temps  quelconque  i*  en  e,  f ,  7;  et  sup- 
posons, avec  M.  Newton  (Prop,  XL  VU,  Liv.  II  des  AÙK^gor  mathéma- 
tiquu),  que  la  U»  de  leur  mouvement  soit  renfermée  dans  une  seule 

courbe  PKS  (^g.  3),  do  lolle  manière  qu'en  faisant  PHs=l,  et  prenaril 
les  purliuns  d'arc  HI,  IK  égales  entre  elles,  et  qui  aient  un  rapport  donné 
'  aux  distances  primitives  EF,  FG,  les  abscisses  correspondantes  PL,  PM, 
PN  soient  égales  aux  espaces  parcourus  Et,  F9,  Gy;  il  est  clair  qu'on 
aura 

«y  =  EG-LN; 

par  conséquent,  si  on  suppose  (|ue  l'élasticité  de  l'air  soit  en  raison  di> 
recte  de  sa  densité,  l'élasticité  de  l'air  condensé  en  «y  sera  à  son  élasticité 
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naturelle,  que  j»*  iiomine  E,  on  raison  inverse  de  r/  à  EG.  ou  de  EG  —  LN 
k  £G;  (loue  l'élasticité  de  la  particule  F  transportée  en  9»  sera  exprimée 

par  ^^yi'  Par  le  même  raisonnement  on  trtfuTera  en  coupant  dans 

•  Fi|.  1. 


Tare  PKS  les  parties  HP,  DK  égales  h  HI*  IK,  et  menant  les  ordonnées 
FQ,  DR.  qoe  l'élasticité  de  la  particule  E  en  c  sera  éfî:ile  à  ^jy^fy'^  ' 
relie  de  la  parlii  ule  G  en  7  é^ale  a  tnr»  d'où  l'excès  de  l'élasticité 


de  l'air  eu  £  sur  son  élasticité  en  -/  si>ra 


EG  — QMHEG  -  Mil/ 


OU,  à  caiise  que  les  excursions  des  particules  sont  fort  petites  par  hypo- 
thèse, 

OM  -  MK 


£ 


EG 


O'Ue  (jiiaiilile  esl  la  ton  e  (jiii  lait  uiouvuir  la  partie  du  milieu  y,  ou  r/, 
dont  la  masse  est  D  x  KG,  en  posant  I)  pour  la  densité  naturelle  de  l'air; 

donc  la  force  accélératrice  de  la  particule     sera  y   ;  or  la  toi 

"  Et. 

du  mouvement  de  cette  particule  demande  qu'elle  soit  sollicitée  par  une 
force  accélératrice 

T       -  Mil 


V  gM  MR 


tu  Kll 
A  étant  la  hauteur  de  laquelle  un  corps  pesant  tombe  dans  le  temps  T: 
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donc  on  doit  avoir 

E  QM  -  M  h  _  T=  (JM^MK 

ce  qui  se  réduit,  en  supposant  KH  =  «EG»  h 

E     V  I 

d*où  Ton  tire   

Il  iiainic  (ic  la  courbe  PKS  demeurant  indt-lermtnéi*. 

Dt'  là  résulle  donc  coltc  conclusion,  dont  rt-xaclitudc  np  p«nit  «Mit* 
révoquée  en  doutf,  savoir:  que  la  loi  dos  mouvcnicnts  des  particules  de 
l'air  n'est  pas  iiiiii|in>  cl  «lélerminée,  romine  l'a  cru  M.  Newton,  mais 
que,  suit  celle  des  pendules  adoplée  par  ce  grand  Géoiiii  tre,  soit  celle 
des  corps  qui  lombeiU  par  leur  pesanteur,  que  M.  Cramer  jugeait  absurde 
et  contradictoire»  ou  toute  autre  qu'on  imagine  à  volonté»  a  également 
lieu  et  peut  être  indifTéromment  employée  dans  la  solution  analytique. 
Je  dis  dems  la  tduiion  anafytiqu*»  car,  lorsqu'il  a'agira  de  déterminer 
cette  loi  dans  des  cas  particuliers,  il  faudra  encore  avoir  égard  aux  pre- 
miers ébranlements  des  particules  donnés  par  l'hypothèse. 

2.  J'avais  déjà  trouvé  cette  conclusion  générale  dans  ie  premier  Cha- 
pitre de  mes  Recherches  tur  la  nature  et  la  propagation  du  Son  {'),  in)  pri- 
mées dans  le  tome  I"  des  XiseeUanea  Taunnensia;  mais  elle  m'avait  paru 
alors  si  paradoM  et  si  éloignée  de  la  nature  de  la  question,  que  j'avais 
cru  pouvoir  la  regarder  comme  une  preuve  de  rinraffisanoe  des  Prin^tes 
de  M.  Newton.  Or  je  vais  démontrer  ici  <|ue  <  ef  te  même  conclusion  est  au 
contraire  entièrement  conforme  à  la  théorie  de  la  propagation  du  son 
que  j'ai  donnée  dans  le  Chapitre  1"  de  la  seconde  Section  des  Recherrhet 
précédentes. 

"I  ('onimr  j'iiunii  ^oii\<'nl  lifr.i-ion  (IniTi  la  sui(o  (!<•  n-nMAor  à  ci's  mfmw  Rnlirnlir^ , 
les  appellerai  simplcnu-nt  HtiAcrrhet  prvctdenies,  cl  jen  citera»  lt>s  CliapitriM  lU  IfS  nunH^n» 
m  cûlhvs  nMMiM  pour  1m  distiiiipter  de  ceux  de  h  DkavrtaUdn  iiréaeiMe. 

1.  M» 
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Qu'on  oonsidi'rc  iino  partinilc  qiiolronqin'  de  la  fibre  AD,  dont  la 
distance  à  la  parlii-ulc  Ë  soit  .-r  dans  l'état  d'équilibre;  on  trouvera  aisé- 
ment, p:tr  I;»  r-onsiruotioii  ri-dessus.  <jup  l'rspacr  paronuni  par  vflU'  \y,\r- 
ticule  d;in>  Ir  icmps  /  M'iTi  ('-gai  ii  l'ahscissi'  <]iii  tépinid  à  l'arc  PH  —  / 
dimînut'  d'nii  iiii  c/..i  ,  c'cst-à-^lir»'  ;i  un  art-  /  ~  ct.r.  Or,  (pudlc  <jni'  soir  la 
naUnv  de  la  nuirlie  l'IIS,  il  est  constant  qu'un  prul  «'n  regarder  les  ari-s 
comme  des  fonctiouft  données  Abè  abscisses  correspondantes,  et  de  même 
les  abscisses  comme  des  fonctions  des  arcs;  donc  Tespacc  parcouru  par 
une  particule  quelconque  de  la  fibre  AD,  pendant  le  temps  sera  ex- 
primé généralement  par  f{t—  etar).  Cette  formule,  en  faisant  tt=o,  doit 
représenter  les  ébranlements  primitifs  de  la  fibre  AD:  donc,  si  on  sup- 
pos<',  comme  dans  l'ciHlntit  cité  des  Recherches  précédentes,  qu'une  par- 
tiriiic  quelconque  E  soit  ébranlée  par  le  corps  soiKNre,  il  fauilra  que  la 
l'onetion  i  —  yx  soit  toujours  nulle,  excepté  lorsque  .r  =  it.  Par  con- 
séquent .  la  i'urmulc  générale  ^{l  —  a.x)  aura  seulement  une  valeur 

réelle,  lorsque  t  —  «td;  s  o,  savoir  ^  =     par  où  Ton  voit  que  l'ébran- 

lemeni  excité  dans  la  particule  E  se  propagera  dans  la  fibre  AD,  de  ma- 
niëre  que,  dans  un  temps  quelconque  /,  il  parviendra  k  la  particule  qui 

est  &  une  distance  ^  de  la  particule  E;  d'où  il  s'ensuit  que  la  vitesse  du 

son  sera  unifonue  et  égale  à 


I  _      I  /aEA 


«Eîî 

OU,  eu  mellaut  au  lieu  de  -g  la  hauteur  A  de  l'air  .supponé  buuiogène,  ■ 


ce  qui  s'accorde  avec  le  n*  LVl  des  itocAmsAev  précédentes,  et  avec  ce  que 
M.  Newton  a  trouvé  par  une  méthode  différente  (iVvyi.  XIJX,  Mv>  H  des 
PrUiape$). 

Au  reste,  il  est  clair  qu'à  cause  de  l'ambiguïté  des  signes  de  la  valeur 
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de  y,  In  tniiiiiilf  0  /  —  ct.ï'j  t-i'ultTiiieca  réolU'iiu'iil  lf>  liciiv  turinules 

?  ^/  —  4=  j  el  ip     H-  ~y  en  posant,  pour  abréger,  c  au  lieu  de  ^^r'^ 

donc,  en  prenant  deux  fonctions  dilTérentes,  Tune  pour  le  si^e  +  et 
l'autre  pour  le  sif^ne  — .  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura 

pour  rex|irf8sioii  géniTalt'  de  l't'spac»'  parcuuru  par  cliaquf  iiarticulc  »!»• 
la  fibre  AD  dans  un  temps  queli-oiiqui*  /. 

Nous  Terrons  dans  la  suite  les  conséquences  qui  résultent  de  cette  for- 
mule, par  rapport  à  la  propagation  du  son  considérée  d'une  manière 
générale;  mais  nous  remarquerons  d'avance  que  la  vitesse  de  la  propa- 
gation est  toujours  égale .b  yc,  comme  on  Ta  trouvé  ci-desaus  dans  un  cas 
particulier. 

3.  Telle  est  la  .Nolutiuii  générale  (jui  |)eut  se  déduire  des  Principes  de 
M.  Newton  ;  cet  illustre  Auteur  n'en  a  tiré  cependant  qu'une  solution 
asÂez  particulière  et  inéme  peu  exacte,  mais  qui  l'a  conduit'  néanmoins 
au  même  résultat  sur  la  vitesse  de  la  propagation.  Cest  ce  qu'il  faut 
développer. 

M.  Newton  eoramence  par  supposer  que  la  courlie  PKS  est  un  l  eiele 
dont  le  irianii'tt'e  PS  est  égal  à  la  pins  grande  evrnrsiiin  Me  de  la  parti- 
cule K,  et  dont  la  eirconférenee  est  à  rinlcrvalle  lU".  des  fuilsionx,  eoninie 
KH  il  r.<i.  Navoic  (  (Miiiio'  csi  à  i  st'Ioii  nos  i|énomin:itinns:  d'oii  il  résulte 
If  niuiuciiK'iil  di>  rhai|Ui'  |iiniiriil('  d'iiir  <-st  le  mii'iim-  i|mi'  ('•'Ini  d'nn 
pi-ndulc  (|in  (Ifcril  des  ans  de  (•y<  loidf.  ti  i|Lif  la  dunt-  t  lia(|ne  oseil- 
latiuii  est  c^.dr  a  la  eir('«ui[éren(e  entière  du  eerele  l'KSiF.  savoir 

M.  Newton  suppose  ensuite  cpH'.  ri:!!)""  le  tentps  d'nn»"  osoîllalion,  la 
pulsion  en  avaneani  [larcmni  sa  hitj^'t'ur  H(!,  e'est-à-dire  (pi'il  se  l'ornu* 
en  CD  une  nouvelle  libre  sunure  CD  égale  à  la  premiéce  BC;  d'où  il  ileduit 

M). 
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la  vitesse  du  son     

TxBC    ^    T  * 

précisément  comme  on  Ta  trouvée  ci-dessus. 

Je  remarque  d'abord  que  la  première  hypothèse  de  H.  Newton,  savoir* 
que  la  courbe  PKS  soit  un  cercle,  ne  peut  être  admise  qu*analytîquement 

et  non  relativement  à  la  question  de  la  propapatimi  <Iii  son,  car  : 

i^Les  éhraiilnnents  primitifs  dépciulent  absolument  <l(>  l'impulsion 
(lu  idip'i  s(<iiore,  hupielle  peut  être  quelconque;  par  eonsé(|uent  il  est 
impus.^iiilt-  ijuc  i  t  s  ('hriMili  iuciits  Miienl  toujours  exprimés  par  la  même 
courlie,  el  ciunue  n>oins  [tar  un  ccrt  I»*. 

a"  Comme  le  cercle  est  une  cuurlie  rentrante,  il  est  clair  qu'on  peut 
toujours  trouva  un  arc  (  ocor*  dont  Tabsclsse  représentera  (suivant  la 
construction)  Texcursion  d'une  particule  quelconque  distante  comme 
l'on  voudra  de  la  particule  E;  d'où  il  s'ensuit  que  toutes  les  particules  de 
la  fibre  AD  infiniment  prolongée  de  part  el  d'autre  doivent  être  toutes 
en  mouvement  à  la  fois,  ce  qui  détruit  la  propagation  du  son  et  rat 
directement  contraire  ù  la  nature  mèm(>  de  la  question. 

A  l'égard  des  oseill;ilions  des  particules  qui  forment  la  pulsion  BC, 
nous  druidUlrcrons  |)lus  lias  15  que  Ifur  (hn'ée  est  toujours  la  méni»-, 
quelle  que  puist>e  être  la  nature  de  cette  pulsion,  et  qu'ainsi  la  formule 

^^^^  BC,  que  donne  l'hypothèse  particulière  de  M.  Newton,  est  exacte 

et  conforme  à  la  véritable  théorie  de  la  propagation  du  son. 
Il  en  est  de  même  de  l'autre  hypothèse  de  M.  Newton,  savoir,  qu'il 

s'engendre  une  seconde  fibre  égale  à  la  première,  lorsque  celte  première 
a  acbevé  une  vibration  entière.  Cette  hypothèse  est  légitime,  comme  on 
le  verra  plus  bas  12  et  15  :  mais  doit-on  radincttrc  sans  la  driMonlnT? 
Ou  i  sl  d'aulanl  plus  en  droit  d'en  exiger  la  déuionslralioii  (|u»',  suivant 
la  conslru(  tiuii  de  .M.  N<-\\  l(>u,  les  pulsions  AH,  B(J,  ti),...  ne  se  t'ornienl 
point  l'uni'  après  l'aulrc,  mais  existent  toutes  à  la  fois  el  ne  font  que 
changer  de  place  sur  la  fibre  AD,  eomme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre 
en  examinant  cette  construction. 
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Eli  vuilà  assez  pour  prouver  rinsuttisaiice  de  la  ihéurie  de  M.  ^ewlou, 
et  pour  reodra  rabon  pourquoi  die  conduit  néanmoins  aux  véritables 
lois  de  la  propagation  du  son. 

4.  Nous  vf^nons  de  liioutirr  (juc  la  courlx'  l*KS  ne  pt-ul  étic  un  i  itcIc. 
Or  je  dis  <[u\'ll<'  n»'  |)<'ul  |);is  inèiiic  èlrc  mw  courbe  algéhriquo  ou  Inuis- 
cendantc.  Four  le  prouver,  je  remarque  que  la  fonction  y  ^/  —  '  v)' 

qui  représente  en  général  les  excursicHis  des  particules  de  la  libre  AI) 
pour  un  temps  queb'onquo  /,  doil  aussi  représenter  les  excursions  pri- 
mitives, telles  qu'elles  sont  cn^a-ndrées  dans  le  prenii<'r  instaiil  |)ar  l'ac- 
tion du  corps  sonore  sur  les  particules  de  l'air  contigu.  Ur  il  est  clair  que 
cette  impression  ne  saurait  s'étendre  à  l'infini,  mais  qu'elle  devra  même 
être  renfermée  dans  un  trëS'petit  espace  autour  du  corps,  si  cause  de 
l'extrême  petitesse  de  ses  vibrations;  d*ob  il  suit  que  dans  le  premier 
instant  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  certain  nombre  de  particules,  dans  la 
libre  aérienne,  qui  soient  mises  en,  mouvement,  et  pour  lesquelles  la 

valeur de^f  /  — )  doive  être  réelle;  il  faudra,  en  conséquence, 

pour  remplir  cette  condition,  que  la  toncliun     ^/ —   '  ^  ^  |  s'éva- 

noui'^se  loiijoiii's  d'elle-iiiéme,  lorsque,  /  étant  égal  à  zci-o,  .r  sur|)as>era 
une  quaiilite  donnée.  Soit  a  la  longueur  de  la  portion  de  la  libre  qui  est 
ébranlée  au  commencement,  il  faudra  avoir  en  général 


prenant  pour  z  une  quantité  quelconque  positive. 
Telle  devra  donc  être  la  nature  de  la  couiix*  PUS,  d'où  dépend  la  va; 

leur  de  f ,  que  tous  les  arcs  exprimés  par  —  ^^-^.1-  répondent  toujours 

V  2/1 A 

au  même  point  de  Taxe  où  les  abscisses  ont  leur  origine;  c'est  ce  qui  ii« 
saurait  avoir  lieu  dans  aucune  courbe,  soit  géométrique,  soit  transcen- 
dante, puisqu'il  faudrait  pour  cela  que  dans  un  tel  point  elle  se  transfor- 
mât tout  k  coup  en  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe. 
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CHAPITRË  II. 

DKH  rONGTIONS  IBBicULlfeaii»  BT  DlâCOfITIJtL'KS. 


Observations  sw  ta  nature  et  l'usage  de  ces  fonctions. 

5.  >ou-  \i  iHiii?.  (Ir  démontrer  que,  [tour  IntuviT  les  iliiaiili'm«-nts  <l»'s 
particulo  «li-  l'aii  daus  \v  l  as  de  la  nature,  il  faut  se  wrvir  d'une  ligne 
eourbe  dunt  le  cuui>  devienne  tout  à  coup  recliligne  en  un  puinl  donné.  - 
conditioD  qui  est  abisolument  incompatible  avec  la  loi  de  continuité,  à 
laquelle  toutes  les  courbes,  soit  algébriques,  soit  mécaniques,  sont  né- 
i^pssaireniént  soumises. 

De  U  on  voit  la  nécessité  d'admettre  dans  ce  calcul  d'autres  courbes 
que  celles  que  les  Géomètres  ont  considéréej^  jus<|u'à  présent,  et  d'em- 
ployer un  nouveau  genre  de  fonctions  variables  indépendantes  de  Ih  loi 
de  pontinuité,  et  qu'on  peut  très-hien  appeler  ^«r//o«i  irn'^u/h're-s  et 
f/ixro/ittniies.  .Mais  ce  n'>"-f  u  \  le  s<'ul  usajie  (ju'on  doit  l'aire  de  <  «'S 
siM'les  de  ronclioiis;  ell<'>  muii  m  i  fssaiit's  \uiuv  un  ^^laiid  iiiHiibrr  de  ques- 
tions iuipiirtanles  de  Uyiiaiiiiqu)'  et  d'llyilri>(iviiaiiii(|ue :  car.  Ii)is(ju'un 
a  un  système  de  eorp»  ou  de  puinU»  uiubiles,  dont  le  uunihiv  est  inlini.  el 
qu'on  en  cberclie  les  mouvements  après  les  avoir,  comme  que  ce  soit, 
dérangés  de  leur  état  d'équilibre,  il  est  facile  de  comprendre  que  tous 
ces  mouvements  ne  pourront  être  contenus  dans  une  même  formule,  à 
moins  qu'elle  ne  soit  aussi  applicable  au  premier  état  du  système,  qui 
est  tout  il  fait  arbitraire,  et  dans  lequel  la  loi  de  continuité  est  le  plus 
siiuveiït  violée.  M,  Ettler  est,  je  orois,  le  premier  qui  ait  introduit  dans 
l'Analyse  ce  nouveau  genre  de  fonetions,  dans  sa  solution  du  problème 
f/e  chordis  vibraritihtis.  «pii  rentre  dans  la  elasse  de  eeiix  dont  nous  venons 
i\r  parler;  mais  mni-  .iMtns  expitsé  ailleui^s  lOr/t.  /if<c.,  W  les  dilli- 
I  iillt  s  dunt  cette  si>liilitin  est  susceptible,  et  la  iieeessile  nii  Tnii  était  de 
l'établir  et  de  la  eoniirnier  par  une  méthode  aussi  directe  et  rigoureuse 
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qui'  rvWc  que  nous  avons  donnéf^  dans  le  Cluipilir  V  des  liechm-hcs  prr- 
vtUlentes;  M.  Kiilrr  mrmc  in'ii  l'nit  riinmiciii  ili'  m»-  ravoiicr  diiiis  iitn- 
IcKk-  |)ai'liriilii'rv  qu'il  m'a  rciiti-  an  siijcl  de  nia  tlirm  if  sur  le  smi.  i.ciir 
iiu'lliud*'  (-f|)tiidan(,  tjui  consislc  ii  ivjj;anl«'r  d'aburd  h-  nombre  des  rurp.s 
mobiles  comme  Uni  et  ludélerminé,  est  extrêmement  pénible  et  embar> 
nun«iite,etelle  le  devient «ncorebeauroup  plus  lorsqu'il  s'agit  de  rendre 
leur  Dombre  infini.  Un  tel  passage  du  fini  k  Tinfinl  dans  mes  formulen 
n*ayant  pas  paru  assez  évident  et  démonstratif  i  deux  grands  Géomètn*», 
MM.  Daniel  Bemoulli  et  d'Alembert,  comme  ils  ont  daigné  me  le  faire 
sentir  dans  des  lettres  particulières,  j'ai  cru  devoir  chercher  de  nouveau 
une  autre  méthode  plus  simple,  |)ar  laquelle  on  pùl  éviter  tous  les  em- 
barras qui  se  rencontrent  dans  la  transl'onnalion  des  rorniiiles,  el  qui 
levât  de  mêmi-  inii>i  le-,  doiiirs  qui  pourraient  encore  se  présenter  sur 
l'exactitude  de  mes  résultats». 

6.  PaoBLftm  1.  —  Étant  donné  un  gyttime  dTm  iMMnfriv  infini  de 

points  mobiles,  dont  chacun  dans  l'état  d'équilibre  soit  détemùni  par  la 
variable  et  dont  le  premier  et  le  dernier^  qui  répondent  à  x  et  à 
X  —  a,  tMent  u^poaés  fixet,  tntuver  let  mouvements  de  tous  tes  points 

intav^diaireStdontlaioiestaMtenuedanstttJiMinuk  ^  —  '  ' 

l'espace  déait  paar  ehaeun  d*mx  daratu  un  temps  queleonque  t. 

Qu'on  multiplie  celte  e<|ualion  par  Miiv,  M  étant  une  l'onction  quel- 
conque de  ce,  et  qu'on  l'inifegre  en  ne  faisant  varier  que  se;  il  est  clair 
que  si  dans 'cette  intégrale,  prise  en  sorte  qu'elle  évanouisse  lorsque 
dp  =  o.  on  fait  xs=a,  on  aura  la  somme  de  toutes  les  valeurs  particu- 
lières de  ta  formule  ^Mrfar  =  c'^  Mda:,  (|im  répondent  à  chaque  point 
mobile  du  système  donné,  (jette  somme  sera  donc 

Or  l'intégrale  i  T^Mtir,  oii  la  diltérence  d^z  ne  dépend  que  delà 
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variable     peut  se  transformer  par  les  règles  connues  en 

«'«tte  dernière  intégrale  se  change  de  même  en 
de  sorte  qu*on  aura 

^  }\dx  est  égal  à  zéro,  lorsque    s  o,  si  l'on  sap|>08e 

que  J  z'^^^dx  le  soit  aussi,  il  faudra  que  jy.  M  -  ^~f~  «'vanouisse 
même  dans  ce  point;  mais»  par  hypothèse,  on  a  ici  •  »  o;  donc  il  suffira 
que  Ton  ait  ^  M  as  o  ou  bien  H  s  o,  lorsque  x  »  o. 
Par  Ik  notre  équation  intégrale  deviendra 

Posons  «=a,  et  puisque  a  s'évanouit  de  nouveau  par  hypothèiie,  faisons 
disparaître  de  même  Taulre  terme  ^  H  par  une  valeur  convenable  de  M. 
Il  ne  restera  après  cela  que  la  simple  équation 

Soit  supposé       ss  AM,  k  déugnant  une  constante  indéterminée  dont 

on  trouvera  la  valeur  au  moyen  des  conditions  qu'on  a  déjà  attachées  à 
la  quantité  M;  on  aura 

'd  z 


f 


Mdx  =  kc  J  zM dx. 
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Soil  (MU'ore  j* zMdx  =  f,  prenant  la  différence  de  part  et  d'autre  dans 

la  supposilioo  que  le  seul  t  aoil  variable,  on  a,  à  cause  de  M  —  une  lone- 
tion  de  x,  ^ 

et.  différentianl  une  seconde  fois. 

ces  valeurs  substituées  dans  la  dernière  équation  intégrale,  il  en  résulte 

du  , 

équation  qu'il  faut  maintenant  intégrer  en  ne  regardant  que  le  tein|M  / 
comme  variable.  Nous  avons  donc  deux  équations  différentielles  k  inté- 
grer, dont  l'une  regarde  nmplement  la  variabilité  de  x  et  l'autre  eelle 
de /.ce  qui  fait  qu'elles  rentrent  dans  la  classe  ordinaire  des  équations 
différentielles  k  deux  changeantes. 

Commençons  par  Téquation  ^  =  db.  et  faisons  usage  de  la  méthode 

inventée  par  M.  d'Alembert  pour  ces  sortes  d'équations. 

Soit  supposé  ^  ss  r.  on  aura 


d's  dr 

et  l'équation  donnée  se  changera  en 

qu'on  la  mulUplie  par  un  coefficient  quelconque  /jl,  et  qu'on  la  joigne 
avec  celle  qu'on  a  faite  par  hypothlise*  on  aura 


I.  ai 
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« 

soit  fait  t).  —      et  par  oonséqnent 
j*aurai  donc 

•—,u  'J'-*-^'^ 

(lirférenti«>ll<'  <lont  l'intégrale  est,  par  les  méthodes  connues,  en  ajoutant 
une  constante  A. 

t 

substituant  la  valeur  de  iji,  uii  a,  k  cause  de  l'ambigullé  des  signes,  Ins 
deux  équations 

Q  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  A  et  de  B,  supposons  que  «  et  r 
deviennent  S  et  R'  lorsque  r  s=  o,  nous  aurons 

mibstituant  ees  valeurs,  et  joignant  ensemble  les  deux  équations,  il  nous 
vient 

*  =  S  K  -=  î 

de  même,  en  retrancbant  Tune  équaUon  de  l'autre,  on  trouve 

a  'a 

KViH  équaliniis  se  rcduiseill  à  la  (brinti  suivaiUi'  qui  l'st  beaucoup  plus 
idmple,  savoir  : 

*  =  S  cos(/  v'—    j     '  A-r  sin  (  /  V  — 
ras  R co»(i V— «3F)  —  8 V^^dF rin ( I v'^^^). 
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Or,  pur  supposition. 


iHi  lut'M,  |niis(|up  ^  «'xprimc  h  vitesse  qui  répond  à  l'espace  a  el  au 
(«mps  i,  si  on  dénoie  celle  vitesse  par    on  a 

r  —  J'uMd*. 

Pour  avoir  de  même  les  valeurs  de  S  et  de  R,  supposons  que  Z  soit  en 
gétiénil  la  valeur  de  s  et  U  celle  de  u  au  commencement  du  mèuvemenl, 
lorsque  i  s  o,  on  aura 

8=  /  ZUds  et  K=  /  mtdxt 


i  =  J* ZUds  et  K  =  j' 


substituant  ces  valeurs,  on  changera  les  équations  précédentes  en 
relle»«i  : 


Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  M  par  la  résolution  de 
Téquation 

"as?""*"' 

qu'on  intégrera  par  la  même  méthode  que  nous  avons  pratiquée  ci- 
dessus;  prenant  deux  constantes  quelconques  A  et  B,  on  trouvera  aisé- 
ment que  la  valeur  de  M  est  en  féoéral  Ae'^-I-Be"*'^:  or  M  doit  pre- 
mièrriDf  Dt  être  égal  h  zéro  lorsque  xssto,  ce  qui  donne  A-f-Baso 
et  B  a=  —  A;  par  conséquent, 

M=ïA(«'t^-«-^vr). 
Changeons  la  constant»  A  et  s«ip|»oson»>Ia  .diviaée  par  a  V  —  *  •  <mi  aura 

SI. 
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plus  simplement 

ii=AfliiiU/=nF). 

Il  laul  iiiaiiiteuaiU  (aiio  t'ii  sorte  que  .M  évanouisse  lursque  x  —  a, 
d'où  l'un  a 

et  prenant  pour  v  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif, 

■  r  >rî7 

ce  qui  noua  apprend  que  V— *  pont  avoir  une  infinité  de  valeurs  diffé- 
rentes, qui  remplissent  toutes  également  les  conditions  données.  Substi- 
tuons à  présent  pour  M  sa  valeur  trouvée,,  et  retenant  pour  plus  de 
simplicité  la  quantité  V— *•  on  aura,  aprfes  avoir  divisé  par  A, 

.  H  ^  ^ — -J  Lsinv^v  — *J 

J'usine*  j'vs\niT^'^)dx 

—  ^— cArsin(<^— c*)J  Zsin{x^^)iix. 

Os  (leiix  t'ijualions  doivent  se  vérifier  pour  loiiles  les  valeurs  qu'on  peut 
«lonner  à  \/—  X" .  c'est  d'après  une  telle  «  nndilion  qu'il  faut  déterminer 
les  valeui-s  cherchées  de  s  et  de  a  [tar  celles  de  Z  et  U  qui  sont  supposées 


données. 


Pour  cela  il  faut  counneneer  par  faire  disparaître  au  moyen  de 
quelques  transfunualiuus  la  quantité  y  —  ^'  4ui  n'est  point  renfermée 
dans  des  nnus  ou  des  cosinus;  ces  transformations  ne  consistent  qu*li 
prendre  les  intégrales  par  parties  comme  nous  l'avons  déjb  pratiqué  plus 
haut,  en  aorte  que  l'intégrale  qui  reste  se  trouve  naturellement  multi- 
pliée ou  divisée  par  V— *•  Pw  ce  moyen,  on  transformera  d'abord 
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l'expression 

j  \isin{s^^)d* 

dans  celle-ci 

Je.  veman|ue  maintenAnt  que  It  valeur  de  «n  («  /-^)  devient  nulle  dans 
les  deux  cas  de  «  s  o  el  de  ^  s  a,  d*ob  il  suit  que  puisque  les  formules 
intégrales  que  nous  manions  ici  doivent  être  prises  pour  tout»  l'étendue 
de  X,  depuis  o  jusqu'à  a,  on  aura  plus  simplement 

J  lisin{x^  — k)dx  =  — y  — kj  ^o6[x  ),  —  kj  J  L</xJi/x. 

Par  une  opération  contraire,  on  trouvera  ensuit!» 

«t  puisque  Z  ss  o  lorsque  «  =  o  et«  »  a,  par  rbyputlièse  du  problèiue, 
on  aura  pour  notre  cas 

Ces  valeurs  substitoées,  il  en  résulte 

y J8in(*V^)rfr  =  co«(/V--«'^)J  Zakn[x^'^iilx 

y  «  sin  (  jf  V  — A-  J  dx  =  cos  1 1  y  —  ck  j  y  U  si  I»  I -r  V  —  />  )  dx 

_    r  d'i,   

—  ^cain{i^—  ek)  j  ^co&{x ^~k)dx. 

Avant  <i';illr  r  plus  luiii  je  reiiiun|iio  <|ui>  rommc  on  aura  occasion  dans  la 
suite  (le  comparer  des  valeurs  de  Z  el  de  L'  avec  dos  valeurs  de  5  et  a  qui 
ne  répondent  pas  aux  mêmes     pour  ne  pas  se  méprendre  dans  ces  opé> 
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rations»  il  sera  utile  de  distinguer  par  des  expresnons  différenles  les  « 
qui  convienneni  aux  Z  et  Ut  d*avec  ceux  qui  oonvieanent  aux  x  et  «;  je 
désignerai  les  premiers  par  la  lettre  X  que  je  subetitueraî  partout  dans 

lessecoïKls  inomlircis  des  équations  précédentes  au  lieu  dcx,  en  retenarU 
néanmoins  le  tix  qui  ne  peut  causer  iuieun  embarras;  j'observe  de  plus 

que  Ifs  intégrales  qui  entrent  dans  Ii's  tînmes  do  rt-s  inembri-!*  s**  r^i»- 
porlcnl  uniquement  à  l;i  vnriable  a-  ou  X,  <e  qui  l'ait  qu'on  peut  meitte 
aussi  sous  le  sijiiie  res  quanlUes  sin(/v~~^<^)  ^-^  cos{t\  —  /lx),  qui  soûl 
fonslaute.s  a  leur  égard  :  j'aurai  dune 

J  usiu  'x^  —  J>  dx=  ^Dsîn f  X  V  — /' ;  cos  /  V  — /it ,  </j 

-      ^'  ^  cos  (  X  ^"^Tt  )  siD  (t  V"^î)  d*. 

Je  développe  à  présent  les  produits  des  sinus  et  eusinus  par  les  uietliodes 
eonnues;  j'obtiens 

^  y  ^  «'-f  ]  s»n  [(  X  -  «  ^c)  V J  dx. 

J «Sln(«^^) diras  i  fliiin[{%-ht^  ~c  s-/>\dx 


uyuizuo  Dy  Google 


ET  LA  PROPAGATION  DU  SON.  •  ISt 

Ces  équations  sont  réduites  maintenant  h  la  forme  nécessaire  pour,  «'ii 
tirer  les  valeurs  de  s  et  de  u.  Voici  comment  je  m'y  prends. 
Je  considère  qu'en  substituant  pour  V— *  sa  valeur  ^»  le  numhn*  v* 

qui  peut  être  tel  qu'on  veut,  pourvu  qu'il  soit  entier»  doit  nécessaire- 
ment disparaître  de  l'équation»  puisqu'elle  doit  être  vraie  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  de  v.  Il  faut  donc  faire  en  sorte  que  la  quantité  ^ 
disparaisse  elle>même  de  l'équation  qui  la  renferme,  ce  qu'on  ne  peut 

obtenir  dans  noti'e  cas  qu'en  rendant  éganx  tous  les  angl(>s  mullipleis 
Aif\'—A  dans  tous  les  termes  de  Tune  et  de  l'autre  é(|uati<)ii:  mais 
eomine  on  pourrait  rtiv  embarrassé  dans  les  dinen-nd  s  v;ili  ui>  ipTil 
(aut  donner  à  X.  je  ne  retiendrai  e<  tte  lettre  X  (|ue  <l;uis  la  seule 
expression  sin( (X -f- /  \  r)  v  X  j  el  je  nieitiai.  dans  l'antre  expu-ssion 
sin  I  (X  —  /  \  V  -  ^"  |.  X  au  lieu  de  X,  en  désignant  de  nieine  par  Z'  el 
les  valeurs  de  Z  et  de  L.  i|ui  y  ivpundenl;  aiusi  j'aurai  par  la  eoniparaison 
des  angles,  après  avoir  divisé  par  \  —  X-. 

«  =  X  +  <v'c  =  X'  —  /  v'c» 

et  ensuite  les  équations 

Z     Z'      fiidv  iM'dx 

«  =  -  H  —  -t-  ■-  ~i 

"*         ^  7  y  f  ■>.  \  V 

»=  —H  —  -T-  -»-  —  -j — 

9      «       a  or      Ht  ax 

.Maintenant,  l'abscisst'  qui  convient  à  Z  et  U  étant  X,  (die  deviendra  égale 
»a-  —  t\c  qui  est  sa  valeur  tirée  de  l'équaliou  ci-dessus;  on  aura  de 
même  pour  l'ahseisse  X'  qui  répond  à  Z'  et  à  U'  l'expression  r  -h  /\V: 
donc  si,  pour  plus  (le  cDUiniodilé,  on  joint  à  i  lnupie  (pinntitéson  altseisse 
en  forme  d'exposant  placé  entre  deux  pai t  iitheses,  on  aura  enfin  les 
valeurs  de  s  et  de  u  exprimées  de  la  nianlt  re  suivante  : 
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■ 

Telles  M»nt  donc  les  valeurs  de  «  et  de  «  pour  chaque  point  mobile  du 

système  donné  vX  pour  tOUS  les  instants  de  leurs  mouvciiicnts;  valeurs 
qui  lit'  (l('>pendt>nt,  comme  on  le  voit,  que  des  quantités  Z  et  U  données  à 
volonté  dans  le  commencement  du  mouvement. 

7.  Les  formules  qtt*on  vient  de  trouver  nous  mènent  directement  k  la 
construction  suivante.  Sur  l'axe  AU— a  {JSg'^)»  j*élëve  à  chaque 

Ptg.  s. 

T_ 


point  M  la  perpendiculaire  MX  (■^'al<>  à  ta  valeur  il<'  Z,  c'est-à-dire  à  la 
valeur  initiale  de  z  qui  répond  à  l'ahseisw  a-  =  A.M.  J'en  fais  autant  à 
rp«»ard  des  valeurs  initiales  de  u  sur  un  autre  axe  de  même  longueur  AB 
(^g.  4yt  et  j'obtiens  par  ce  moyen  les  deux  courbes  jVNB,  AQB  que  j'ap- 


pelle ooiirb«>î»wbiiienlalsr.  el  qui  sont  les  lieux  géométriques  des  quan- 
titésZetU. 

Ces  courbes  seront  régulières  ou  irréguliëres,  suivant  la  nature  des 
quantités  Z  el  V:  mais  elles  se  termineront  toujours  d'un  côté  et  de 
Tautre  aux  extrémités  A  et  B  de  l'axe,  puisque  les  valeurs  de  Z  et  de  L' 
dans  ces  points  sont  nulles  pau  supposition. 

Je  trace  ensuite  sur  deux  autres  axes  égaux  AB,  AB  {^g.  5  et  6)  les 


nc.c. 


• 

r-  - 
L_ 

ft 

1  . 

1 

M  N' 

m 

N 

W  B 

nouvelles  courbes  an^,  \qb,  telles  «jtie  chaque  ordonnée  Ma  de  la  pre- 
mière soit  toujours  quatrième  proportionnelle  à  la  sous-tangente  MT  de 
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la  «  uurlif  ANB,  ii  ruitluiincf  (•(»rn  >|ii»n(l;irit<'  MN  <  l  à  la  con- 
slanle  \c,  et  (|ii<-  roKioiim  i'  .M y  «!••  la  seconde  soil  égak'  à  l'aire  AQM  de 
la  coui-Ih'  AQB,  tlivis«'t'  (nir  la  mciiu'  (juaiililc  \  c. 

Os  <|uatri'  (  (uirltcs  ainsi  (loniircs,  si  l'on  t  iicirli»'  les  valeurs  île  z  el  • 
lie  M  qui  réponileul  à  une  aliscisst-  quelruiique     =  A.M  et  ii  un  temps 
quelconque  /,  on  n'aura  (ju'à  prendre,  de  part  et  d'autre  des  points  M. 
les  points  M'  et  M  éloignés  par  des  intervalles  MM'  et  MiM  égaux  à  t\'c, 
et  Ton  aura 

z  — •  » 

« 

M'Qf-k-        +  11'»'  -  'M'» 

II  —  — 2S  "   . 

Quelque  générale  que  paraisse  cette  conslructiou  que  nous  venons  de 
trouver*  elle  ne  Test  cependant  pas  tout  à  fait,  car  il  y  a  une  infinité  de 

(  as  tni  elle  ne  saurait  avoir  lieu  :  c'est  ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que 
les  points  \M  et'  M'  tonil>eroiit  au  delà  de  A  et  de  B. 

Pour  voir  ce  (|u'il  faudra  faire  dans  ces  cas,  et  comment  les  courl)es 
données  pourront  être  coiiiinoées  de  part  cl  (l'autre,  il  est  nécessaire  de 
reprendre  les  (lci  iiicrc>  lorinul(  >  inlc^ralcs  d'uii  Ton  a  lire  les  valciii> 
de  ;  et  de  «,  et  de  les  examiner  avec  allcnlion;  poui'  mieux  v  réussir  n«tus 
réduirons  ces  formules  à  des  constructions  géométriques. 

Soit  imaginée  la  ligne  AR6  Jig.  7  j  qui  soit  le  lieu  géométrique  des 

Flg.,. 


valeurs  de  z  pour  tous  les  points  de  Taie  AB,  et  soit  décrite  sur  le  même 
axe'  la  courbe  ASA  qui  ait  à  chaque  abscisse  «  Tordonnée  sin  {x  y  ^^) .  Il 
est  manifeste  que  si  Ton  fait  les  produits  des  ordonnées  correspondante» 
de  ces  deux  eooHies.  Taire  d'une  troisième  courbe  qui  aura  ces  produits 

pour  ordonnées  sera  la  valeur  de  Tintégrale  Jm  sin  («  )f—  i)  dx. 

I.  aa 
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Pour  omistiuirt'  ilf  iiit  iiit-  li  s  ;tiilrt's  i'oriniiles  iiilffri-alfs.  suppusuns 
d'abord  /v<^  <     et  ayant  tracé  {Jig.  H)  ta  ligiie  ANB  qui  rviili  riiie  luutc^ 


s" 


Fie  «• 


les  valeurs     Z.  (|u'nn  coupe  de  part  et  d'autre  du  point  A  les  deux  por> 

lious  (le  l'axe  A  A'.  A  A"  »'jîales  entre  elles  et  à  /  \  c,  et  qu'on  trans- 
porte la  eiuirlic  ASH  en  A'S'IV  et  en  A"S"B":  il  est  clair  (jue  si  l'on  prend 
(le  nouveau  l»  s  |>r<Hluits  des  ttrdnunécs  de  eliacune  de  «  es  courhes  par  les 
ordonnées  (  (u  respondaules  de  la  (  ouibe  ANB,  les  aises  de  ces  produits 
exprimeront  les  valeurs  des  intégrales 

Çtsin[{\-t-ts^)^^]dx  et  J'zsln[(X- #^/ê)/-^J<*«•• 
Mais  il  faut  remarquer  (pu-  comme  ees  intégrales  ne  doivent  s'étendre 
que  depuis  X  =  o  jus(ju'à  X  —  a  =  AB.  les  aires  qui  les  exprimeront  ne 
pourront  contenir  (]ue  les  parties  de  l'une  et  d(!  l'autn'  conrlx'  ipii 
repondent  à  l'ax*  \M.  n'oii  il  s'etiMiit  »jue  les  deux  portions  A  S  et  S  U", 
(|ui  M'  trouvent  an  dehors  de  l'espace  compris  entre  les  ordoiniees  AS'. 
BS"  élevées  des  points  A  el  B,  ne  seront  ici  d'aucun  usage,  mais  (|u'il 
faudra  au  contraire  ajouter  à  Tune  et  Tantre  courbe  ce  qui  lui  manque 
par  rapport  k  Taxe  entier  AB;  c*esl4-dire  que  la  courbe  A'S'B'  devra  être 
continuée  jusqu'en  'S,  et  de  même  la  courbe  B'S'A'  jusqu'en  *S;  cr  qui 
étant  exécuté,  on  aura  les  deux  branches  S'B"S  et  S'A'"^,  qui  seront 
coites  qu'on  devra  employer  dans  ta  formation  des  aires  proposées. 
Pour  cela  examinons  la  nature  des  fonctions  8in[(X  4-  t^)^—A\  et 

sin[(X  - 1 Vc) >PI].  qui  forment  les  courbes  A'S'B' *S  et  B''S''A'"S,  en 

comptant  les  abscisses  X  du  point  d'ori^jine  A.  et  voyons  ce  queces  fonc- 
tions deviennent  au  delà  du  point  B'  et  en  de(,-:i  du  point  A". 

Puis(|ue  les  deux  <  ouiIm  s  A'S'B',  A" S  B'  ne  sont  que  la  même  coiirlje 
ASB  (Jîg.  7,  p.  lOij)  dans  laquelle,  nommant  a;  les  abscisses,  les  ordon- 


uiyuk-c^  cy  Google 


ET  l.\  PROl»Ar.ATl(»N  l)V  SON.  171 

ni'vs  sont  pxpriiiHVs  par  sin  {x\  —  k),  la  question  s»'  réduit  it  (Ictt'rminpr 
hi  \;ilfiir  (le  sin  (.r  \  •  '  X-)  lors(]iH>  .r  est  né-jaliffl  loi-sqnr  '  est  |)liis  gritiid 
que  a;  suit  dune  en  prt^niier  lieu  a-  négalir:  on  aura,  coiniiie  on  le  siiii. 

i**«8l-à«dïre  qui-  la  l'onction  donnée  de  «  ne  recevra  point  d'autre  change- 
ment, «non  qu'elle  deviendra  négative.  Soit  ensuite  «  >  a.  mriis  <  aa, 
nvoir  ar  =  aa  —  ».  on  aura 

Or,  par  la  valeur  déterminée  ci-deasua  de  \/— *,  itasf^k^ym^  et  par 
Ipft  règles  connues  de  la  Trigonométrie, 

sin  (  VŒJ  —  i  %  —  A  ;  =  sin  (  —  z\~l()=z  ~  sini, *  v  —  /• 
donr.  puisque  2  b  aa  —  x  on  aura,  dans  ce  cas, 

sin  («  ^Plf  J  =:8io      -  *)  ^^\' 

De  là  il  sVnsuit  : 

1'  QiK'  pour  avoir  la  conlinualion  A'^Sdu  côté  des  abscisses  négatives 
ilr  Ui  «  uurlie  A''S''B''.  un  n'anra  (|u'à  renverser  la  même  courbe  aUMlessous 

de  en  sorl<>  que  le  imlnl  A"  dcineure  immobile; 

V."  Onr  |KMir  avdir  hi  cuiitiiiiialidii  B'  S  du  cùle  des  ;d»sei.s.ses  plus 
grandes  (|uc  a  d;iiis  l;i  roui  lie  A  S  IV.  il  laudrii  aussi  renverser  celli- 
courbe  de  la  nuMue  tat^on  que  l'autre,  niais  en  prenant  ii'i  le  point  li 
pour  fixe. 

Je  .dis  maintenant  que  la  portion  de  courbe  A' "S  est  la  même  que 

4 

la  portion  A' S',  ainsi  que  la  portion  B"S  est  la  même  que  la  portion 
B'S**,  et  que  par  conséquent,  au  lieu  des  deux  courbes  S'B"S  et 
S'A"S.  on  peut  substituer  le»  deux  autres  A'S'B'  et  A'S'B*  lorsqu'il 
ne  s'agit  que  d'avoir  la  sonune  des  nn'>mes  parties.  Je  dis  ensuite  que  la 
somme  des  aires  formées  des  produits  des  ordonnées  de  Tune  et  de  l'antre 
eourbe  S'n"S  el  S'  A""S  par  eelles  de  la  ecuirite  .\>'B  seia  é^'îde  à  la 
somuie  ile.s  aires  qu'on  pourra  l'uruier  de  la  même  façon  par  les  urdoimées 
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des  courbes  A'S'B',  A'  S'  ti  ,  pourvu  que  dans  les  espaces  AA',  liB  uii  ^ 
prenne,  pour  ordonnées  de  la  courbe  ANB,  celles  qui  conviennent  aux 
espaces  AA'  et  BB'  avec  des  signes  contraires;  d*où  je  déduis  que  si  Ton 
veut  continuer  la  courbe  ANB  de  part  et  d'autre  de  Taxe,  afin  qu'elle 
réponde  immédiatement  b  toute  Tétendue  des  courbés  A'S'B'  et  A'S'B", 
on  n'a  qu'à  la  renverser  au-dessous  de  Taxe  en  AN'  et  BN  ,  li  [tnini  A 
demeurant  itnmubile  dans  le  premier  eas  et  le  point  B  dai)!>  le  aecuud, 
comme  on  le  voit  clairement  dans  la  fig.  9. 


Fi{.9. 


Il  résulte  donc  de  tout  ce  qu'on  vient  de  démontrer  que  pour  avoir  la 
valeur  de  re\|)i  ('ssion  composée 

on  n'a  qu'à  prendre  la  somme  des  deux  aires  qui  se  formeront  par  les 
produits  des  ordonnées  des  courbes  A*S'V  et  A'S'B'  multipliées  par  les 
ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  N'ANBN'.  La  moitié  de  cette 
somme,  si  Ton  suppose  U  =  o,  devra  donc  être  égale  k  l'aire  formée  par 
les  deux  courbes  ARB,  ASB. 

Or.  puisque  les  ordonnées  de  la  courbe  ASB,  qui  est  la  même  que  les 
deux  courbes  A'S'B'  et  A" S' B*, renferment  la  (pianlit*'  \  —  k,  la(|uelle 
doit  s'évanouir  de  l'équation,  on  ne  parviendra  à  se  défaire  de  cette 
quantité  qu'en  égalant  la  valeur  de  z,  <jui  multiplie  eliaque  ordonné»- 
de  ARB,  à  la  demi-somme  des  valeurs  de  Z  qui  nuiltiplient  la  nu'iiir  or- 
donnée dans  l'uni'  et  l'autre  eourbe  A'S'B'  et  A'  S"B";  prenant  pour  ri's 
valeurs  de  Z  les  ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  N'ANBN",  011 
coupera  donc  des  points  A'  et  A",  qui  sont  les  origines  des  courbes 
A'S'B',  A'S'B*,  deux  abscisses  égales  à  x,  ou  bien,  li  cause  de 

AA'  =  AA"  —  / 
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on  coupera  du  point  A,  i>tigiiu>  de  la  tuuiln'  genératriro  ANB.  d«*ux 
abscisses  -h  fyf  cl  .r  t\  c,  et  la  demi-somme  des  ordonnées  corres- 
pondantes dans  cetlc  coiirlx'  sera  la  vali-nr  elierrhée  de  z. 

Si  l'on  suppose  la  t  ourbe  AMJ  au«>antie  et  <|u'on  y  substitue  la  eourbe 
AQB  {/ig.  4>  p-  168),  on  aura  par  la  construction  précédente  les  valeur» 
de  1»  vitene  u  dans  le  cas  ob  Z  s  o.  Maie  si  l'on  veat  avoir  égard  à  la  fois 
aux  deux  courbes  ANB  et  AQBi  il  faudra  encore  hire  aUentiovaux  autres 
formules  intégrales  que  nous  avons  négligées,  et  qui  se  construisent  de 
la  même  façon  que  les  précédentes»  avi*e  cette  seule  différence  qu'au 
lieu  des  courbes  ANR.  AQR  il  faut  employer  les  anb  et  Aqb  {J!g.  5  et  6, 
p.  1G8;.  On  s'v  prendra  donc  à  l'égard  de  ces  dernières  courbes  d'une 
manif-rf  parfaitement  an;t!ii;:ut'  à  celle  qu'on  vient  de  pratiquer  |>fn!i'  les 
pren)i»'i'es;  il  faudra  seulement  observer  que,  comme  les  deux  loi  niules 
intégrales  qui  naisseint  de  chacune  d'elles  ont  des  signes  dilïéreiits-,  les 
branches  A'S'B'  et  A"S"B"  devront  être  situées  l'une  au-dessus  et  l'autre 
au-dessous  de  l'axe;  c'est  pourquoi  la  partie  A'"'S,  qui  doit  servir  de  con- 
tinuation à  la  branche  B'S'au  lieu  de  sa  parUe  A'S%  se  trouvera  du  même 
coté  de  Taxe,  comme  aussi  la  partie  B"S  h  l'égard  de  l'autre  branche 
A"  S",  dont  elle  est  le  supplément  au  lien  de  S'B';  d'ob  il  s'ensuit  que  les 
branches  de  continuation  dans  les  courbes  Anb  et  aqh  se  trouveront  au- 
dessus  de  l'axe,  comme  on  le  voit  dans  ia^.  10.  On  prendra  donc  dans 
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ces  courbes  ainsi  continuées  de  part  et  d'autre  les  ordonnées  qui  répon- 
dent aux  abscisses  x  +  t^cet  d?  —  t^e  en  comptant  du  point  A,  et  leur 
demi-différence  donnent  «e  qu'il  hnX  iiiowter  k  la  valeur  de  s  et  de  u. 
La  construction  que  nous  venons  de  trouver  est  la  même  pour  le  fond 
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«jUf  ffllc  (in'iiii  ;i  dnimn'  plus  liiml,  mais  rllr  est  plus  f^f'iu'niU*  fii  rr 
U's  l  ourlM's  K  l  M'  IrouM  iit  lontiimccs  dr  pai  l  et  d'autre  ()ar  nnt'  t'U'iidui* 
fjialf  à  Taxt'  AU:  et'  ijui  MiKil  pour  rc.sijudre  lous  Irs  cas  où  /yc'  ne  sur- 
passe point  a,  comme  on  l'a  supposé  d'abord. 

Tous  les  antres  m  demanderont  donc  encore  une  nouvelle  continua- 
tion, qu'on  pourrait  trouver  ausM  en  suivant  une  méthode  anali^e  à 
celle  que  nons  avons  employée  ci-dessus,  mais  qu'on  dédufra  plus  aisé- 
ment de  la  réflexion  suivante.  Je  considère  d'abord  le  sinus  de  l'angle 
{X-^t^)  }l—k^  qui  est  celui  qui  donne  des  valeurs  de  X  plus  grandes 
que  a;  je  trouve  que  ce  sinus  ne  change  point  en  retranchant  de  X  un 
multiple  quelconque  de  aa,  car  sin  [(X  —  /v'c)  V—  *  —  sftaV—  ^]  de- 
vient sin  [(X  —  t^e)  ^—à  —  fiwj,  en  substituant,  au  lieu  de  sa 
vaieur       Or,  a  étant  un  nombre  quelconque  entier,  jucv  le  sera  aussi, 

et  |»ar  ron.MMjiM'iU ,  (lar  les  ri-^'lc-  i  itiiiiufs,  ce  sinus  de;  iciiiira  rirai  à 
sin  f  —  /  \  cj  \  —  X'  |,  Ici  «ju'il  clail  d'aliord.  J'«  \aiiiilif  de  iiu  iiic  le  >iiiiis 
lie  l'autre  ;uij,'le  l  \  (  \  c}  \  —  i ,  d'oii  naissent  les  valeurs  néjjiiti>es 
<lt>  X.  el  je  vuis  que  ee  sinus  deineuie  le  nionie  en  ajunlaut  à  X  un  niui- 
tipk  queU-tnique  de  sa,  car  OU  trouve  aussi 

sin  [(  X    /  v'ë)  f«v0]  =  sin  (  X  -t-  /  ^e). 

Ces  deux  propositions  prouvent  flonr  (|ue  les  aliscis.ses  X  peu\enl  être 
augmentées  ou  diminuées  de  aa,  de  /ta,...,  sans  qu'il  en  rétiulte  aucun 
changement  dans  les  formules  intégrales;  d'où  il  suit  que  les  ordonnées 
k  toutes  ces  abscisses  ainsi  augmentées  ou  diminuées  seront  nécessaire- 
ment les  mêmes.  Donc,  puisque  nous  avons  ci-dessus  trouvé  moyen  d'é- 
tendre les  courbes/Mu/omeiiidb  jusqu'à  l'abscisse  aa  d'un  côté,  et  jus- 
qu'à l'abscisse  —  a  de  l'autre,  on  ptmrra  à  présent  les  étendre  tant  qu'on 
voudra,  en  appliquant  à  chaque  absdsse  exprimée  par  :  ±^  3fia  l'ordon- 
nép  qui  convient  à  la  simple  abscisse  dont  la  valeur  est  supposée  ron- 
tenue  entre  les  limites  et  —a.  Il  ne  l'audra  pnur  cela  que  irans- 

porlttr  suvcesisivemeut  le  long  de  Taxe  toute  la  courbe  qui  répond  a 
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rabscîue  a«.  et  qui  est  composée  de  deux  branches  égales,  situées  Tunr 
;iii-dcssus  et  rautn*  au-dessous  du  uiènic  axe;  d'où  il  résultera  une  courbe 
continue  et  de  rij,'ure  ;uij;ui(nriiie,  c'est-à-dire  c(tnt«'rnu)t  plusieurs  ventres 
éjruux  situes  altcruJitivciiu'Ul  au-<iessus  et  au-<less(ms  de  l'axe.  Nuus 
appellerons  les  cuuri)cs  ainsi  l'orniées  ax/r^cv  i^viuiatrict's. 

On  fera  la  même  cIiu^h;  à  l'égard  de«  autre»  courbes  Ibrinées  ptr  les 
tangentes  et  par  la  quadriture  des  eonrties  fimàmtmudai  maïs  comini* 
la  portion  de  ces  oourbes,  qui  rcpood  à  rabseiaae  aa,  est  composée  de 
deux  branches  égales,  situées  l'une  et  Tantre  du  même  côté  de  Taxe,  la 
courbe  qui  résultera  de  la  répétition  de  cette  partie  contiendra  aussi 
plusieurs  ▼entres  égaux,  mais  tous  placés  du  même  côU'  de  l'axe. 

Voilà  conHii(<nt,  par  la  simple  description  réitérée  des  branches  don- 
nées ANB,  AQB,  anb,  Xqb,  on  peut  protonf^*!*  toutes  ces  courbes  à  l'in- 
tini,  «t  avoir  par  «oniiéqueut  des  ordonnées  réelles  pour  toutes  les  ab- 
s<'isses  exprimées  par  r  f\  r  el  ,r  —  f\'c,  «|uelle  que  soit  la  valeur  du 
temps/;  ce  ijui  siit'Iil  pour  que  la  construction  des  valeurs  de  z  el  de  u 
ne  soit  plus  sujette  :»  aucune  exception. 

Le  problème  dont  la  solution  nous  a  jusqu'à  présent  occupe  est  le 
même  que  celui  qu'on  a  résolu  dans  le  Chapitre  V  des  Bechœk»  préeé- 
iùmtest  car  il  est  facile  de  voir  que  les  équations  du  n*  XIX,  dans  le  cas  où 
le  nombre  des  points  mobiles  est  infini,  peuvent  se  réduire  k  la  formule 

fîéuérale       =r^-  Aussi  la  construction  que  nous  veniuis  de  trouver 

s'an  nrde  eiilièieiiienl  c  celle  qu"otl  a  donnée  dans  le  il"  X.WIX,  et 
plus  iiiuplenient  dans  le  u"  XLV.  ce  <|ui  doit  etie  r<>garde  couuiu'  um- 
coutirmatiim  de  la  justesse  el  de  la  boulé  de  nos  calculs. 

Rêmai'fjues  sur  Ui  solution  précédente. 

8,  Quoique  la  solution  précédente  isoit  beaucoup  moins  compliquée 
que  celle  qui  se  trouve  dans  ra^  JtoeAeivAe»«ttr  JI»5iMt;  elle  l'est  cepen- 
dant encore  b  un  point  qiû  la  rend  aaaex  difficile  i>  sOivre.  Cest  pourquoi 
il  me  parait  bon  de  l'éclaircir  par  quelques  remantues,  qui  fassent  con- 
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nailre  plus  à  iund  la  aature  et  l'espril  de  la  méthode  qui  nou8  y  a  con-  ^ 
duil. 

Comme  la  (jut-slion  t-sl  di-  liDUM-r  U's  mouvi'iiuMiUs  d'une  iuiiiiit»'  dt* 
points  mobiles,  dans  la  supposition  que  leur  état  d'équilibre  ait  été  dé> 
rangé  d'une  (minière  quelconque,  on  m-  i»'ut  |»as,  ainsi  qu*on  Ta  prouvé 
plus  haut,  exprimer  tous  ees  mouvements  par  une  seille  formule  géné> 
raie;  mais  il  faut  regarder  au  contraire  chaque  poini  mobile  comme  isolé, 
et  en  diercher  le  mouvement,  en  résolvant  comme  autant  de  problèmes 
à  Ja  fois  qu'il  y  :i  d*>  points  mobiles  dans  le  svsit  int'  donné.  Une  telle 
question  d<Mnand('  dune,  pour  être  pleinement  n-xilue.  d'autres  procédés 
que  ceux  de  l'analyse  ordinaire;  c'est  ee  que  .M.  d'Alenibert  a  eu  soin  de 
r;urc  ri  in;trqii«'r  :ui  sujet  des  cordes  vibrantes,  dans  l'artielf  II  desiui  Addi- 
I  \  n  1 1  ;u  1  Mrmnirt'  sur  Ui  courbe  (j  tic  forme  une  corde  teinlut  rfiisr  ru  riliralion . 
iiupiiiiiée  parmi  les  Miiiioires  de  i  Académie  de  Uetiiii  pour  l'année  i-yju. 
Dans  lotU  autre  cas,  dit-il  (c'est-à-dire  dans  tous  les  cas  où  la  eourbe  ini- 
tiale n'aura  point  tes  condiUons  prescrites  par  cet  Auteur;.  U-  proUém 
nepourrase  résmtdre,  au  moinsparma  méthode,  etje  ne  sais  même  s'ii  nf 
mrpassera  pat  les  fanes  de  Vanedyse  emaute.  En  efitt,  on  ne  petUt  ce  me 
semble,  ea^Hmer  y  eaudyiiquement  d'une  manière  pins  générale  qu'en  ta 
supposant  une  fonction  de  t  et  de  s;  mais,  dans  cette  suppontàm,  on  ne 
tmu\  e  la  solution  duprMéme  que  pour  le  cas  où  les  étfférentes  figures  de 
la  corde  vibrante  peuvent  être  renfermées  dans  une  seule  et  même  équation. 
Iktns  tous  les  attires  cas  il  me  parait  impossible  de  donner  à  y  u/te  farme 
plus  générale. 

La  méthode  que  nous  avons  exposée  ei-dessus  est  une  rediuiinn  de 
eelle  que  j'ai  inventée  pour  résoudre  le  problème  des  vibrations  d'une 
corde  chargée-d'un  nombre  indéfini  de  p«  tlts  poids;  ainsi  elle  remplit  la 
condition  que  tous  les  points  mobiles  soient  considérés  chacun  en  parti* 
entier,  et  en  même  temps  elle  n'est  pas  sujette  aux  difficultés  qui  se  pré- 
sentent en  passant  du  nombre  indéfini  des  points  mobiles  h  un  nombre 
réellement  infini. 

Le  fondement  principal  de  l'une  et  de  l'autre  de  ees  méthodes,  c'est 
l'ingénieuse  analyse  inventée  par  91.  d'Alembert  pour  intégrer  des  équa- 
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lions  différentielles  d'un  degré  quelconque,  et  contenant  an  nombre 

qiD'kunque  de  variables,  pourvu  qu'elles  ne  puraissent  que  sous  une 
Utvuu-  litit'iiin'.  Aussi  t'st-rr  uiir  justic»'  qu'il  l'iiMt  i  fMuIre  à  ce  savant  Géo- 
int'lie,  que  de  n'i  onnaitri-  (lut-  iiuus  lui  dcvuns  le  |)rin(-i|>:il  sccoufs  (|ui 
nous  a  aidé  à  Irancliir  les  ditticullé»  que  lui-ménie  semble  avoir  crues 
insurmoiilabks  à  l'aualv.so. 

A. l'égard  des  procédés  de  nos  deux  méthodes,  ils  ne  dillèrent  d'abord 
entre  eux  que  parre  que  Ton  a  subsUtué,  dans  les  derniers,  des  différen-  ' 
tîations  et  des  intégrations  au  lieu  des  sommes  et  des  difTérences  algébri- 
ques qui  se  trouvent  dans  les  autres;  mais,  comme  on  pourrait  eraindn^ 
que  ces  opérations  n'entrainatsent  les  inconvénients  qu*on  a  indiqués 
dans  le  n"  XV  des  Reckerckes pncAlentet,  il  me  parait  utile  de  développer 
cet  objet  plus  on  détail,  vn  r:i|)|)rocliant  l'analyse  que  j*8i  donnée  ci- 
dessus  de  celle  du  Chapitre  Ul  dtm  mêmes  Becharchet. 

*  J'imagine  d'abord  qu'au  lieu  de  la  simple  équation  générale  ^  =  <^  ^  • 

qui  appartient  h  tous  les  points  mobiles,  il  y  en  ait  une  infinité  dont  cha- 
cune représente  le  mouvement  de  chacun  des  points  en  particulier;  mou- 
vement qui  dépend  d'ailleurs  de  tous  les  autres,  puisque  la  différentielle 
d*»  qu'on  prend,  en  ne  faisant  varier  que  ae,  exprime  la  difTérence  se- 
conde des  valeurs  de  s  pour  trou  points  consécutifs.  Je  multiplie  donc 
chacune  de  ces  équations  par  un  coefficient  indéterminé  M,  ou  plutôt  par 
la  quantité  M</.r,  en  regardant  M  comme  une  variablo  qui  peut  convenir 
à  toutes  les  é(|iiations  en  général,  et  j'en  prends  la  somme  par  une  inté- 
gration indiquée  a  ia  luaiiii-re  ordinaire. 

Maintenant,  eoniuie  il  s'a^jit  de  joindre  ensemble  les  eoellieieuls  de 
chaque  valeur  de  z  i\u\  repuiul  a  eltuque  point  mobile,  je  traust'orme 
mon  équation  intégrale  en  sorte  que  les  différentielles  de  s  dépendantes 
de  «  s'évanouissent. 

Les  transformations  dont  je  fais  usage  dans  cette  occasion  sont  celles 
qu'on  appelle  intégrations  par  parties,  et  qui  se  démontrent  ordinairr- 
uient  par  les  principes  du  calcul  différentiel;  mab  il  n'est  pas  difficile 
de  voir  qu'elles  ont  leur  fondement  dans  le  calcul  général  des  sommett 
L  «3 
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el  des  différences;  d'où  il  suit  qu'on  n'a  point  k  cninàre  d'introdoire 
par  \h  dans  notre  calcul  aucune  loi  de  conlinullé  entre  les  différentes 

vairurs  (le  s. 

Après  cela,  je  détermine  les  valeurs  de  riodélerminéc  .M  |>ar  la  com» 

paraison  des  coefficients  des  termes  corre^ondants  s  et^}  et  je  trouve 

pour  cela  une  équation  diATènantielle  du  deuxième  degré,  qui  contient 
une  nouvelle  indéterminée  constante  A,  et  dont  l'intégration  entraine 
encore  dans  la  valeur  de  M  deux  autres  constantes  arbitraires,  le  déter* 
mine  ces  constantes  k  être  telles,  que  M  s'évanouisse  lorsque  9  b  o  et 

lorsque  x  =  a,  puisque»  les  valeurs  de  s  étant  nulles  dans  «es  deux 
points,  les  M  qui  les  multiplient  ne  duiveni  non  plus  avoir  des  valeurs 
réelles;  par  ce  moyen,  on  fait  disparaître  de  réi|uation  int(''j;rali'  les 
ternies  (jui  sont  absolument  ul^^ebriques,  et  qui  auraient  d'ailleurs  tMupè- 
elié  le  reste  des  opérations.  Os  deux  eondiliims  laissent  eneorc  iuilfter- 
minée  la  valeur  d'une  eonstante  par  laquelle  toute  l'expression  de  M  est 
luullipliée;  mais  celle  constante  s'évanuuit  ensuite  d'elle-mèine  par  la 
division.  A  l'égard  de  la  constante  k,  on  trouve,  une  infinité  de  valeurs 
dlifférentes  qui  toutes  lui  conviennent  également,  et  dont  te  nombre  ré- 
pond k  celui  des  équations  particulières  qu'on  résout  à  la  fois.  Cest  de 
ce  nombre  infini  de  valeurs  de  k  que  dépend  ensuite  la  détermination  de 
toutes  les  valeurs  de  s. 

De  là  je  passe  h  Tintégralion  actuelle  de  notre  équation  formée  par 
l'addition  de  toutes  les  équations  particulières.  O-tte  intégration  ne  rc- 
ganlt'  (;!!••  I;i  v:iriai)ililc  de  /,  et  elle  s'aelièvo  selon  les  méthodes  eonnoes 
<lii  r.ilnil  111(1  <^i:il.  |iuis(|ue  ici  la  loi  de  coiitiiuiilr  a  lieu.  Après  cela  je 
.sulislilut  la  valeur  (le  M,  rl  il  en  résulte  une  eiluatiou  assez  siliqde  ijui 
renferme  toutes  les  valeurs  de  z  pour  eliaque  point  mobile  dans  tous  les 
instants  du  mouvement,  avec  les  valeurs  particulières  des  mêmes  z  et  des 
vitesses  u  dans  te  premier  instant;  valeurs  qu'on  suppose  données  k  vo- 
lonté, et  qui  ne  sont  point  réglées  par  aucune  loi  de  continuité.  Je  trouve 
en  même  temps  une  formule  semblable  pour  les  vitesses  u  de  tous  les 
points  dans  un  temps  quelconque. 
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Jusqu'ici  cette  analyse  est  parfaitement  d'accord  avec  celle  du  Chapttnf 
cité  de  mais  elle  en  diffère  entièrement  dans  la  suite;  où 

il  8*agit  de  tirer  les  valeurs  de  s  et  de  ». 

Gomme  il  est  nécessaire  que  nos  dernières  formnles  soient  vérifiées, 
qwlque  valeur  qu'on  donne  h  k,  parmi  le  nombre  infini  de  celles  qu'on 
;<  trouvées,  il  est  visiide  qu'il  faut  chasser  cette  nu^nie  quantité  i  h  l'aide 
d'autant  d'équations  particuliJ  ros  (|u'il  y  a  de  diderentcs  fonctions  de  i. 
(''est  à  quoi  nous  sommes  [larvenu  en  employant  ditlVn'ntcs  tninsform:»- 
tioiis  et  l  éductions,  <lniil  ou  a  rendu  compte  dans  le  cours  de  celle  ana- 
lyste, et  qui  nie  paraissent  les  seules  capables  de  remplir  l'objet  proposé. 

La  construction  qu'on  a  donnée  ensuite  des  valeurs  de  s  et  dé  k  par  le 
moyen  des  courbes  géttévtriee$,  et  la  manière  de  continuer  ces  courbes  à 
l'infini  de  part  et  d'autre»  dépendent  d'une  considération  intime  sur  la 
nature  de  nos  formules.  Il  est  vrai  que  les  principes  d'où  Ton  a  tiré  cette 
'construction  pourraient  paraître  trop  rediercfaés,  mais  elle  n'en  est  pas 
moins  démonstrative  et  certaine;  ce  n'a  été  que  pour  conserver  une  en- 
tière rigueur  que  j'ai  été  obligé  d'avoir  recours  à  de  tels  principes;  car, 
des  que  l'on  aura  démontré  <l;ms  deux  ou  trois  Problèmes  de  <  cUf  sorte 
que  la  nature  des  c(>url)cs  c'/'i  rafrircs cm  la  niéini'  <|!if  ccllr  iiu'uii  trouve 
en  supposant  ces  couriies  represeolées  par  une  toiielion  régulière  et  con- 
tinue, ainsi  que  l'a  fait  M.  d'Alembert  dans  sa  solution  du  Problème  des 
vibrations  des  cordes,  on  sera  assez  fondé  à  appliquer  la  méthode  de  ces 
fonctions  aux  cas  mêmes  où  l'on  voudra  supposer  qu'elles  n'aient  point 
lieu. 

9.  Après  tout  ce  que  nous  venons  d'expliquer,  il  ne  sera  pas  diflicite 
(le  déterminer  le  degré  de  généralité  dont  notre  méthode  est  susceptible. 
On  verra  pivmièreTneut  qu'elle  ne  pourra  réussir  à  moins  que  l'indéter- 
minée z  et  ses  diltcrcuccs  ne  se  trouvent  <jue  sous  une  forme  linéaire,  et, 
de  plus,  qu'elles  ne  soient  point  mêlées  avec  la  variable  /;  lorsque  ces 
cx»nditions  seront  observées,  quoique  les  dilTérentielies  de  z  montent  ii  ' 
un  degré  plus  baut  que  le  second,  et  qu'il  y  ait  même  un  terme  sans  » 
'  qui  une  fonction  quelconque  de  /  et  de  s»  on  pourra  toujours  se  ser- 
ai. 
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vir  avec  succès  des  artifices  et  des  transformadoiis  enseignées,  comme  on 
le  verra  dans  les  solutions  que  noua  donnerons  dans  la  suite.  Toula  la 
difficulté  ne  tombera  plus  que  sur  Pintégration  des  équations  en  M  et 

en  T.  (''qu;itions  qui  se  rapportent  aux  méthodes  ordinaires  du  calrul  iiHé- 
grai.  Kl)  st'i'oiid  lieu,  le  succès  de  notre  méthode  demande  qu'on  puisse 
faire  «lisparaitrc  defî  écjuations  la  quantité  i  qui  a  toujours  une  infinité 
de  valriirs;  cette  opéralioii  ronlV-rme  des  difTicuIlés  pins  cnnsidérahlcs, 
cl  je  ne  suis  point  en(  i»i'<'  jcirvi  uii  jusqu'à  présent  ii  trouver  pour  cela 
une  méthode  directe  et  générale;  cepciidanl,  nous  ferons  voir  dans  la 
suite  que  vet  objet  pourra  toujours  être  rempli  sinon  exactement,  au 
moins  en'se  servant  des  approidmations  et  des  séries. 

Pour  ce  qui  est  de  la  première  condition»  qui  est  absolument  indispen- 
sable dans  notre  méthode,  il  est  aisé  de  démontrer  qu'elle  aura  toujours 
lieu  dans  les  mouvements  d*un  système  quelconque  d*un  nombre  infini 
de  points  mobiles,  lorsque  ces  mouvements  seront  sui^sés  infiniment' 
petits,  comme  le  sont  tous  les  mouvements  réciproques  qu'on  observe 
dans  la  nature;  d'où  il  suit  qu'on  pourra  toujours  les  calculer  soit  exac- 
tement, soit  seulement  par  approximation. 


CHAPITRE  III. 

LA  PaorAOATIOR  VV  SON. 

10.  La  masse  de  l'air  étfnt  naturellement  de  trois  dimensions,  il  est 

clair  que,  pour  calculer  la  propagation  du  son  en  tonte  ripueur,  il  fau- 
drait résoudre  les  formules  générales  que  M.  Euier  a  données  duns  ses 
Recherches  sur  la  propagation  des  ébranlements  dans  un  milieu  élastique 
[MisrcUanca  Taurinensia,  t.  II,  p.  i).  Mais  ces  formules  n'étant  point  du 
ntuiiljrc  de  celles  sur  les(|uelles  notre  niélliode  peut  avoir  prise,  il  faut 
renoncer  pour  le  présent,  c'est-à-dire  Jus(|u'a  < c  (pi'on  soit  aide  par  de 
nouveaux- secours,  à  toute  théorie  de  la  propagation  du  son  mivïaagée 
sous  ce  point  de  vue.  Cependant,  comme  il  est  trèsrppobable  que  les 
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ébfanleineiits  des  particules  de  Tair,  pour  produire  le  son,  doivent  être 
infiniment  petits,  ainri  que  nous  tâcherons  de  le  prouver  dans  la  suite, 
on  poiirra  s'en  tenir  aux  formules  que  M.  Euler  a  aussi  données  pour  ce 
cas;  formules  qtii  sont  sans  comparaison  beaucoup  plus  simples  que  les 

premières,  et  qui,  par  la  raison  qu'un  a  dite  plus  haut  (9),  rentrent 
néressairement  dans  la  classe  de  celles  qu'on  peut  soumettre  à  noUv 

itnalyse. 

QiioiqiH'  la  manière  dont  iM.  Eiilfr  a  Irouv»'  ces  tormules  soit  sans 
contredit  la  plus  directe  et  la  plus  rigoureuse  qui  se  [luisse  iniagiiier,  vv- 
pendant,  puisque  la  supposition  des  cbranlemenb  intîniment  petites  rend 
le  calcul  incomparablement  pins  sinqjli  ,  j'ai  cru  qu'on  ne  serait  point 
fiché  de  le  trouver  ici. 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  reclanf  les  qui  déterminent  la  poûtion 
d'une  particule  quelconque  de  fluide  dans  l'état  d'équilibre;  supposons 
que  ces  coordonnées,  dans  le  temps  /,  deviennent  X  Y  -i-y,  Z  -h  s; 
il  ne  sera  pas  dilîicile  de  voir  que,  si  les  quantités  x,  y,  ^  sont  supposées 
infiniment  petites,  le  parallélipipède  dXd\ dZ,  i\u\  représente  une  par» 
ticule  dans  l'étal  d'équilibre,  pourra  être  censé  se  changer  en  un  autn* 

{dX  -h  die){dy    c^)(<fZ  H-  <b), 

ou,  en  négligeant  les  puissances  plus  hautes  de  dr,  dy,  dz, 

d\d\dZ-r-d\dYd»  +  d\d£dx-t-d\dZd*. 

De  là  il  suit  qu'en  nommant  E  l'élasticité  naturelle  de  la  portion  infini- 
ment petite  de  fluide  renfermée  dans  le  premier  parallélipipède,  l'élasti- 
cité  de  la  même  portion,  lorsqu'elle  remplira  le  second,  se  trouvera,  en 
négligeant  ce  qui  se  doit  négliger. 


Soit  prise  maiirtenant  la  diiTéranee  de  cette  quantité,  en  ne  faisant  vari«»r 


Eii\ti\,fy. 


dXd\d'£  -hdXd\  iis  -h d\dl dj- -PïFrfZ djc' 


OU 


183  NOUVELLES  RECHERCHES  SUR  LA  KATURE 

que  X,  et  Ton  aura,  E  étant  constant, 

pour  la  différence  d'élasticité  de  deux  particules  infiniment  voisines  et 
placées  dans  la  direction  de  la  ligne  X;  donc,  si  l'on  considère  une  autre 
particule  intermédiaire  à  celles-ci,  et  qui  leur  soit  contiguë  par  tous  les 
points  des  deux  faces  opposées  tTSdZt  il  est  clair  que  cette  particule  sera 
repousséc  par  l'exrès  de  Télasticité  de  la  particule  antérieure  sur  celle  de 
la  particule  postérieure  avec  une  force  qui  sera  exprimée  par 

Cette  force,  divisée  par  la  masse  k  mouvoir,  qui  est  ici  (en  posant  D  pour 
la  densité  naturelle  du  fluide)  îidXdYdZ»  sera  donc  —  7^  ^*  A  étant 

l'espce  qu'un  corps  pesant  prcourt  dans  le  temps  T:  (J'uii  l'on  aura 
l'équation 

On  trouvera  de  même,  par  un  semblable  raisonnement,  les  deux  autres 
équations 

T^rf'r_E/^       d-Jt  d'z  ^ 

aA  rfr  ~  D  Uy»     *f  Y rf\     rf Y  rfZ  j * 

•  T   d'z  _  E  i  d'z         d  .f  d  )-  \ 

Il  est  visible  que  ces  trois  équations  s'accordent  avec  celles  de  M.  Euler, 

en  posant,  selon  les  hypothèses  de  cet  Autour»  h=:g,  =:  A,  T  s  t,  et 
substituant  />,  q  et  r  pour  .r.  vet  s. 

11.  Au  reste,  ft's  lorniuli  s  IoimIits  sur  riiv|»(»tlit's*'  que  I  t  icoti- 
cité  de  l'air  suit  prupurtioinu'lle  u  sa  dciisile:  mais  il  n'est  pas  diltieilt'  de 
les  étendre  à  telle  autre. hypothèse  qu'on  voudra. 

Pour  embrasser  la  question  dans  toute  la  généralité  possible,  suppo- 
sons que  l'élasticité  de  l'air  soit  comme  une  fonction  quelconque  de  la 
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deiuHlé,  de  sorte  que  nommant  i  la  dentité  dans  un  instant  quelconque. 
réIasUcité  correspondante  soit  exprimée  par  E^{t);  il  est  elsir«  par  le» 
i-alcuts  du  numéro  préoédent«  que 

donc»  à  cause  de  tlx,  dy^  dt  infiniment  petits  par  rapport  à  ^X,  <fY.  dt,^ 
on  aura 

E9(I»-  (75  +  ^+^) 

9'  marquant  une  telle  ronction  de  y  que  ^'(j)  =^ 

Maintenantt  coiDine  D  ost  une  quantité  constante,  les  diffélrences  di» 
£9(1)  seront  exprimées  simplement  par 

d'ob  Ton  voit  que,  pour  avoir  les  équations  du  mouvement  du  fluide,  il 
ne  faudra  qu'écrire  au  Ueu  de  E,  dans  les  caleuls  du  numéro  précédent, 

ED9'(D),  ou  Eî>''D)  simplement  en  posant  D  =  1. 

Si  le  fluide  était  composé  de  parties  de  diflerentes  densités,  il  laudrail 
refrnnlcr  ;il<irs  l:i  «piantité  I).  non  plu»  comme  eonstanle,  mai»  comme 
nue  variable  expriuico  par  (pn-lquc  fonction  de  X,  Y,  Z.  Ainsi,  on  par- 
viendrait aux  trois  équatiuiis  suivantes  : 

T>"5ir* 

Ec/f(l>) 


D  JZ" 


_^  B  rfD9'(l))/  dx       dy  ^  dz  . 

E  i/Do'(n;  (  t/x     dr     di  \ 
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Supposons,  par  (>xeiii|)l(<,  (|U(>  la  difTérnnte  densité  des  parUeules  du 
Uuidc  vieqne  du  poids  du  fluide  supérieur;  dans  ce  ras,  quelle  que  soit 
la  foiu  tien  7»  on  aura  toujours,  en  supposant  que  la  direction  de  Z  soit 
verticale, 

d'oii  l'on  trouvera  la  valeur  de  D  qui  sera  une  fonction  de  Z  seulement.  De 
là  on  pourrait  tirrr  les  «'quations  nt'-cessaires  pour  trouver  le^  lois  »Jf  la 
piopa^'ation  du  son,  en  ayant  égard  ii  la  densité  variaMc  des  <  luu  lies  de 
Tatuiosplière:  mais,  pour  ne  pas  troj)  Udus  enjçager  dans  <les  dillieultés 
de  caleul,  nous  nous  contenterons  dans  tout  le  cours  des  recherches  sui- 
vantes de  regarder  la  densité  de  Tair  comme  conslaote;  ce  qui  ne  nous  éloi- 
gnera pas  sensiblement  de  la  vérité,  pourvu  qu*on  ne  considère  la  propaga- 
tion du  son  que  près  de  la  surface  de  la  terre.  Cest  donc  sur  les  équations 
du  numéro  précédent  que  nous  fonderons  principalement  nos  recherches 
sur  la  propagation  du  son;  mais,  comme  ces  équations  sont<encore  trop 
t  onipliquées  à  cause  des  trois  variables  qu'elles  renferment,  il  sera  bon 
de  eouiniencer  par  les  simplifier  au  moyen  de  qutdques  hypothèses  qui 
limitent  le  Uïouvement  de  <liaf|iie  partieule  <le  l'air.  Or,  de  toules  les 
Il vpothèses qu'on  peut  employer  pour  cela,  les  plus  e<immodes  et  les  plus 
ront'onnes  à  la  nature  sont  les  deux  suivantes.  La  premièie  consiste  à 
imaginer  la  masse  de  l'air  réduite  à  une  simple  ligue  physique,  dans  le- 
quel cas  on  fait  disparaître  k  volonté  deux  variables  quelconques  x  et  v, 
Mvec  leurs  correspondantes  X  et  Y.  l>a  seconde  hypothèse  est  de  su  {tpo.ser 
que  les  ébranlements  se  propagent  dans  toute  la  masse  de  Pair  par  des 
ondulations  sphériques  autour  du  corps  sonore;  dans  ce  cas  chaque 
•  couche  concentri(|ue  d'air  est  supposée  subir  le  même  ébranlement  dans 
toutes  ses  parties;  d'oii  il  suit  que  la  détenninaUon  de  l'ébranlement  de 
chaque  couche  ne  peut  dépendre  que  du  temps  t  et  du  rayon  de  la 
(Miuebe,  c'est-à-dire  de  la  distance  du  corps  sonore. 
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i  h  —  De  ii propagation  du  son  dont  une  hgnepkytique  d'air. 

12.  Si  l'on  fait,  selon  la  première  hypothèse, 

a;  =  o,   ^  =  o    et    X  =  <>,    Y  =  o, 

et  qu'on  pose*  pour  abréger,  e  au  lieu  de        on  trouve  l'équation 

qui  est  ta  même  que  eelle  que  nous  avons  appris  à  construire  dans  le  Pro- 
l)lènie  I,  Z  dénotant  ici  la  même  chose  que  ae;  d*où  il  suit  que,  pour  avoir 

les  lois  (le  la  propagation  du  son  dans  cette  hypothèse,  il  ne  faudra  qu'ap- 
pliquer la  construction  donnée,  suivant  les  (Jilïérents  ébranlements  exci- 
tes par  les  corps  sonores  et  la  nature  du  milieu  élastique  qui  les  envi- 
ronne. QuHi(|iir  cctlc  lualière  ait  déjà  été  Iraitéc  dans  la  seconde  Section 
(If  mes  /ht/tcrc/us  sur  le  Son.  clic  peut  iiraiiiDoiiis  l'être  encore  d'une 
manière  beaucoup  plus  générale.  Je  la  reprendrai  donc  ici  avec  d'autant 
plus  de  plaisir  qu'elle  me  donnera  occasion  de  fidre  plusieurs  remarques 
nouvelles  et  importantes. 
Que  la  droite  PQ  (Jtg.  1 1)  représente  une  ligne  physique  d'air  étendue 

Fig.  1 1 . 

4  4  *  4  *  ^ 

d'un  côté  et  de  l'autre  à  l'infini,  et  qu'au  lieu  de  supposer,  comme  je  l'ai 
fait  dans  lu  Section  citée.  queJa  seule  particule  P  reçoive  du  corps  so- 
nore une  impulsion  quelconque,  on  imagine  que  toutes  les  particules 
contenues  dans  l'espace  P(j  soient  ébranlées  en  nuMue  ten«ps,  PQ  re|)ré- 
s«'iitant,  suivant  M.  Newton,  la  pulsion  primitive  de  la  fibre  sonore  :  il 
s'agit  de  déterminer  les  lois  de  ht  (»idpagation  de  celle  pulsion.  Avant 
trace  pour  cela,  selon  ce  qui  a  été  enseigné  plus  haut,  les  deux  courbes 
/imdameiaab$f  qui  représentent  les  deplaceniMits  primitift  des  parti- 
cules, avec  les  vitesses  qui  leur  ont  été  imprimées,  et  ayant  construit  de 
même  les  deux  autres  courbes  qui  résultent  de  la  quadrature  et  des  tan-> 
I.  «4 
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gentes  de  cellefr«i,  et  que  nous  appellerons  dorénavant  courbes  ditiviett 
on  remarquent  : 

I*  Qu<>  los  courbes  fondamentales  S4>  terinîiu'ront  nécessairement  aUX 
(liMix  points  P  et  Q  qui  sonUles  limites  de  l'agitation  primitive,  par  sup- 
position; 

?"  0"»'.  puisque  la  libre  aci  it'iiiic  est  su|)|ii>>(t  s'cti  ndre  à  rintini  de 
|(arl  cl  d'autre,  aueuue  de  ses  partieub-s  ne  pouira  clic  ai»Mdiiiiicnt  li\c: 
•1*011  il  .suit  que  les  exlréuiilés  A  el  B  des  courbes fondamcnlaUs,  <jui  sont 
eensèes  Axes,  devront  dans  ce  cas  cire  reculées  à  rindiii,  ce  qui  fera  dis- 
paraître toutes  les  branches  de  continuation,  en  sorte  que  les  courbes 
génAturiees  ne  renfermeront  aucune  ordonnée  réelle  au  delà  des  points 
PetQ: 

3**  Qu'il  en  sera  de  même  pour  les  couribes  dérivées^  excepté  celle  qui 
dépend  des  quadratures,  laquelle  dégénérera  du  côté  de  Q  en  une  droite 
parallèle  à  l'axe,  comme  il  est  facile  de  le  voir  en  examinant  la  généra- 
tion de  cette  courbe. 

Os  cbosps  posées  el  bien  entendues,  voici  ooinment  je  raisonne.  Je 
suppose  que  l'on  demande  l'ctal  de  la  particule  «jui  répond  à  l'abscisse  a- 
pour  un  temps  quelconque  /  écoule  dc|tuis  le  premier  instant  ilii  nmiive- 
uieut.  Je  n'aurai  i\n  n  prendre  la  dcmi-Mnmiic  des  ordiuiiH  i  ilmil  les 
abscisses  sont  .r  -i-  /  \  r  cl  r  /  \  c  dans  les  dcii  \  n hm  Ih ■^  /ii/h/nr/i'  niales, 
et  la  denii-din'cience  d<'S  ordnuiico  |k»iii'  1c>  iiicuics  al)S(  i>si's  liaiis  les 
courbes  dérivées,  el  joignant  euseud)le  la  première  des  demi-sommes  el 
la  seconde  ^demi-diflërences,  comme  aussi  la  seconde  demi-somme  «t 
la  première  demi-différence,  j'aurai  l'espace  [larcouru  par  la  particule 
pendant  le  temps  donné  /  et  sa  vitesse  h  la  fin  de  ce  temps.  Je  vois  dom* 
que  cet  espace  et  cette  vitesse  seront  toujours  nulles,  lorsque  l'abscissi' 
x±.t\^e  restera  en  deçà  du  point  P;  ensuite  que  l'espace  sera  constant  et 

la  vitesse  nulle,  lorsque  l'abscisse  x±.t\^  tombera  au  delà  de  Q.  D'où 
je  conclus  que,  pour  un  temps  quelconque  <,  il  n'y  aura  et  il  ne  pourra  y 
avoir  d'autres  particules  en  mouvement  que  celles  pour  lesquelles  la  va- 
leur A»x±.  e  vc  sera  plus  grande  que  la  distance  du  point  P  au  point  A, 
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et  moindre  que  la  distance  du  point  Q  au  même  point  A«  qui  est  toujours 
l'origine  des  eittcisses,  (|uui<|uc  placé  à  une  distance  infinie.  Examinons 
séparément  les  deux  cas  de  «    <    et  de  a;  —  /  \  e . 

Soit  p  la  distance  entre  le  point  A  et  le  point  P.  et  soit  xs^p-hs* 
z  sera  une  nouvelle  abscisse  qui  aura  son  origine  en  P.  Posons  mainte- 
nant en  premier  lieu 

on  aura 

posons  ensuite 

p  +  i  —  t^c=p-h  PQ, 

on  aura 

Piir  là  on  peut  avoir  les  limites  de  Ta^tation  des  particules  dans  le 
temps  /,  en  tant  qu'elle  résulte  des  termes  dépendant  de  Texpresslon 
xr-ts'ë'i  car  il  ne  faut  que  prendre  sur  la  ligne  PQ  les  points  P.  et  Q' 
tels  que  W^t^cet  PQ^ssPQ,  et  la  portion  P'Q'dc  la  fibre  sera  la 
seule  où  cette  agitation  aura  lieu.  On  trouvera  de  la  même  manière  le» 
limites  de  l'agitation  des  particules  qui  dépend  de  la  valeur  de  ae-ht^ê; 
car,  en  faisant 

/»  +  *-»-<v^=P  ei  p-*-M-t-t^s=p  +  VQ, 

on  a  deux  valeurs  de  s,  savoir 

z-=^t^  et  s  =  PQ—  t^. 

On  |)rfii(li;i  dnin-  ilc  noim-au,  Mir  la  nu'inc  li^iir  du  coU' 

o|)[ios('.  HtMix  autres  points  P  et  Q  tels,  (jtic  P'P  =  /\c  «M  P'Q  =  P'P-  PQ. 
c'i'>t-à-<lirf  (]uc  'P'O  —  PQ.     '"i'^^  l''^^  indUVfiiH'iils,  dont  l;t  délci  iiiin;itioM 
(lé|H-ndi'a  df  la  valeur  de  a--hi\c,  seront  reniermés  dans  ce  dernii-r  , 
•'space  P  Q. 

De  ce  qu'on  vient  de  démontrer  il  s'ensuit  que  la  pubion  primitive. 

=4. 
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e'est-i-dire  l'onde  excitée  par  le  corps  sonore  dans  l'espace  PQ  de  la  fibre 
aérienne  Indéfinie»  s'est  comme  divisée  en  deux  autres»  qui,  dans  le 
temps  t»  ont  été  transportées,  l'une  à  droite  en  FQ'»  et  l'autre  k  gauche 
en  T*Q»  conservant  toujours  la  même  étendue  PQ.  Pour  connaître  la  vi- 
tesse (h  la  propagation  de  ces />t/&/o/ij  secondaires,  on  n'a  qu'à  clien  lier 
celle  (l(  s  points  P'  cl  P.  dont  la  position  par  rapport  à  P  est  délerminéi> 

géneralcmenl  par  les  équations 

« 

donc  puisque  s  représente  ici  les  espaces  parcourus  par  ris  points  dans 
le  temps  t,  il  est  «''vident  que  leur  inouvcnu-nl  .sera  unitonnc  cl  leur 
vitesse  é^ale  à  \  c,  et  «juc  cela  aura  lieu  quelle  qu'ait  été  l;i  n  iitirc  de  la 
pulsion  primitive.  Il  est  inutile  de  nous  arrêter  à  examiner  la  valeur  de 

qui  est  ^  ^  j^  -»  puisque  cette  expression»  en  substituant  pour  la 

quantité  A  ou  qui  est  sa  valeur»  devient  la  même  que  celle  qu'on  a 
trouvée  ailleurs  (LVI)*  et  que  M.  Newton  a  déduite  de  sa  théorie,  comme 
on  l'a  déjà  remarqué  ci-dessus  (  1  ). 

13.  Ce  serait  ici  le  lien  de  faire  voir  l'application  de  la  formule  tréné- 
rale  que  nous  avons  trouvée  d'apn's  les  l'nréripcs  de  M,  Newton  dans  le 
numéro  cité;  mais  cette  torniule  ctanl  entièreuu'nl  M'Uiltlaltlc  ;t  ci  llf  (|ue 
M.  d'Alembert  a  donnée  sur  les  vibrations  des  eurdes,  il  est  clair  (ju'eii 
admettant  les  fonctions  discontinues  qui  smit  indispensables  dans  la  ma- 
tière dont  il  s'agit  ici  (4),  on  aura  la  même  construction  que  nous  avons 
donnée  (7)»  et  que.  par  conséquent,  la  tbéôrie  de  la  propagation  du 
8on«qui  en  résultera  ne  sera  point  autre  que  celle  qui  vient  d'être  expli- 
quée. Par  là  on  prouvera  aisément  ce  que  l'on  a  avancé  plus  haut  (1),  que 
la  vitesse  de  la  propa^tion,  selon  cette  théorie»  est  déterminée  par  la 

^  quantité        qui  divise  «  dans  les  fonctions  f  et  «|«. 

14.  La  manière  dont  nous  venons  de  considérer  ta  propagation  du  son 
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est  heaucoup  plus  géiirrale  et  plus  t  onloruic  à  la  uuIuit  que  telU'  qu'on 
a  employée  dans  le  Chapitre  1  de  la  Section  II  des  Recherches précéilentes. 
En  effet,  IMiypotlièsc  ({ui'  j'avais  adoptée  dans  cet  Ouvrage,  savoir  qu'une 
seule  particule  d'air  fût  ébranlée  par  le  corps  sonore  à  chacune  de  se» 
vibrations,  ne  paraît  pas  pouvoir  subsbter  avec  l'équilibre  mutuel  de 
toutes  les  particules  de  la  fibre;  il  me  semble  beaucoup  plus  naturel 
d'imaginer  que  la  premibre  particule  poussée  par  le  corps  sonore  con- 
dense jusqu'à  une  certaine  distance  les  particules  suivantes,  pourvu  que 
rellu  distance  ne  soil  pas  telle,  que  les  pulsions  ou  ondes  sonores  qui  se 
succéderont  les  unes  aux  autres  ptiis'^rnt  m  li  oubler  et  s'entre-di'lruire, 
comme  il  arriverait  tiécessaireiiieiil  si  Ji-  li  iiips  ijn'cllçs  mettent  à  parcou- 
rir leur  largeur  était  moindre  que  l'intenalle  du  temps  entre  deux  vibra- 
tions successives  du  corps  sonore.  On  pourra  détermioer  les  limites  de  la 
plus  grande  largeur  des  ondes,  en  prenant  le  nombre  des  vibrations  que 
fait  dans  une  seconde  le  son  le  plus  aigu  que  nous  ptiissions  entendre  et 
divisant  par  ce  nombre  l'espace  que  les  ondes  sonores  parcourent  dans  le 
même  temps.  Ce  nombre  peut  se  déduire  rigoureusement  de  la  f^mnle 
connue  des  vibrations  des  cordes,  que  nous  avoQS  démontré  être  exacte 
pour  quelque  figure  que  la  corde  prenne;  si  donc  on  s'en  tient  -à  ce  que 
dit  .M.  Ivulerdans  l'Article  XIII  de  sa  Théorie  delà  Musique, on  aura  le  nani- 
hre  -120,  par  lequel  (lisisant  le  nomlire  1  vi'ii'  qi"  exprime  en  pieds  l'es- 
pace parcouru  par  le  son  dans  une  se(  (»n<le,  selon  les  expériences  moycii- 
ne.s,  il  viendra  pour  quotient  i  pouce  et  2  lignes  environ,  qui  sera  par 
conséquent  la  mesure  de  la  plus  grande  étendue  que  puissent  avoir  les 
ondes  sonores  pour  formor  des  sons  distincts  et  perceptibles  à  l'oreille. 

• 

16.  Jusqu'ici  nous  n'avons  encore  considéré  que  le  mouvement  pro- 
gressif des  ondes  sonores;  n  on  voulait  aussi  connaître  les  mouvements 
particuliers  qui  les  composent,  on  les  trouverait  ailément  par  les  prin- 
cipes établis  ci-dessus. 

Supposons  que  w  ou  bien  s  soit  donné,  au  lieu  de  1,  dans  les  équations 

  _  ♦ 

z  =  t\c  et  «  =  PQ-»-/vc, 
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la  dUTcrriKc  des  doux  valeurs  dr  /  nous  donnera  lu  durùc  du  inouveiiicnt 

1*0 

dt>  chaque  particule  de  l'uade  P'Q',  laquelle  ivcra       Or,  puisque  \  c  est 

y/e 

hi  viiosf  eunsliiiile  avec  laquelle  les  ondes  avani  rnt  conlinuollemeilt»  il 
)'st  i-lairque  l'a^'ilalidu  do  chaque  partieiiie  ne  durei'a  pré  ci  se  nu- ni  que 
le  temps  que  roiidc  met  ii  parcourir  toute  sa  largeur  PQ.  Il  en  sera  de 
niénic  pour  Ici  undrs  propagées  du  rot»*  oppo&é,  ve  qu'il  esil  aisé  de 
reconnaitre  par  le  moyeu  des  deux  équations 

z  =  ^t\c  ei  a  =  PO  — IV^ 

qui  liMir  appartiennent . 

l'oiu  ce  (pii  e>i  de  la  nature  de  ehatpn*  niouveinent  particulier,  il  fau- 
dra la  déterminer  par  la  construction  générale  des  espaces  et  des  vitesses. 
On  trouvera  pour  cela  : 

I*  Que  toutes  les  pat  licules  subissent  successivement  la  même  a({ita- 
tîon  dépendante  de  la  nature  de  toute  hkpulnon  primitive; 

3**  Que,  ai  on  suppose  que  la  jmMon  primitive  consiste  dans  le  seul 
déplacement  des  particules,  sans  aucune  vilcsae  imprimée,  l'agitation  de 
chaque  particule  ne  sera  composée  (]ue  <rune  seule  allée  et  d'un  retour 
à  son  lieu  d'équilibre,  après  lequel  elle  demeurera  immobile; 

"î"  Que,  si  l'un  suppose  au  eontrairi'  rpie  la  pulsion  primitive  ne  con- 
siste que  dans  l'impression  d'une  ciMiainç  \itesse,  les  particules,  |)eiidaiit 
tout  le  temps  de  lem-  ajrilation,  >'erarler(inl  ccmtinuellement  de  leurs 
points  d'ciiuililue  et  n'y  reviendront  plus  comme  auparavant; 

V  Qu'enfin,  si  la  pulsion  primitive  dépend  de  Tune  et  de  Tantre  cause, 
Tagitation  des  particules  sera  composée  de  celles  dont  nous  venons  de 
parler,  ce  qui  parait  être  le  cas  de  la  nature. 

.16.  M.  Euier,  dans  une  lettre  du  a'3  octobre  17%.  m'a  fait  l'houneur 
de  me  mander  que  la  lei  tm  e  de  iiw»  Recherc/ies  sur  Ir  Son  lui  avait  sug- 
{^éré  le  dénuùnu'nt  «i  uiic  dilliculté  <pii  s'était  présentée  à  lui  depuis 
longtemps.  Cette  dilliculté  consistait  ii  savoir  pourcpioi,  les  éliranleuietils 
primilirs  se  répandant  d'abord  naturellement  de  deux  cotés  opposés,  les 
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ébranlement!;  (lériTatifs  ne  m>  propagent  plus  que  d'un  »cul  c6té  et  tou- 
jours suivuiit  la  mc'mo  dirciiion.  La  raison  (!«•  cette  diriércncc  dépend  de 
la  nature  particulière  des  éliranlemenis  dérivatils,  qui  esl  telle  que  leur 
propaj^aliiin  ne  peut  avoir  lien        d'un  seul  côté. 

l'our  s't  ii  ( onvaincrc.  iin  nii  imiuhim'  les  f'ornitiU's  des  valt'ur>  de  e| 
de  M  trouvées  îi  la  tin  du  n  ti,  et  suj»(iusaiU  <|Ue  z  et  u  soient  les  excur- 
jiions  et  les  vitesses  données,  qu'on  rlierehe  ceUes  <|ui  en  résultent  pour 
un  tempe  quelconque  <  et  pour  une  |)articule  quelconque  déterminée  par 
PabscisaeV.  Il  est  visible  qu'il  n*j  a  pour  cela  qu*à  substituer  s  k  la  place 
de  Z,  et  «  à  la  place  de  U;  et  désignant  par  s' et  «'  les  valeurs  cherchées*, 
on  aura 

-  î  i      '  * 'i  *  ;7j  lu'"*)        1  j'«*)"'  J- 

Maintenant  on  sait,  par  ce  qu'on  a  démontré  (12),  que  les  termes  dont 
les  exposants  sont  {x  —  t  \  c}  sont  {es  seuls  (|ui  détenniueui  (a  propaga- 
tion suivant  la  direction  FF.  et  que  la  propagation  suivant  P'P  dépend 
«mplement  des  termes  qui  renferment  la'quantîté  (,r  +  t\  c);  donc,  pour 
connaître  la  propagation  des  ébranlements  de  Tonde  FQ',  il  ne  faudra 
substituer,  au  lieu  de  z  et  de  u,  que  les  seuls  termes 

ce  qui  donnera,  en  posant  a^^i^^ê  au  lieu  de  «  dans  les  exposants, 
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*,;J(7'^-)"*""""'-(/"-)""""''^'] 

4 

4 

-tlU)       ^U)  J 

_  î  [l;l''-^''V'-'VÎ)_  ljl''-''Vî'-'V*)j.  '  ' 

DiHis  «  es  ronmilfs  il  rsl  visiMi'  les  tt-riiu-s  «luiit  l< '^  i'\|»nsaiU.s  n-ii- 
li'i'iiK-nl  l:i  (jiianlité  -^t'\c  s'rvaiKiuissi  iit  tons  (rcux-iiiciiit  s,  et  (|u'il 
ni*  restr  qiu*  ceux  oii  la  iiifiiu-  (luaiilil»'  st-  lri)H\f  avec  le  sifiiit-  iicj^alit'; 
d'où  il  s'l•ll:^uit  que  la  |iro|>agatiun  dvs  chranli-ment.s  et  u'  ne  peut  m> 
faire  que  dans  le  seul  sens  PP. 

Un  prouverait  la  même  chose  pour  |es  ébranlements  propagés  d'abord 
suivant  la  direction  opposée  P*P;  car,  en  substituant  pour  «  et  «  les  seuls 
termes  dont  les  exposants  contiennent  -h  /  vë>  on  verra  que  les  formules 
résultantes  ne  seront  composées  que  de  termes  où  la  quantité  ^\le  se 
trouvera  avec  le  signe  h*. 

17.  Nous  avfdis  supposé  ci-ile.ssus  que  la  lil»rr  aérienne  était  inllnie  de 
Vwn  et  lie  l'autre  eole.  et  rette  liy|)()tlH'se  llOll^  a  donné  ili  s  eonrl)es  géné- 
ratrices eoiiipusées  d'une  ^^(•ule  luaiu  lie  h  ruiinee  de  pari  ti  d'autre,  el 
pour  ainsi  dire  ii^olée.  Mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  la  libre  était 
ellp-méme  terminée  des  deux  côtés  ou  d'un  côté  simplement;  car, 
|)uisque  la  manière  do  continuer  les  courbes fiMdaittaOaki  et  dùwies  est 
générale,  et  que  les  extrémités  fixes  de  la  fibre  sont  les  points  autour 
desquels  on  doit,  pour  ainsi  dire,  faire  tourner  chaque  branche  pour  en 
avoir  la  euntinuation,  ainsi  qu'on  Ta  'enseigné  (7),  il  est  évident  que, 
dans  le  cas  d'une  seule  extrémité  fixe,  les  courbes  génératrices  seront 


uiyiii 
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composées  de  deux  branches  égales  et  semblableroeol  situées  de  part  et 
d'autre  du  point  qui  constitue  cette  extrémité,  et  qiie  dans  le  cas  de  deux 

«■xin-inités  fixes  les  courbes  gàtératrke»  auront  un  iiomlnr  intini  de 
branches  ('pies  et  semblablement  situées  autour  (h  .s  deux  poinis  qui 
«'onstitucnt  les  pxtn'inilos  (lonin'cs.  De  là.  si  on  cliiTchc  Im  prftpa^mion 
<l<'s  (indrs  sonoivs  p:(r  lu  niétliock'  du  n"  12,  «m  trouvera  s;tus  l»i'auruu|) 
de  peine  <)ue  clinfiue  ofide,  vcnnnt  renconlii  r  une  de.s  exlrémilés  fixes, 
«levra  se  rélleeliir,  pour  ainsi  tliie,  et  rettHuiier  en  arrière  avec  la  même 
vitesse  et  eunservant  la  même  nature  qu'elle  avait  avant  la  réflexion,  d'où 
il  résultera  des  échos  simples  ou  composés,  ainsi  qu*on  Ta  e\pli(|ué  (Clia- 
pitre  II  de  la  Section  II  des  JUeher^es préeiâmta). 

Je  ne  m'arrêterai  pas  id  à  démontrer  plus  en  détail  cette  théorie  des 
échos,  non  plus  que  les  autres  propriétés  du  son,  qui  dépendent  des  prin- 
cipe>  (|ui-  nous  venons  d'établir.  Il  ne  faut  que  relire  attentivement  la 
Section  citée  pour  voir  que  les  propositions  qu'on  a  démontrées,  en  n«» 
eonsidértnt  que  des  uit>uvenients  instantanés  dans  les  particules  do  l'ail", 
»ont  aussi  vraies  diiiis  l'ii vpftllièse  ptésenti-  des  nndiilatiniis. 

Mais  il  est  un  point  csseutiel  de  la  lliéurie  du  son,  dont  on  n'a  p^is  eu- 
eure  parlé  jusqu'à  pré.sent;  c'ei»t  sua  intensité.  Or,  de  ee  que  les  ondes 
sonores  ne  toulfrent  aucune  altération  en  parcourant  un  espai  •  ijueU 
conque,  comme  on  Ta  fait  voir  (IS),  il  est  ûmple  de  conclure  que  Tin- 
tenaité  du  son  sera  constante  et  indépendante  de  la  distance  du  corps  so- 
nore. Mais  cette  conclusion  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  Thypothèse  qui? 
le  son  soit  obligé  de  suivre  une  seule  et  même  direction,  comme  si  Ton 
supposait  Tair  renfermé  dans  des  tuyaux  ou  des  eonduits  assez  étroits  p<ir 
rapport  h  leur  longueur;  ainsi.  d;ins  les  aqueducs  de  Rome,  le  P.  Kircher 
rapporte  que  les  sons  ne  recnixi ni  pnint  de  diminution  sensible  par  l'es- 
pace de  Goo  pieds  environ.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  l'air  libre,  dans 
lequel  le  suu  se  propageant  de  tous  côtés  ti  la  ronde  doit  s'altaiblir  à  me- 
sure qu'il  s'éloigne  du  corps  sonore;  et  c'est  ce  que  l'expérience  journa- 
lière apprend,  et  que  nous  allons  aussi  démontrer  par  ta  théorie,  en 
adoptant  la  seconde  hypothèse  du  n*  1 1  qui  reste  encore  è  examiner. 
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I  IL  ~  Delà  pnpagatioH  du  «ora  dmu  rkj^pthête  de$  mtdet  iphàriques. 

\H.  Dans  rittc  li\ puilii-sc  on  rons<>rvr  à  la  masse  do  l'air  ses  tiiiis 
«limciisioiis;  mais  on  supposr  (|Uf,  ayant  un  point  tixr  poui-  coiitri', 
toutes  les  parliculos  qui  se  trouvent  dans  la  direction  de  diaiiue  raum  se 
meuvent  sanit  sortir  de  cette  direcUon,  et  que  leurs  mouvements  ne 
dépendent  que  du  temps  t  et  de  la  disUnce  de  chacune  d'elles  au  centre. 
De  Ik  il  est  clair  qu*U  doit  se  former  dans  Tair  des  ondulations  sphériques 
el  concentriques,  dont  la  détermination  soit  contenue  dans  une  seule 
équation*  de  même  que  dans  le  cas  de  Thypothèse  précédente.  Celte 
équation  peut  se  trouver  soit  par  l'application  des  formules  j^énérales, 
ainsi  que  l'a  l'ait  M.  Euler  dans  son  Mémoire  Misccllanca  Taitiincnsia, 
t.  Il,  p.  I  l,  ou  plus  simplement  encore,  quoique  avec  moitis  de  ri^nit  ur, 
en  considérant  le  mouvement  d'un  lluide  élastique  renl'crme  dans  un 
tuvau  conique,  comme  on  le  verra  plus  l»as.  Nous  nous  contenterons 
pour  le  présent  d'emprunter  l'cquatiou  de  M.  Euler  et  d'y  appliquer 
notre  méthode,  afin  d'avoir  une  construction  qui  ne  soit  point  assujettie 
it  la  loi  de  eontinuité,  comme  l'exige  la  théorie  de  la  propagation  du 
son.  Cette  équation,  en  substituant  s  pour  «  et  4?  pour  U,  se  réduit  à 
celle^i 

qui  peut  être  traitée  de  la  même  manière  que  celle  du  Proidénu*  1. 

19.  PnoBT.  ÈDIE  Ïi.—Consenant  les  marnes  noms  et  let  mêmes  Supposilions 
du  Problème  I,  mee  cette  seule  différence  que  les  mtmvements  des  particules 

soient  contenus  dans  Véquatùm  ^  '^'^'  constndre  cette 

même  éqsustkm. 

Je  commence  par  multiplier  l'un  et  l'autre  membre  par  Mdbr,  M  étant 
une  fonction  quelconque  de  «.  .ensuite  j'inUsgre  en  ne  faisant  varier 
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que  x;  j'ai 

Ikdx. 


Jf  ti-aiKslurine  d'abord  rinlégralr 
«•n 


ensuite  en 


Je  change  de  même  Tautre  intégrale 


/ 


dx 


en 


et  je  tire  par  la  substitution  ta  n<nivelle  équation 

Jp  dois  maintenant  supposer  N  tel  que 

i£r       rfjr        X   ~  ' 

l(M>qu«'  .r  =  o  <'t  lorsque  x  —  a;  or,  pins(|U<;  l'on  ;i  ilcjii  dans  ces  ilciix 
r;is  :  —  o  par  h\ (Mdlii'st',  il  siillil  (|iH'  .M  U'  soit  aussi.  »  c  qui  (intiiicra  les 
UKMDCS  cunditious  ii  remplir  par  [es  t-ouslaaU*s  dt*  M,  que  l'on  a  t-ues 
dans  lp  Problème  1. 
t*équation  restante  sera  donc 


7^"-'='.r-(^-i^)'" 


95. 
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oii  il  faudra  supposer 

rf'M  _  7, /M 

()elte  équation  en  M  «  st  intégrable  par  les  iiiptliudcs  cunnues;  mais  m 
voici  une  qui  ost»  si  je  ne  me  trompe,  la  plus  simple  qu'on  puisse  em> 
plo)'er  dans  ce  cas. 

/*— 

Soit  supposé  M  =  e*'    ,  on  aura  par  la  substitution 

— ^  +  -*.—  —=*,  savoir  *p»  +  2£  ^.  4C  —  I. 

9  " 

Je  voÏH  que  c«lli>  équation  peut  s'écrire  ainsi 

donc  si  l'on  i'aii  p  +      -  q,  on  aura 

kq^dx    dq  =  dx, 

«t'oii  l'un  tiiv 

I— *g» 

et  intégrant  par  les  logarithmes, 

ou  l)R-ii  fil  pas^vaiit  aux  <'\[)uiu-iitii-llcs,  avec  l'addiliuii  d'uac  coiisluuU'  C, 

^**  =  c^^' 

liouc 

_        I  I    C>"VÎ_  1 

dx 

Il  faut  uiJiinlenanU  pour  avoir  la  valeur  de  Al,  intégrer  la  quantité  —  ■ 
Or  il  est  visible  que  si  Ton  substitue  pour  p  son  expression  telle  qu'on 
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vieitt  «ie  ia  trouver,  on  a  une  difTéreniielle  qu'il  serait  aswz  difliciiet 
peut-être  imponible,  de  ramener  k  Tintégration;  mais  on  peut  nmpliiier 
beaucoup  le  calcul,  en  supposant  Tarbitraire  C  nulle  ou  infinie:  dans  le 
premier  cas  on  a 

rt  dans  le  second 

et  combinant  l*une  et  l'autre  valeur. 


On  aura  liutu- 

et  par  conséquent,  en  ajoutant  une  constante  A, 

Mr=  Af—iixvÂje-'-'V*, 

OU  bien,  à  cause  de  l'ambiguïté  des  signes. 

Or  il  l'aul  que  M  =  o  loi-sque  x  —  o,  «l'oii  il  >uil  quf  A  -h  H  =  <>,  ci  par 
conséquent B  s  —  A;  donc  en  changeant  la  valeur  de  ia  i'onstantt>  A, 

li  =  A(«'Vî"_e-*Vf)_AjtV*(«''^+«^^). 

ou  bien  encore 

M  =  A  f  slo  (*        -  *  ^-î  «» («  V^)J' 

Telle  est  la  valeur  de  M  qu'il  fallait  trouver;  si  l'on  en  prend  la  difTé- 
rence.  on  a 

d'où  l'on  voit  qu'au  commencement  ob  a;  s  o,  on  a  aussi  ^  =  o,  de 
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.>orUî       le  terme  —  z       s'évanouit  tlt-  lui-iiit  iiic,  .Niuis  «(u'il  .soit  besoin 

(le  supposer  z     o  dans  vv  \»ùu{:  a-  <|ui  nous  montre  que  la  valeur  de  z 

poiirr;)  ('tiT  ici  tout  te  (|in'  I  nn  Noiitlra. 

Il  iiiaintfitaul  <l<-t(-t'iiiin('i  Â  par  la  londiliou  quf  M  devienne  nul 
lors<|Uf  j  =  a:  on  aura  donc  pour  cela 

A  [sin  (a  V— ^)  —  «  ^— ^  <^  («  V— i]  = 

«  e  t|ui  donne 

r'est-iiHlîre  que  l'angle  a\'—i  devra  être  égal  à  sa  tangenle.  ClierchanI 
dom*  un  tel  angle  et  le  nommant  7,  on  aura 

Quoiqu'il  soit  impossible  d'exprimer  cet  angle  algébriquement,  on  peut 
néanmoins,  pai-  la  seule  considération  du  cercle,  se  convaincre  qu'il  nVst 
pas  unique  et  délerminé,  mais  qu'il  y  en  a  une  infinité  qui  ont  tous  la 

nièuie  propriété,  de  sorte  que  v  -- ^  atii'î<  îuissi  une  intinité  de  \aleurs 
diflételites  (|ui  satisferont  toutes  éfr;ilement.  On  peut  voir  ilans  le  t<nne  II 
de  V litlrodiiction  à  l' Ainilvsi'  th s  inflninifnt  pt-fils  de  .M.  l'.ulei  le  tleiniiT 
Fnddi-iue  du  (lliapilre  Wll.  où  trouvera  une  inanieix*  assez  simple  de 
déleruiiuer  tous  ces  angles  pur  approximation.  Au  reste,  nous  n'aurons 
pas  besoin  dans  la  suite  de  connaître  leurs  valeurs,  il  nous  suffira  de 
savoir  que  leur  nombre  est  infini. 
Après  «voir  ainsi  déterminé  la  variaUe  M,  si  on  suppose,  comme  dans 

le  Problème  I,  J^zfAdxsts,  ei  qu'on  pratique  les  mêmes  dilTérentia» 

lions  à  l'égard  de  l.  notre  dernière  équation  intégrale  deviendra  ^  =  cki^ 
qui  est  la  même  que  nous  avons  déjà  intégrée  dans  le  Problème  cité.  On 
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aura  donc  ici  de  même 

«  =  S  cos  («  V^^^)  -4-  -    —  sin  (i  ck)t 
V— «* 

r=rR  «os  {/  if^}  —  8  «In  f  t  i/^êk}^ 

et  int'ditnl  à  la  place  des  quantités  t,  r,  S  et  R  leurs  valeurs  en  s.  u, 
Z  et  U. 

Il  fntit  maintenant  sul)slitin'r  la  valeur  do  M  rt  faire  les  autres  opéra- 
tions (|ue  (leniande  notre  méthode;  mais  eonime  cette  valeur  de  M  est 
différente  de  eelle  du  Probli-nie  I,  il  est  elair  que  les  mêmes  proeédés 
que  nous  avons  suivis  alors  ne  sufliront  pas  à  présent:  on  pourra  cepen- 
dant s'en  servir  de  nouveau  avec  succès,  en  prépar  a  ni  par  une  simple 

transformation  les  expressions  uMdjc  avee  les  «leux  autres 

j  mda:  et  j  UUda:  de  la  manière  que  voici.  Substituant  la  valeur 

de  M,  j'ai  d'abord 

J" zsinix  ^  —  kj  dx  —  ^  —  k  J  sx  cosix  ^—  k)dx; 

or  il  est  clair  que  ri  l'on  n'avait  que  le  premier  memlm  de  cette  expres- 
sion, on  serait  exactement  dans  le  cas  du  Problème  I;  il  ne  s'apra  donc 
que  de  ramener  aussi  le  second  membre  à  la  -même  forme;  pour  cela  je 
change  d'abord  la  formule 


eu 


5.r  sin  I    V  —  À"/         i       i''d:.r    .  — ,  . 

— ^  V^ïJ  '  • 

ensuite  je  remarque  que.  puisqu'on  suppose  que  les  intégrales  ue  s'é- 
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tendent  que  depuis  x  b  u  jii>(ju'k  a?  »  a«  le  terme  algébrique,  qui  est  de 
lui-même  égal  h  léro  dans  le  eas  de  «  ss  o»  et  qui  le  devient  aussi  dans  le 
cas  de  jp  —  a,  à  cause  que  z  s'évanouit  par  hypothèse,  ce  terme,  di»je, 
devra  être  entièrement  effacé,  de  sorte  que  Ton  aara«implemenl 

Ç»x  eOB  (  «  V— A-)  dx=  J       sin  (  x  y  —  ^ "> 

Siilistiiii;iiii  donc-  vviU'  irausibrméc  daus  l'expression  de  i  zMdu.  elle 

devienui'îi 

j  {''^  '"«sr  j    ^  V  -  • 

Faiftsut  des  opérations  semblables  sur  les  autres  expressions  intégrales, 
«I  supposant  pour  plus  de  simplicité 

nos  deux  équations  intégrales  deviendront 

s' sin  (x  v'— rfac  =  co»  (  <  V—    J  J  îi'  »'n  (x  v'^)  rfx 


sin  /  \  —  r/. 


J»     
ic'sln{x\'— Ar)d!r=ï<-os'/\  —  cA-;  |  L' sin  x  v  —  <  / </x 

Ces  équations  sont  rcduito  a  l'ctiil  de  cflles  que  nous  avons  a[)|>rls  a 
eonstruire  dans  Ir  l'inhlcnie  piécédent.  Il  sera  donc  facile  dt-  leuc  a|»|)li- 
quer  la  même  méthode;  or,  puisque  tout  se  réduit  ii  laiic  disparaitre  la 

quantité  \  —  ^  ii  cause  du  nombre  infini  de  valeurs  dont  elle  est  suscep- 
tible, il  est  clair  que  quoique  ces  valeurs  ne  soient  pas  les  mêmes  ici  que 
dans  le  Problème  cité,  néanmoins  les  résultats  des  opérations  seront  par- 
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faitement  semblables,  eo  sorte  qu*U  ne  faudra  que  substituer  s',  m*.  Z' 
et  U'  à  la  place  de  «.  u,  Z  et  U  pour  avoir  tout  d'un  coup 

Remettant  à  présent  au  lieu  de  s\  u\  Z\  U'  leurs  valeurs  en  s,  it,  Z  et  U, 
on  aura  deux  équations  qui  détermineront  les  deux  variables  inconnues 
2  et  tt  par  les  données  Z  et  U  pour  un  témps  quelconque  i. 

SO.  Les  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver  étant  parfoitement 
analogues  à  celles  du  Problème  1  admettront  ausri  une  construction  sem- 
blable à  celle  qu'on  a  déduite  des  courbes  Jondameniales  et  déwéet  (7). 
Supposons  donc  ici  que  les  courbes  ANB,  AQB  {fy.  i  et  a,  p.  1 5 1  et  i  Sa) 

Six 

toient  les  lieux  des  valeurs  de  Z'  et  de  U',  savoir  de  Z  -i-       et  de 

V -h  '-^y-  pour  «'liiuiuc  abscisse  .r,  rl  «|ui'  h-s  aulres  <  oiirl)os  nnh,  AyB 

'  Jig.  ^  fl  '|,  |>.  en  (if|)cn(lt'nt      la  inanii're  tiu'on  a  <lil  dans  le 

numéro  cilé;  ou  aura  pour  une  abscisse  queU'onque  x  =  A.M,  et  puur  un 

MU'      M 'M 

temps  quelconque  /  s  — =r-  =  —^t 

z  =  z -i- ^   -    -f-  —  ' 

^  dux     M  Q  -t-  li  g  .  M'a' -  M'A 

»  =  «  -4-  -3 —  =  —  : — -=■  ^  

or  »  3 

Si  on  désigne  par  P  et  Q  ces  valeurs  de  z'  et  u\  de  sorte  que 

dtx  ds  n 

</mx  du 

on  aura  en  intégrant,  après  avoir  multiplié  pur  xdar. 

x«»= J  Pxdx,  d'où  zs^'L^^^t 
1.  «6 
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et  de  même 

Que  7  et  <(>  représentent  deux  fonctions  quelconques  réguliën's  ou 
îrrégulièreR.  telles  que 

MN  -       VM)-  v:.i-;. 


on  aura 


1II'N'-?(AM')  rrpfx  +  lv'ë). 
M'Q'     |(  \M')--  |fx-t-  /  yc). 


Mf---.  r  »|»(AM)rfAli^-^  Ç^k»)à** 
et  par  r(iii!M>queiit 

Q=-!.  ft);fx-f-/xc)-f-^|/l'.r-IVc)j 


dont' 


a  L       Sir  '      ^  J" 
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Soil  suppoflé 


y*  ç  (*)  «ir  =  >  (jf).    J  '        <tr  =  'î  (*)  

«l  linsi  pour  la  fonction  ^,  on  aura 

y*X9(af±<  V*)  dx-=x  J Vf{s-^t^e)d3e  ^  J d*  J ^{x-±:t^e)dx 

iriiitaiU  ilf  la  iimmim'  inanirre  Ii-s  aiilrcs  i'oniiules  tiile^q'ali's  qui  ooin- 

posiMii  l(>s  v»l(>ursde  j  Vxdx  «t  de  j  Qxtb^  on  aura,  aprè»  toulcs  le» 
subtitilutiitiis, 

««  âït» 

_  —  /  ycj  ^      (x  -i-  f  ycj 

ajr  v'c  9^ 

ax  a*» 

-vlx-f-/v<^J        -  'o  (x -t- /  1  c) 

-y(x-/v'c}  -■?.x-/vrj 

21 .  On  pt'iM  siiiiplifuT  t  es  «'xpicssious  de  ht  iiiaaière  .suivanl4>.  Au 

lieu  de  "f  («  -h /vc)         "^"^  '^''^  j«  po«  «mplemenl  S{a!-hi^c), 

ye 

el  au  lieu  de  "œ  (ar  —  ^i^'^*^''^  je  substitue  de  ménw  la  seule 

a6. 
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i  \|)r('.ssi(>n  V  {x  —  t^ë)»  A  et  T  étant  de  nouvelles  fonclionn  variables 
iliflerentcs  de  et  ci  piviiant  le»  différences  d«  Is  manière  indiquée 
ri<de9isus  on  obtiendra  les  formules 

•1  .  t 

rxx  a** 


lesquelles  s'accuriieiil  pour  le  fond  avec  eelle;»  que  M.  Euier  a  (iuuiiees 
dans  ses  Reehêmka  sur  ia  propagation  de»  ^nademetus  dam  an  mSim 
âastique  {Miseellanea  taurmentia,  1. 1>  p.  9),  où  il  nomme  u  ce  que  nous 
avons  appelé  s' et  V  ce  que  nous  avons  nommé  j7. 

22.  La  touslruclion  trouvée  au  eontniencemeDl  du  11"  20  n'est  lionne 
que  pour  les  cas  où  x  ±.  t\c  n'est  pas  plus  ^M-and  que  a  ni  moindre  que 
zéro,  puisque  les  valeurs  de  Z  et  de  l)  ne  sont  donnée»  (|ue  pour  la  simple 
étendue  de  Taxe  AB  =  a.  Il  faut  donc  chercher  ici.  comme  on  Ta  fait 
dans  le  Problème  1,  une  manière  de  continuer  les  courbes  ANB.  AQB,... 
au  deU  des  points  A  et  B.  Pour  cela,  ayant  conservé  la  consiruction 
du  7  avec  la  même  équation  des  eouribes  A'S'B',  A'S'B",  un  exami> 
nera  leur  c  ours  au  <lelà  des  points  B'  et  A*!  en  supposant  (19)  la  quan- 
tité V  —  ^  déterminée  par  l'équation 

Pour  ce  qui  regarde  la  branche  A'*S  qui  est  du  c6té  des  abscisses  né- 
gatives, rien  n*esl  d'abord  plus  facile  que  de  la  trouver;  car  faisant  x 

néj^atif.  sin  (r  y'— A)  devient  simplement  négatif  sans  changer  de  valeur, 
d'où  il  s'ensuit  que  cette  branche  ne  doit  être  que  la  branche  nième  A'S" 
renversée  de  la  manière  qu'on  l'a  déjà  fait  {fig.  6,  p.  168).  Ainsi  on 
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prouvera  de  nouveau,  par  le  même  raisonnement  du  n*  7,  que  la  partie 
des  aires  qui  répond  It  ral)s(  iss(>  AA"  sera  la  mémo  que  ci'llf  qu'on 
pourrait  former  sur  l'aliscisse  AA',  en  employanl  la  courbf  A  S'  **l  la 
(■oui-Im'  an  continuée  au-dossous  de  l'iivi-  dt-  la  nn-m»'  manii't't'  i\vn'  la' 
courlx'  A"S";  d'oii  l'un  voit  <|ii»'  la  <'(\ntiiiu;ili<'ii  de  la  courhc  ANM  au  delà 
de  A  sc'ia  aussi  la  inriiic  i|u<'  crlli'  (|u'on  a  pr;i!ii|iii'('  dans  la //^.  7,  p.  i<m>. 

Mais  il  n'i'ii  si  ia  pas  ainsi  pour  la  continuation  au  dcHi  d*-  H,  >  ai- 
sini  J^  V  ^  *  n'avanl  plus  dans  le  tas  présent  des  valeui"s  ej^ales  e(  vou- 
tmires  autour  du  point  B'  qui  répond  à  x  =  a,  la  branche  B'  'S  ne  saurait 
'  non  plus  être  la  même  que  la  B'^  renversée.  Il  ne  serait  pas  difficile  de 
connaitre  la  nature  de  cette  branche  B"S,  mais  cela  ne  servirait  de  rien 
pour  Tobjet  présent,  puisque  la  méthode  du  n*7  demande  que  la  brancbe 
B"S  puisse  être  substituée  à  la  place  de  la  branche  B*S^  afin  qu*on  ait 
la  courbe  entiiMe  A"S"B".  qui  soit  la  même  i|ue  la  courbe  A'S'B' et  quv 
la  courbe  ASB.  Pour  ivmplir  cettr  condition  il  n'y  a  pas  d'atjlre  moyeu 
que  de  transfornier  cha4|ue  portion  d'aire  qui  répond  h  M' H  en  une  autre 
l'orale  et  dans  la(|urlle  la  branche  B'  S  soit  senddalde  et  dianieliidcim  nl 
<i|q)f)srf  a  la  braïu'he  B'S',  connue  dans  la  Jig.  G,  p.  1G8.  Exannntuis 
pour  cela  cette  expression  intégrale 

bnpn  llf  étant  prise  depuis  le  point  B'  où  s  =  o  jusqu'au  point  B, exprime 
l'aiie  formée  par  les  produits  des  ordonnées  des  deux  courbes  ANB, 
A  S  B  n  lativeini  lit  à  l'espace  B'B,  et  voyons  si  l'on  peut  la  changer  en 
une  autre  de  la  forme  de 

-J(2)slnf(a-s),Pî]rf«, 

(Z)  désignant  une  quantité  quelconque  donnée  en  Z'. 
Je  prends  cette  autre  expression 

J  R  $in  i(a-h  s)  y' — ^  J ds, 


906  NOUVELLES  RECHERCHES  SUR  LA  NATURE 

«t  je  la  cliange  dm»  non  égale 

Je  Milt^ht  iir  e  iiMiitt'  il  hi  place  (If  Mil  ia\   -X)  la  (|Uiiiilili'  «  v  —  Xroslt/v  —i) 
Un  i-  ili  I  I  (iiialinii       ilt'ti'imiiif  la  valnir  de  \  —  ^.  pt  ](•  fais  cvanouir  à 
l'aiili'  A'iiuv  iiit<';j;i "iliuii  par  pitrlirs  Ir  coelliciciil  y  —  A-  iiilroduil  par  t-elle^ 
sulKslitutidn:  j'ai  ainsi 

f  R9in'«v'^^<*os(»v^;rf«=tf  fKcos(a^^ieM{s^^)dz 

ii  aK  cosla  v'— sio  (*  ^—ffi  —  « ^  cos («  v'~         ' *  v'— 

Lf  li-riiM'  iilyehrjtjue  de  cetli-  trausl'ormé»'  b'evanuuit  de  lui-iuéine 
lorsque  z  s  o;  donc»  si  Ton  supix'st»  R  ss  o  lorsque  s  =  B'B  (nous  ver> 
run»  ci-aprè.s  que  celle  supposition  est  possible),  oo  pourra  refTaeer  en- 
tiëremenl,  et  la  première  transfonnêe  deviendra  par  la  substitution 

ftieùsia^'—kjàkaiMy  —  kidn  —  a  I  ros  (  a        ^  sin  f  «  y  — 

Développons  &  présent  les  produits  des  sinus  et  cosinus;  on  aura  Téqua* 
lion 

i  jRsfaf(a-i-«)/=TFjrf,-i  Ç R8inr(«-*)V^Jrf« 
t>t  réduisant, 

J  (r  +  «     j  sin  [{«  -K  «JiCTJ  rfi  =  -  J  (r  -  «     j  .in  f(«  -  J  rf.. 

Comparant  donc  les  deux  membres  de  cette  équation  avec  les  formules 
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proposées 


un  aura 

d*où  Ton  déduira  le  rapport  entre  (Z)  et  Z'.  Multiplianl  la  premiî$rt> 
équation  par  e''(iz  et  intégrant,  il  vient 


^  Z  e^i/a^uKe" 
et 

d'uù  l'un  lire»  en  substituant, 

(Z)=-^  %  "  j'z  e'Js-  /:. 
Or,  nous  avons  supposé  que  R  était  égal  à  zéro  lorsque  «  =  B'B:  on  sa- 
tisfera donc  à  cette  condition  en  prananl  l'intégrale  j  'Le"dz,  telle  qu'il 

s'évanouisse  dans  ce  cas;  il  ne  faudra  pour  cela  que  poser  B'B  —  .v  au 
lieu  de  s,  rt  dy  :ui  lieu  de  dz,  et  commencer  l'intégration  avec  les 
abscisses^  du  point  B  en  allant  vers  B';  on  aura  par  ce  moyen 

(Z)=.  ^*"J'Z'«  'dy-12. 

iVllt'HSl  la  valeur  <lf  Z  i  qui.  t'Iaiil  prist'  au  li*'U  »K' Z  .  |nnii  iiiulli|)li»*r 
cltaque  ordonnée  corirspundantc  de  la  lirani'iie  B  S.  produira  une  aire 
égale  à  celle  qui  se  formerait  en  multipliant  la  valeur  de  Z'  par  l'ordon- 
née correspondante  non  pas  do  la  branche  B'^S,  mais  de  celle  qui  serait 
la  vraie  continuation  de  la  courbe  A' S' B'  dans  notre  cas.  De  W  et  du  rai- 
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Bonnement  du  n"  7,  il  n*est  pas  difficile  de  conclure  qoe  ItTportton  d'aire 
qui  répond  nalurellemcnt  k  B'B  dans  la  formule 

j  Z' siD [tX -H  / V«)  ^J*/* 

peut  ^tre  chaugéi*  en  une  autre  turniee  sur  UH  par  les  urdoiiuees  de  la 
branche  S^B'  et  par  celles  d'une  autre  branche»  comme  ta  BN*  (/ig.  i  a). 

Fig.  I]. 


qui  si  i  vc,  pour  ainsi  «lire,  de  i  HUtinuatiou  ii  I;)  < mirlu'  Iniiilitiiu'ntale  ANB, 
et  qui  soit  telle  qu'en  pn  iiMut  de  part  c>l  d'autre  de  li  lei>  ab^eis^s  i'i^ales 
BP',  B'P  =  V,  on  ait  toujours 


FN»  =  (2)=5e*  /  Z'e  "d^-Z' 


Voilà  donc  comment  il  faudra  continuer  la  courbe /Mufiunenidir  ANB 
au  deU  de  B,  pour  pouvoir  faire  usage  de  la  construction  donnée  ci- 
dessus  lorsque  X  a  des  valeurs  plus  grandes  que  a. 

Tout  re  «jue  nous  avons  jusqu'ici  enseigné  sur  la  manière  de  continuer 
celte  eourhe  d'un  eoté  et  de  l'autre  s'appliquera  aussi  h  l'antre  courbe 
fondamentale  AQH  et  encore  aux  courbes  dém-ées  anb,  X(fh,  [mum  vii  t(iie 
ci  s  dernières  on  ;iit  soin  de  placer  les  deux  brandies  de  rontinua- 
lioii  au-di  ssus  de  l'axe  par  la  raison  qu'on  a  dite  à  la  fin  du  n"  7. 

La  construction  qu'on  vient  de  trouver  u'esl  encore  suffisante  que 
pour  les  cas  ob  X  est  contenu  entre  les  limites  —  a  et  -h  aa.  Pour  lui 
donner  toute  la  généralité  possible,  reprenons  la  formule 


J*Z'»lnf(a-<-j)^^J<£», 
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qui  a  été  changée  en 

- /"tZ)8in[(a-.»)V~ïJrf«; 

puhaul  «  -t-  5  —  a",  un  aura 

d*ob  l'on  voit  que  Tabscuse  a;  peut  être  diminuée  de  aa,  pourvu  qu'on 
change  Tordonnée  Z'  en  (Z);  de  mènie,  si  ((Z))  est  une  fonction  de  (Z), 
telle  que  (Z)  Test  de  Z'.  on  pourra  diminuer  de  ad  l*«lMciss(>  c]ui  se  rap> 
porte  à  (Z),  en  chan^'iint  (Z)en  ((Z)};  donc  on  pourra  aussi  diminuer 
l'abscisse  de  Z'  de  \(t  en  i'liunpo:>nl  inimédiaU-mcril  Z'  en  '  Z  .  el  ainsi 
de  suite.  De  lii  il  n'Nullc  (|ue  le  n-stf  <le  la  (•(uniiiualum  des  cotir  hcs,  stiil 
fondamentales.  ><^\\  ili  rkt'rs,  an  delà  du  puitil  i{,  ponira  se  ili'diiiie  aist-- 
nient  de  la  braut  lie  i|ui  repuiid  à  l'abseisse  àu;  c  ar  un  n'aura  «ju  a  trans- 
former suitccssivernent  celle  branche  en  d'autres,  dont  la  ordonnées  aux 
mêmes  abscisses  se  répondent  entre  elles  comme  tes  expresaiona  Z',  (Z). 
((Z )),....  et  appliquer  ensuite  par  ordre  et  suivant  la  direction  AB  toutes 
ces  branches  Tune  à  côté  de  l'autre  le  long  de  l'axe  AB  prolongé  à  l'in- 
fini. 

Par  un  raisonnement  tout  opposé,  on  prouvera  que  la  continuation  de» 

mêmes  courbes  au  delà  de  A  se  fera  par  un  assemblage  semblable  de 
branches  dérivées  l'une  après  l'autre  de  la  seule  branche  qui  répond  à 
l'abscisse  xn,  mais  avec  des  npèrafiotis  rmiiiaires  aux  précédentes,  sa- 
voir, de  nianièi  e  que  U-s  ordonnées  <|ui  répondent  à  une  nu'Uie  abscisse  x 
dans  clia(]uc  branche,  à  commencer  du  point  A.suient  entre  elles  comme 
les  quantités  Z  ;  et  Z'. 

Far  là  un  trouvera  sans  dillicullé  que  les  cuurbes  dunt  il  s'agit  auront 
autour  du  point  A  une  6gttre  semblable,  avec  cette  seule  différence  que 
pour  les  courbes  fondeumnkd»  les  deux  branches  infinies  de  part  et 
d'antre  de  A  seront  diamétralement  opposées,  savoir,  l'une  au-dessus, 
l'autre  au-dessous  de  l'axe,  et  que  pour  les  courbes  dérivées,  les  branches 

I.  V} 
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tteront  Tune  et  Tautre  du  même  côté  de  l'axe;  d'ob  il  s'enauil  qu'ayant 
Hxécttlé  la  contiDuation  du  côté  des  abacisaet  pontives  à  rinfini,  suivant 

v.e  qu'on  a  dit  ci-dessus,  on  n*aura  plus  qu'à  renvprsrr  la  même  courbe 
uu  delà  do  A.  rt  au-dessous  OU  au-dessus  de  l'axe,  selon  qu'elle  appar- 
tiendra aux /ondamentales  ou  aux  t/érwées. 

23.  Par  ta  méthode  qui  vient  d'élrc  expliquée,  nous  avons  la  manière  . 
de  continuer  de  part  et  d'autre  à  l'infini  les  courbes  qui  dépendent  de» 
valeurs  de  Z  et  de  U.  données  à  volonté  dans  le  premier  instant  du  mou- 
vement, sans  s'embarrasser  que  les  différentes  brandies  de  ces  cotti4>es 
soient  Vh'cb  ontra  elles  |ku-  la  loi  de  continuité.  Mais,  si  on  voulait  se 
borner  à  admettre  cette  loi*  on  pourrait  obtenir  les  mêmes  résultais  avec 
heauronp  moins  de  peine  par  la  simple  eonsiilération  des  foriiiiilfs  don- 
nées à  la  tin  (In  n"  20.  TihiIc  lu  diffîiiill»'  --i'  ivdiiirait  à  l'iiciclici  ht. 
nature  des  t'inx  lions  ^  et  'l>  iui  delii  des  puiiils  A  cl  \\,  par  la  «  riiidiliitn 
que  r-  et  u  soient  égaux  à  zéro  dans  ces  points,  quelque  valeur  qu'on 
•  suppose  à  t. 

Posons' d'abord  dans  rea  formules  x  —  Ot  s  sa  o,  u  s  o.  on  aura  les 
équations 

a*^  ajr»vc 
~  ax    "  a** 

*  a*  '  ajr' 

De  ces  deux  équations  il  suffira  de  vérifier  la  première,  puisque  la  se- 
conde n'en  est  que  la  différentielle  divisée  par  dt;  mais  il  se  présente 
dans  cette  opération  une  difficulté,  car  les  termes  étant  divisés  les  una 
par  X,  les  autres  par  on  peut  être  en  doute  si,  en  faisant  k  part  égaux 
il  xéro  les  numérateurs  de  4P  et  de  «*,  toute  la  formule  disparaîtra,  à  cause 
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<j(ii' ,1  «'st  ticjii  liii-rn<''iiu*  ôj^al  h  zi'-n».  Pour  Icvri"  cctlf  rlillliciilli'.  siippo- 
siMiK  <]uc  r.  lii'ii  d'fli-f  (uiit  à  r:iit  nul,  soit  scuU'iiR-iit  iiiiiiiiiiu-nt  [tclit 
et  «•■•al  à  «.  H  devoli»|i|Hiiis  chaque  t'oQCtiun  "ff{a±.t\c),  '^{a±.t\c),.., 
suivant  la  formule  i  uniiue' 

en  ert'ai,-iint  et'  <|ui  m>  .Iflmit  i  l  i  n  nr^^li^rant  les  termes  qui  se  trouvent 
mulliplies  par  de:»  puistuiuces  de  a,  uu  aura  l'équation 

qui  doit  être  vraie  indépendamment  de  la  quantité  «;  donc  on  aura 

équations  auxquelles  on  satisfera  en  posant 

>(-/i^)  =  ->(/»/î)  et  -q»(-#^/£)  =  -«KiV^). 
uu  bien,  en  dtfféreiitiant,  • 

Or,  I  étant  une  variable  qui  peut  croître  h  rinfini  en  conimeh^nt  k 

térd,  lyê  pourra  rapréaenter  une  abscisM  quelconque  pontive;  donc  la 
qature  des  fonctiona  *y  et  *^  devra  être  telle  que,  faisant  les  alwcigaes' 
négatives,  ces  fonctions  deviennent  simplement  négatives  sans  changer 

«II-  v:il(  iir.  Il  en  sera  de  même  des  fonctions  9  et  puisque,  en  différrn- 
tiaoi  deux  fois  les  équations  précédentes,  elles  deviennent 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  courbes  ANB,  AQB,  qui  represcnicni  i-es 


Ht         nolvi:lli:s  uKt.iihin  m i;s  slh  1-\  naturk 

Idiit  lioiis,  (Ifvioiii  avilir  de  pari  et  «rHiihc  ilu  pnini  A  dos  hrancht's 
«•l  diainélraltMiienl  opposées,  ainsi  qu'on  l'a  lioiivr  '22^..  Il  n'en  sera  pas 
tout  I)  fait  ainsi  pour  les  courbes  anb  et  Aqb  qui  contiennent  tes  fonc- 
tions ^  *-i     car  on  a  pour  ces  fonctions 

ce  qui  montre  que  les  ordonnées  doivent  être  exactement  les  mêmes  à 
des  abscisses  égales,  positives  et  négatives»  et  que  par  conséquent  les 
branches  autour  de  A  seront  semblablement  situées  sur  Taxe*  ce  qui  s'ac- 
corde avec  ce  qui  a  été  enseigné  dans  le  nuinéru  cité. 

Examinons  maintenant  les  valeurs  d»'s  mêmes  fruu  lions  pour  les  al»- 
seisses  qui  surpasst^nl  l'axe  doinie  a.  Posant  a-  —  a,  «  =  o  et  u  =  ti,  <»u 
aura  de  nouveau  deux  équations;  la  première  sera 

_  >(g-^f^/c)->->(a—  t^)  _  'y(a-t-<Vg)  f^c) 

_^  ^_{a  -K  y  c\         (g  —  <  v'cj  _  '^{a ^jjç)  —  "^{a^J  V£,/ 

la  seconde  ne  sera  que  la  di^ërentielle  de  celle-ri  divisée  par  f/(,  et  par 
conséquent  nous  pourrons  nous  dispenser  d'v  avoir  égard.  Or,  afin  que 
les  fonctions  ^  et  ne  dépendent  pas  l'une  de  Tautre,  on  fera  séparé- 
ment 

a  '9  (a  +  <  ^ë)  —  >  (a    1      =  —  4»    («  —  #  ^ê)  +  "9  («  —  /  ^ê; 

et 

a  *t]/ (a  —  /  yc)  —  "(J*  t«  +  '  V*'J  =0'^  \,a  —  i ^'ej  ~  "'^{a  —  t \c). 

Différentions  deux  fois  la  première  et  Irdis  fois  la  seconde:  on  aura,  en 
changeant  les  signes, 

9  (a  -t- 1  i^c j  —  «f^  (a  + 1  l/c)  =:  —  f  (a  —  I  ^ff )  ^-  ttf '  («  —  /  v'c j 

et 

équations  qui  sont  tout  à  l'ait  semi)laliles  entre  elles. 
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Je  roulliplie  par  e   '  ^êdt  et  j'intègre;  j'ai 

«yë  ry'c  (^c 

OÙ  l'on  voit  quti  la  vahnir  <Ip  l'intégrale  du  dernier  terme  duit  être  égale 
à  zéro  loi^ae  t  =  o,  |>uisi|ui-  dans  ce  cm  les  deux  autres  termes  se  dé- 
truisent d'eux-mêmes.  On  aura  donr 

Il  ^/ 

Or.  si  Ton  fait  t\  c  ~  y,  et  que  l'intégration  suit  supposée  commencer 
du  puint  où^  =  u,  ou  aura  . 

» 

• 

<•»•  nous  lait  i'onn;u'tir  l:i  manii'tf  doni  les  vak-urs  de  la  t'undion  5. 
qui  sont  de  part  el  d'autre  à  distaïues  ejjales  de  rextrémilé  B  de  l'axe, 
doivent  être  liées  entre  elles.  Or  il  est  aisé  de  voir,  en  relisant  les  n"*  SO 
el  S2,  <|u*  ,  a  y)  dénote  ici,  la  même  chose  que  Z',  et  ^  (a  -t-.>  j  la 
même  chose  que  —  (Z);  donc  l'équation  précédente  donne  le  même  rap- 
port entre  Z'  et  (Z)  qu'on  a  trou  vé  dans  le  dernier  des  numéros  cités,  et  pai- 
conséquent  aussi  la  même  continuation  de  la  courbe  ANB  au  delk  de  B. 
Il  est  vrai  (|ue  l'équation  entre  (Zj  et  Z'  donnci'  ilnns  l'endroit  mentionné 
n'était  d'abord  censée  appartenir  qu'à  lu  seule  portion  de  Taxe  romprise 
depuis  l'abseiss»'  a  jusqu'à  l'abscisse  7.a,  el  que  pour  toutes  les  autres 
alix  isses  plus  grandes  k  riiitiiii,  i>n  a  doiine  une  iiianière  générale  de 
(  oiiliiiuer  la  courbe  au  moyen  des  hr;n)(  li«  s  ih  ja  rntiimes;  mais  il  ne 
faudra  que  considérer  toutes  les  branches  de  continuation  au  delà  de  B, 
pour  s'apert-evoir  qu'elles  auront  eonstamment  avec  celles  qui  sont  en 
de^  de  B  le  même  rapport  que  la  quantité  —  (Z)  a  avec  la  quantité  Z'. 
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O  qu'on  vient  de  démontrer  sur  la  fonction  9  doit  se  dire  de  même  de 
l'autre  fonction  «jn  qui  appartient  ii  la  courbe  AQB.  et  il  ne  sera  pas  diffi- 
cile de  l'appliquer  aussi  aux  autres  fonctions  9'  et  pour  les  courbes 
4if6,  ANB,  et  de  faire  voir  le  parfait  accord  qu'il  y  a  entre  les  résultats 
de  ces  procédés  et  ceux  qu'on  a  trouvés  plus  haut  par  une  voie  dilté- 
rentf. 

Olff  iiiHlit'H'  ;tiir;iit  iienl-elrc  Ix-Nniii  rlVlr»'  traître  avec  un  plus  loiijî 
tlflail  «|ii<'  tiiiiis  ne  ^;t\(lll^  i;iit  n  i,  in;iis  rciiv  (|ui  auront  bien  ^aiM  I Cs- 
prit  (le  nos  iiiflhnilcs  M  aiiiolil  (Ir  |icinr  a  MippIriT  d'i'UX-nU'nu  s  a  <  »■ 
qui  pfut  niuiujucr  pour  l'i-ntitMe  tixactiluili*  des  dcnionstratioiis.  !>anb 
<|(i'il  soit  nécessaire  de  nous  étendre  davantage  ii<^easus. 

2i.  Il  »-sl  il  remarquer  !iu  reste  que  l'on  alirégerail  beaucoup  la  solu- 
tion pn-cHdentr,  >i.  p;ir  le  moven  de  quelque  sui)stitulion  convenable, 
on  parvenait  à  rauteiicr  luul  d'un  euup  l'équation 


k  la  forme 

d'z'  _  '</'; 
JT'  dx'' 

V 

Or  pour  cela  il  n'y  aurait  qa*k  supposer 

f  z'xdx 

ce  qui  donne,  en  difPérentiant, 

dp  ar»  "  * 

d  - 

*  _  »'  ij'z'xdx 

d'z  J.t  iz  Ojz'xdx 

agi  —  x"  ~  X»"    ~*~iï~"  ~ 
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et  lubslituant. 


jr»  \x  X'/ 


multipliant  par    et  difTérentiant  de  nouveau, 

d'z'     .         ti'z'  , 

ou  bien 

équation  réduite  au  cas  du  Problème  I.  Or,  puisque  la  valeur  de  z'  est  ici 
égale  i 

I  f/i  cr')  dz 
X     ax  dx 

telle  qu'on  l'a  supposée  dans  l'analyse  du  Problème  précédenl.  il  est  fa- 
cile de  voit'  la  solution  qu'on  aura  de  cette  façon  reviendra  entière» 
ment  à  eelle  i|ii'(»n  a  d«''jà  trouvée.  Il  est  vrai  qu'il  faudra  pour  cela  que 
l;i  i|iiantité  ii"  ait  aussi  les  mêmes  valeurs,  et  c'est  ce  (|u'il  sera  aisé  de 
prouver,  car  ou  sait  que  la  détermination  île  k  dépend  de  la  condition 

que  le»  termes  algébriques  M  ^  ~        disparaissent  lorsque  x^sa 

{wtyei  Problème  I).  Or  on  a  ici 

dz 
dx 

donc 

dz'  —  idz  -f  xd  'i"  1 
dx 

d'où  l'on  aur.1,  en  posant    =r  a  et  s  ~  o,  l'équation 

„d'z        </M  <lz 
3 M  -,    +  " M     :     «  - ,      ,    =  o. 
dx  dx-        dx  ax 


Maintenant,  puisque  2  doit  toujours  disparaître  lorsque  «  =  a,  quel 
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que  soit  le  temps  i,  on  aura  aussi 


IF 


ei,  par  conséquent,  par  l'équation  fondamentale» 

_  d'i     a  dz  2Z 

d'où  l'on  lire 

rf»£  _      •  (f: 
laquelle  valeur  subsliluée,  on  aura 

/„        r/M  ,  dT 


ou  bien 


dx 


Or  M  étant  égal  it  8in(d7v  --^)  (^)*  i^i*  ('ura,  en  substituant  et  posant 
ensuite  x  =  tt, 

Bin(av  — Ar;  — «v  — *^*"t»s»lav  — — o, 
d'où  l'on  tire,  comme  dans  le  n*  18. 

« 

Il  y  a  encore  une  autre  substitution  qn  uu  |iourrait  fii)pl(i\er  au  lieu 
de  la  précédente;  celte  substitution  consiste  li  faire 

*  =  r— «ri-' 

.««  qui  réduira  l'équation  en  s  à  une  équation  en   de  la  forme  de 

rf'j  d's 

cl  cflU-  cquutum  i>lan(  loiistiuilc  par  iu  iiiethudc  du  Prubléiiie  I,  ou  ;iura 
pour  la  valeur  de  z  des  formules  analogues  à  celles  qu'on  a  trouvées  \k  la 
iin  dun^ao. 
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.^fipUeation  tleiaâùbtUonpiiéeédenteàhreeherehedesioiidela 
/avpagatÙM  du  ton. 

25.  L'applicutiuii  du  ProbltMiie  prér»Hlcnt  à  la  tiiéurie  dt-  la  propaga- 
tion du  son  se  présente  d'elle-même.  Imaginons  un  corps  sonore  quel- 
conque rais  en  vibration  au  mineu  d'un  air  tranquille,  homogène  et 
libre  de  tous  côtés;  il  est  viùble  que  ce  corps  peut  être  regardé  comme 
placé  sensiblement  au  centre  d*une  sphère  aérienne  d'une  étendue  indé- 
finie; donc  on  ne  s'écartera  que  très-peu  de  la  véiitô  en  «  alcnlant  les 
mouvements  communiqués  à  tout**  la  massp  de  l'air,  dans  l'hypothèse 
des  ondiilalions  splu  riqnes  du  n"  18  et  d'après  la  construction  donnée 
dans  les  n"*  20  d  suiv:mts. 

Pour  cela,  ayant  iiiriir  la  ligne  iiidélinie  l'U  (jui  représente  le  rayon  de 
la  sphère  lolale  d'air  ({ui  environne  lo  corpn  sunore.  soit  pris      pour  le 

ni.i3. 

t  1  î"  f  — *— ^  1 

rayon  de  la  petite  sphère  dans  lainielle  sont  eontenties  les  partirnles  (jui 
ont  re(,'u  leur  mouvenieiil  piiuiitit du  corps  sonore  [tiacé  en  P.  t  t  soient 
tracées  sur  la  ligne  PQ  les  courbes  qui  représentent  les  valeur  s  données 
de  Z  et  U  que  nous  avons  appelées  courbes  fondamMOaUt;  il  soit 
du  n*  SS  que  chacune  de  ces  deux  courbes  devra  être  continuée  du  côté 
opposé  Pf  avec  une  branche  semblable,  égale  et  diamétralement  opposée 
il  la  première.  Il  est  vrai  que  cette  proposition  n'a  été  démontrée  que 
pour  les  courbes  qui  représentent  les  variaUes  et  U',  mais  il  est  facile 
de  voir  qu'elle  a  également  lieu  ici,  où,  à  cause  de  «  =  o  au  point  P,  les 
valeurs  de  Z'  et  {"  deviennent  aZ  et  al'.  On  prouvera  de  même  que  les 
autres  branches  de  continuation  qui,  suivant  la  théorie  du  numéro  cité, 
devraient  être  «ijoutées  du  c»)té  PR.  disparaîtront  entièreiueul  ii  cause  du 
rayon  a  infini,  de  sorte  ()ue  les  courbes  génératrices  seront  toutes  renlér- 
mées  dans  le  seul  espace  çQ.  Or,  cela  posé,  qu'on  demande  pour  un 
temps  quelconque  (  les  mouvements  des  particules  qui  eomposent  la 
1.  «8 
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fibre  recliligiM  PR«  mouvements  qui  aelon  Thypothèse  doivent  être  sen- 
siblement les  mêmes  pour  tontes  les  entres  libres  partent  du  centre  P. 

Soit,  pour  focîliter  cette  recherche,  <>       il  est  évident  qu'il  faudra 

it'jtîhT  dans  hi  coiisinK  (ion  du  ii"  20  los  trrnit  s  ijui  rcpundt'Ut  aux  al>- 
scisst's  or  -h  l\  c,  ers  Iitiucs  ih>  pouvant  ici  produire  aucune  v:il<Mir  n'i'lle: 
il  n'y  iutra  dntu-  (juc  les  fcrim  s  n  lutifs  aux  :il>st  isM's  Ji-  —  l\c  qui  enlrenl 
dans  lu  dcl*  i  iniiiïiliou  des  qu.iitlilrs  '  et  u,  d'où  dépend  la  conriaissancc 
de>  niiiincnii'nls  m  question.  A\;iiil  piis  ///,'.  p.  217,  sur  la  li^iir  l'R 
le  point  i'  tel,  que  PP'  —  l\c,  et  ayant  cou(il'  de  pari  et  d'autre  les  parties 
P  Q  ,  P  y  égales  à  PQ  el  P^,  je  transporle  eu  y  P  Q'  les  deux  eourbes  «{ui 
renferment  les  valeurs  des  Z  et  U..  telles  qu'dies  ont  été  déeritessur  le 
diamètre  f  PQ,  et  prenant  le  point  F  pour  rorigine  des  abscisses  ^r,  je 
trouve  pour  une  particule  quelconque  M 

,      I  r_      d7.x       I    i'/,,     Jlix\  .  1 

'^^A^^  dx  -V-     ^  J 

Or,  par  les  suppositions  faites  k  la  fin  du  n"  19,  on  a  généralement 

.  d  zx 

.  dux 
dx 

l'origine  des  «  étant  au  point  P.  Mettant  donc  ici,  pour  transporter  cette 
origine  en  P',  a;  -f-  f  de  «  et  intégrant  après  avoir  multiplié 

par  (x  +  r  V  c)  dx,  il  viendra  les  éeax  équations  suivantes  : 
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Si  l'on  simplifie  les  expressions  intégrales  par  la  mélliode  des  inlégra- 
tions  par  parties  et  iiu'on  ajoute  les  coDSlantes  nécessaires,  on  aura 

a  J  a 

_  il  (.r^  ^.     ^  c)      -      (*  -»-  2/  vc;  Z-^  —  i  ldx-  ^-  A. 
a  *  '  dx      a  •  '        a  ,/  a 

L'addiliun  des  constantes  sert  à  rendre  é^al  à  zéro  le  dernier  roeiu- 
lii-<e  de  chacune  des  équations  précédentes  lorsque  x     t^c^  ou 

r  =  —  /  y  c  —  PP',  ce  qui  est  nécessaire,  puisque  alors  les  premiers 
mcnilncs  disp;a;iiss(  iil  d'cux-iuèmes;  ainsi,  eu  supposant  que  les  intégra- 
lions  couinH  iuciil  tuutcs  au  point  P'  où  r  —  o,  les  lettres  A,  B.  D  repré- 

sènteroDt  les  valeurs  des  intégrales  ^  ï.dx,  J  lidx,  J  l}x*dx  prises 

depuis  jusqu'à  f',.  lesquelles  sont  les  mêmes  que  si  on  les  prenait  de 
l'autre  cùié  depuis  P'  jusqu'à  Q'.  Il  faut  néanmoins  remarquer  que  dans 
la  première  équation  l'on  ne  trouve  point  de  constante  qui  fasse  éva- 
nouir le  terme  —       (  ^  ^-^y/cj  Jvdx  dans  le  cas  de    s  —  t^ei 

c'est  une  omission  que  j'ai  foite  exprès  à  cause  d'un  nouveau  terme  qu'il 
fiut  encore  ajouter  à  la  même  équation.  Pour  voir-la  raison  de  ceci*  on 
n'a  qu'à  se  souvenir  de  ce  que*  dans  l'expression  des  valeurs  de  s'  et 
de  If',  noua  avons  regardé  comme  généralement  nuls  tous  les  termes  qui 
répondaient  aux  abseiascs  exprimées  par  jr  +  t^h  il  en  est  cependant 
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un  qu'on  ne  peut  pas  négliger,  c'est  celui  qui  est  exprimé  par  la  formule 
intégrale 

car  il  est  évident  <]uo  (|iiuiqiic  les  valeurs  de  U  disparaissent  sur  la 
ligne  QK  dejiuis  le  point  Q,  l'intégrale  JVuLc  const-rvc  toujours  h 
même  valeur  constante  qu'on  a  désignée  ci-dessus  par  B;  de  là  il  est 
facile  de  conclure  qu'il  faut  ajouter  à  la  valeur  de  s' le  terme      «  i  par 

Vf 

roiiséqueut  à  la  valeur  de  s  (a-  -h  /  y  t^)'  1*^  terme  ^—  -t-  xt  ycj  lequel 
fera  justement  disparaître  l'autre  terme  ^—         xt  vcj  j  Mdx 

lorsque  x=—t^e^j  \}dx  devenant  alors  égal  à  B. 

Si  l'on  examine  maintenant  la  forme  dap  deux  équatiçns  précédentes, 
nn  verra  aisément  que  l'on  peut  se  passer  de  l'addition  des  constantes,' 

en  donnant  une  autre  origine  aux  intégrales  J*Z<£r,  J'l}dxt  \Jx*dx, 

et  les  faisant  commencer  du  point  q'  en  allant  vers  R;  ainsi  l'on  aura 
plus  simplement 

^  _  (jr*  -I-  jfl  ^/c)  Z  4-  f  ^'cfZdx  _  fx'-t-ajf/y'cJ/tJrf.r  +  fVjc*die 


11.     ,   ■   Il  .  .  .    iiij  iiC+Xt^fj'j^'  \  r-t-7t\C)7.-^JZdjr 

Il  =  .  L-:  ^-J.         _  yff   

alx-t-Zv'cj  /     a  (x -»- a/ Vf /' 

■ 

■ 

26.  Il  est  visiblë  par  ces  formules  que  s  et  «  sont  toujours  égaux  \ 
xéro  lorsque  la  valeur  de  x  tombe  au  delà  des  points  et  Q'  :  d'où  il  suit 
que  pour  le  temps  donné  I,  il  n'y  a  que  la  «twXfi  partie  de  la  fibre 
qui  soit  en  mouvement;  or,  comme  le  point  du  milieu  F  a  été  pris  tel 
que  PP'  si     il  est  évident  que  l'onde  aérienne  f'Q'  avanrera  toujours 


uiyi vi^c^  cy  VjOOQle 
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avec  une  vilesse  eoiislanli:  et  égale  îi\c,  <|ui  est  la  même  (|U6  nuus  avons 
trouvée  plus  haut  dans  la  première  hypothèse  (12).  On  pourrait  ici 
développer  les  lois  particulières  que  chaque  particule  d*air  obttrvera 
dans  ses  mouvemenls,  dépendamment  des  premières  imiwessioos  Z  et  U 
produites  par  le  corps  sonore;  mais  laissant  ces  discussions  peu  impor^ 
tantes  en  elles-mêmes,  nous  nous  contenterons  de  faire  observer  en 
général  la  variation  des  quantités  s  et  u  è  mesure  que  le  temps  t  aug- 
mente. 

Pour  cela,  comme  l'espace  P(J  i  sl  toujours  tri-s-pelit  li  ,  ou  peut, 
sans  erreur  sensible,  lorsque  le  temps  /  a  ilcjà  une  valeur  considérable, 

négliger  jc  par  rapport  à  t\c;  ainsi  il  viendra 

xZ  +    Zrfx-  4  J^*^ 
 =  » 

7  t  y  r 

d'où  Ton  voit  qu'en  général  les  valeurs  de  jb  et  de  u  diminuent  danv  la 
raison  inverse  de  /y  c  ou  de  PF,  ce  qui  montre  que  !:i  fon  t-  un  l'inien- 
sitéduson  <loit  d<'croitre  à  très-peu  près  dans  la  raison  inverse  deH  dis- 
tances simples  <hi  rentre  fie  propupittion. 

Je  ne  pousserai  p;is  plus  htin  i'exauu'n  de  ces  l'onniiles  et  je  ne  eln  i- 
clierai  pas  non  plus  a  deiluiic  de  la  théorie  exposée  (lau>  le  n"  22  les  lois 
de  la  réflexion  qui  aurait  lieu  dans  l'hypothèse  présente,  si  la  masse  de 
l'air  était  renfermée  dans  un  vase  spbérique  de  grandeur  iinie.  Os 
recherches  étant  de  peu  d'utilité,  je  me  contenterai  d*en  avoir  posé  tous 
les  principes  dans  la  soluliop  générale  du  Problème  précédent. 


>  = 
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CHAPITRE  IV. 

\I>I-|.I(.AT10>  lir.  <«U1iiK  NhTIIODE  OU  CIIAPITttE  II  A  Ml  F  F  BBBNT  r.»  HIPOTIIBSES. 

37.  Les  Problèmes  dont  nous  allons  maiolenanl  nous  occuper,  quoique 
peu  nécessaires  pour  la  matière  que  nous  traitons,  serviront  néanmoins 
k  faire  voir  l'utilité  et  l'extenuon  de  notre  méthode  du  Chapitre  II;  ils 
pourront  aussi  être  d'usa^  dans  plusieurs  autres  points  de  la  théorie 
du  son. 

pROBLKME  111.  —  Construire  l'équation       sse-^  -4-  me  • 

Multipliant  par  îldi  <  t  iiraiiqinnit  les  mêmes  réductions  que  dans  l« 
Problème  II,  on  aura  I  vquatiuu  en  M 

«/•M     m  dM  ... 

qu'il  faudra  intégrer.  Or  il  est  t'aiile  de  s  a»»urt  r.  au  iii(i)eii  de  quelques 
transformations  convenables,  que  cette  équation  tombe  dans  le  cas  géné> 
ral  de  Rîccati  et  (jue  par  conséquent  son  intégrabilîté  dépend  de  certaines 
conditions  qui  se  réduisent  ici  ii  ce  que  m  soit  un  nombre  pair  positif  ou 
négatif;  mais  la  méthode  ordinaire  d'intégration  pour  ces  mêmes  cas  est 
si  laborieuse  que  je  ne  saurais  me  résoudre  à  la  pratiquer;  d'ailleurs  il 
ne  stiftît  |Kis  (le  trouver  une  expression  alg«'hrique  de  M.  il  faut  de  plus 
qu'elle  soit  telle,  qu'on  puisse  dans  la  suite  du  calcul  cliasser  aisénient 
la  quantité  k  h  raidc  de  qiiehnies  réduetîons.  eomnie  on  a  fait  dans  les 
Prol)lèmes  précédents.  Il  m'a  dtnic  fallu  imaginer  une  autre  Uiethucle,  et 
voiei  coininenl  je  m'y  suis  pris. 

Puisque  l'un  a  lrou\e  pour  le  cas  de  m  —  o.  qui  est  celui  du  Pro- 
blème I,  M  =  A  siu  (.r  \  -  X).  et  pour  le  cas  de  m  —  j  dans  le  Fi(»i)lt'nic  J| 
M  =  A[8in(x\  —  i)  —  œ  \  —  à<:os{x\  —  X  l],  ce  qui  s'exprime  plus  siui- 

plemenl  par  M    A  sin  (x -  A«       f '^"^  ^  on  est  assez  fondé 
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à  croil*'  (jui>  loisijui'  m  aura  une  valeur  quelconque  4»  0,...,  l'expretisiun 
de  M  sera  de  la  torme  suivante  : 


dx' 


A,  B,  C,...,  étant  des  ooefficientit  îi  déterminer  par  la  substitution  et  la 
comparaison  des  termes* 
Maïs  pour  embrasser  une  plus  grande  généralité,  je  suppose 

«ln(j"  v*— = 

cl  jf  regarde  les  quantités  A,  B,  Cm»  comme  des  fonctionB  variables 
de    dont  il  font  ehercber  la  valeur  convenable  k  l'équation  donnée. 

Je  commence  par  prendre  la  diflérentielle  de  11  que  je  mets  sous  la 
forme  suivante  : 


du 

du 

dC 

du* 

db 

• 

■+■  -nr* 
ax 

S» 

•h  A 

•i-C 

ie  trouve  de  même 

d'M  d'\ 


d'U 


On  trouvera  de  plus  par  la  nature  de  la  fonction  u 


(/'M 

r>d}H 

dx 

-t-  A  , 

-i-B 

Substiluant  ces  valeurs  dans  l'equatiun 


dx* 


X  ax 
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et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  la  variable  «,  on  aura 

;*/  A  «I  d\\  du  id'K  m  dl\  d\  wA  v 
\  dx  -       X  dx  )  ~^  dx    \  dx  -       X  dx      ~  «Zr        x  ) 

d'u  (d'C     m  éC  .    d%  mh} 


rfr»  \dx*      «3r       "3*      X  )  f  =0, 

dx'  \  dx^       x  dx        dx  x 


d'où  l'on  tirera  les  équations  partîeuliëres 


m 

dk 

X 

=o. 

</'B 

m 

d\ 

m  A 

X 

dx 

dx 

=0, 

m 

dC 

dB 

niB  _ 

X 

H 

4|ui  sont  In's-iiiM  t  s  à  tt-siiudii-:  dans  rinlégratutii  ilf  loulcs  <  ('s  oqua- 
tioii».  A  l'exception  de  la  première,  on  peut  négliger  les  i-un^laiiles  <|iii 
ne  serviraient  qu*à  rendre  les  valeurs  des  quantités  B.  C.  D....  plus 
compliquées  sans  les  rendre  plus  générales.  Ainsi  /  et  A  étant  les  deux 
constantes  de  la  première  quantité  A,  on  aura 

A  =/-f-  Ajr-*', 

9(in  —  r)      •  »(m  -4-3) 

2 . 3  (  «I  —  1  ;  (  n»     2  j  :» .  3  i  «I     3  )  :  /H  +  4  I  ' 


OÙ  la  loi  de  la  progression  est  assez  manifeste. 

28.  Dans  ces  formules  on  voit  clairement  que  si  m  est  un  nombre  pair 
pontif  ù  commencer  par  a,  la  série  des  termes  multipliés  par  /  devient 
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«xacU;  et  finie,  tandis  que  l'aiotre  série,  qui  èst  toute  multi(>lu><>  par  A,  va 
k  l'infini;  c'est  tout  te  contraire  lorsque  m  est  un  nombre  pair  négatif  k 
«ommencer  de  —  4«  car  dans  ce  cas  la  seconde  série  se  termine  après  un 
nombre  fini  de  termes,  la  premièn  allant  à  rintini:  d'où  il  suit  que, 
puisque  les  (|Mantit('S  /  et  A' sont  absolufflcnl  arhitraircs.  il  n'y  a  qu'à 
taire  h  ~  u  dans  le  premier  ras  el  f  —  o  tiaiis  le  second,  et  Ton  aura 
aigebriqueuHMit  la  valeur  «le  M  eu  .r,  eti  elierehant  celle  des  eoeflicienls 
A.  H.  ("!, —  ilont  le  noiiil»ie  es!  alors  liuiilé. 

Un  piainail  au  premier  aspt-i  l  l'oniier  des  doutes  sur  l'exaelilude  des 
formules  précédentes,  par  la  raison  qu'elles  ne  paraissent  pus  sulislaire 
aux  cas  de  m  B  o  et  de  m  s  —  a,  dans  lesquels  on  sut  d^ailleuis  que  M 
a  une  valeur  finie. 

Pour  lever  cette  difficulté,  il  ne  faut  que  recourir  à  Tintégration  ini> 
médiate  des  équations  qui  doivent  donner  les  valeurs  de  A  et  <le  B  dans 
les  deux  cas  proposés:  on  trouvera  pour  le  premier 

A  —ff     B  s  o,     C  —  Oa  • .  • , 

et  pour  le  second 

A— Ax^,  B  =  o,  C  — o; 

c'est  un  inconvénient  attaché  à  toutes  ces  sortes  du  furmules  générale» 
d'intégration,  d'être  en  défaut  dans  certains  cas  qui  demandent  un  exa- 
men k  part. 

On  pourrait  encore  être  embarrassé  dans  l'usage  des  formules  précé- 
dentes, lorsque  irs^i,iiis±3,  m=±5  puisque  dans  ces  cas 

tous  les  ierm<>s  de  la  série  /  on  h  devieniu>nt  infinis,  à  IVxeeption  seu- 
lement de  quelques-uns  des  premiers.  Mais  il  est  aisé  de  se  tirer  de  eel 
embarras,  si  V(m  t'ait  rellexion  que  les  (•(mslanles/ et  //  étant  absolument 
arbitraires  peuvent  i  lre  supposées  tout  ee  (pi'on  veut;  iiiiisi  il  n'v  a  (pi'ii 
l'aire  f  ou  //  égaux  à  o  ou  à  f»  •  if.  ear  ce  o  détruisant  <'elui  du  dénomi- 
nateur, les  ternies  qui  étaient  iutinis  redeviendront  linis  et  se  Irouverunl 
de  nouveau  multipliés  par  une  constante  arbitraire  jr:  ceux  au  contraire 
qui  étaient  demeurés  finis  s'évanouiront  par  cette  supposition;  d'où 
résulte  la  règle  générale,  savoir,  de  ne  conserver  que  les  termes  qui 
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reçoivent  une  valeur  infinie,  en  les  déga^aqt  cependant  de  Tinfini  qu'ils 
renferment. 

A  viint  iiinsi  trouvé  la  valeur  <lc  M.  il  ne  s'agil  plus  «pie  de  pourauivre 
le  calcul  de  la  même  manU  i-e  qu'on  l'a  fait  dana  le  Problème  1;  on  aura 
donc  de  nouveau  les  deux  équations 

.MibstiluiiiU  la  viilcur  de 

et  lais» lit  disparaître  les  difTérences  de  nn{x^—  à)  par  la  méthode  des 
intégrations  par  parties,  on  obtiendra 

»  • 

+  fv ^n (* dx, 

V—  ck  J 

—  V—  t'A  sin(/ V—  cfi  J  J  Z'sinl.xv~  kjdjc, 

où 

,     .       dhz  ,  rf*C* 

Enfin  l'on  tirera  les  valeurs  de  s  et  de  ii  par  les  mêmes  procédés  qu'on  a 
suivis  dans  les  Problèmes  I  et  II. 


Digitized  by  Google 
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Je  ne  m'arrêterai  pu  ici  à  mminer  la  nature  des  courbes  génératrices 
et  la  manière  de  les  continuer,  laquelle  dépend  de  la  valeur  de  M;  il 
serait  cependant  aiaé  de  le  faire  suivant  1rs  principes  que  nous  avons  éta- 
blis, mais  comme  je  ne  donne  ici  (  «'lU*  solution  générale  que  comme  une 
simple  application  de  ma  métiindc,  il  vaut  mieux  la  simpliiicr  autant 
qu'il  est  possible,  m  y  introduisant  les  Ibnclicuis  indctrruiirH  rs  y  cl 
rouimc  on  l'a  |)r:itii|ii<-  ihnis  le  Proldcme  11.  Ou  trouvera  duiir  par  ce 
inoM-n  les  deux  equaliuii>  suivanteH  : 

il\\z      ifV.z         _  9  (x  -hty/ê)  -hf^x  —  t^ë) 

As  —     i  î  ; —      ♦  «  •   

tlx        </.r'  2 

^     I  x     /  V e;  ~  'i^  ix  —  i  v'cj  ' 

dx       dx*     •  •  *  —  j 


qu'il  faudra  ensuite  intégrer  pour  avoir  les  valeurs  de  z  el  de  «;  ces  inlé- 

irratifins,  f[i!oi<|ue  toujours  possihies,  ne  laisseraient  pas  (pie  d'èire  sou- 
M  iii  tdi  t  eiiiltarrassanles;  r'ol  ponnjuoi  je  vnis  résotidre  le  méiiie  Pro- 
hli'Uii-  par  une  aulre  nirlliodc  moins  direete  à  l;t  vi  r  ite  t  |  moins  lumi- 
neuse que  la  pretedeule,  mais  telle  qu'elle  donnera  les  valeurs  de  z  el 
de  K  en  termes  Anis. 

Autre  eo/utructÙM  de  l'équatûm      =        4-  fitc-^' 

2!>.  An  lieu  de  uuilliplier  eelle  é(|uatiori  par  \\(/x,  en  supposaul  M 
line  fonction  de  r,  el  de  l'intégrer  ensuite  en  e'jiuil  à  la  seule  vaiialiililé 
de  .r,  je  la  uiulliplie  au  i onlraire  par  Wtil,  ou  M  est  supposée  une  lonr- 
tion  de  /,  et  j'en  prends  lu  somme  eu  considérant  la  seule  /  connue  va- 
riable; je  poursuis  le  calcul  de  la  même  façon  qu'auparavant  en  faisant 
toujours  varier  /  au  lieu  de  x.  Je  trouve  d'abord  l'équation  en  M 

dn 
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d*où  je  tire 

puis,  en  supposanl J  sMdt       il  me  vient  réqualiun  luiidameiUale 

Pour  intégrer  cette  nouvelle  équation,  je  fais  ~=y,ee  qui  la  réduit 
par  la  substitution  à 

équation  qui,  étant  comparée  h  celle  en  M  du  Problème  précédent,  don- 
nera pour  la  valeur  de^  la  suite 

les  valeurs  des  A.  B,  C...  étant  les  mêmes  qu'auparavant,  maïs  étant 
transformées  par  la  substitution  de  m  -h  a  au  lieu  de  —  m.  A  Tégard  de 

la  valeur  de  u,  elle  sera  ici  égale  à  .sin(^a  y  -       il  faut  observer 

qu'elle  peut  être  également  cos^a;  d'où  il  suit  qu'en  prenant 

deux  quantités  P,  Q  constantes  à  l'égard  de  «,  on  aura  généralement 

«  =  P  sin  (x  y/l  ^  )  +  Q  ces  (x  y/ ^  J  )  ; 

(lune  si  ou  fait 

s  -  [a  ^i"  (x  y  -  ^>  ^  B  cos (x  y  _  ^-  )  ^  ^  c  sin  (^x  y'  -  ^  )  4- . . . J 
H-  q[a  cos     y  -  ^  )  -  ^  «         V  '-  ^  )     ^  y/-|)  -...]. 
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on  auni 

A  =fx  Aar", 

2(llt  -4-3)  ^  I  »l  —  I) 

fl 

n  —  —  f   (OT-4-4)(/M  -<-<>)   ^  _  t   I  m  -  ■•  '  m  —  4) 


iiii  l'on  voit  quf  K-s  cdcltic  itiils  des  ItTiiics  (ic  la  se  rit' soiil  1rs  miciiks 
ceux  do  la  série  h  dans  les  (oriiuiles  du  Problème  précédeul,  el  reri- 
pi  oquement;  donc  il  suffira  d'itppliquerattxfMrmulesprésenteales  mêmes 
remarques  qu'on  a  déjà  faites  sur  les  difTérenls  cas  de  m  positif  oi»  né» 
gaUf. 

Soit  divisée  toute  Téquation  par  A,  il  est  évident  que,  puisque  l'on  ne 
doit  prendre  i  la  fois  que  Tune  des  deux  séries,  selon  que  m  est  pontif 

B  C 

ou  négatif,  les  firactions      X'  "  toujours  égales  à  zéro  lorsque 

X  =  o;  soit,  de  plus,  lorsque  ar  —  o,  Z  la  valeur  de  \  el  U  la  valeur  de 

valeurs  qui  pourront  tris-bien  être  l*une  et  l'autre  des  fonctions 

de  l;  on  aura,  en  faisant  d'aboVd  a-  =  o  dans  l'equaliun  ainsi  préparée. 


J  ZM<fl  =  Oi 


ensuite,  différentiant  la  même  équation  et  y  faisant  de  nouveau  or  =  o, 
il  viendra 

J  Wlrf#=P^(n-M). 

équation  dans  laquelle   est  une  constante  qui  désigûe  la  valeur  de 
posant,  pour  abréger,  U  au  lieu  de         on  substituera  \  ZMdt  au  lieu 
de  Q  et        J  1JM<&  au  lieu  de  P.  Maintenant,  pour  chasser  U  lettre  à 
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lie  réquation,  on  se  servira  de  la  méthode  des  intc§[ration8  par  parties 
qui  a  déjà  été  tant  de  fois  mise  en  usage;  car,  puisque  M  =  «in  (l/—  i), 

on  peut,  au  lieu  de    ZM<ft»  substituer  indifféremment 

en  négligeant  les  termes  algébriques  qui  doivent  être  supposés  d'eux- 
mêmes  égaux  à  zéro;  il  en  est  de  même  de  Texpression  ÇvMdt.  &  >  h|m 

râlions  acluntos,  on  meUi'u  muis  les  signes  il'inti'fîralion  It-s  sinus  cl  cu- 

itiuu»  deory^—  ^1  et  on  développera  à  l'ordinaire  les  produits  de  ces 

sinus  et  cosinus  par  le»  sinus  et  cosinus  correspondants  de  t^—  i;  on 
obtiendra  ainsi  Téquation 


Or.  suivant  les  principes  de  notrt^  nu  thudc.  on  égalera  le  t  dix  premier 
membre  aux  quantités  /  — .    et  /  h-    du  second  ;  d'od  Ton  aura  <  + 

pour  la  valeur  de  /  dans  les  termes  uiulliplies  par  sin  ^  —  ^-  j  el  /  — 

pour  la  valeur  de  t  dans  les  autres  termes  qui  se  trouvent  multipliés  par 
sin  ^/     '  \.  or,  Z  etU  étant  des  fonctions  de  /,  on  peut  les  exprimer 

généralement  par  ^f  et  F/,  ou  si.  |M>ur  alirégcr  «lavanlafîe.  on  pose 
Z  +  -- J  UeU  =  A/  cl  Z  ^ J  litU  =  l't,  on  tirera  de  reijuatiuu  pré- 


ET  LA  PROPAGATION  DU  SON.  fit 

ccdenle 


Si  Ton  aimait  mieux  que  rexpression  de  Z  fût  composée  de  fonctions 
de  x  +  iV^  et  de  X  —  tyje,  il  n'y  aurait  qu'à  faire  quelques  légères 
transformations  à  l'équatioii  final«>  (|ui  donne  immédiatement  la  valeur 

lie  î;  mais,  sans  avoir  rorours  h  vt'i  expédiont  qui  rst  sans  dotih*  le  plus 
«lin'i'l,  il  stilTif  (le  n'iliarqiirr  qui'  l'équalinti  (lifTérciilicllt'  (le  ne  <mii)I«'- 
ii:inl  le  '//-,  il  l'aul  (|U('  l'cxptrssiiiii  (le  ;  snil  (clic  (ni'cllc  ili'iriciirr  hi 
nii'iiic  «  Il  i  haiigt'anl  f  vn  —  /.  Soit  doiu'  mi»  dans  la  rurinulo  pri'rriU'nte 

—  I  au  lieu  de  <,  A^/  -H      el  V     —  deviendront 

iJiaiigt'anl  leb  valeurs  des  fonctions  A  et  F,  ou  pourra  mettre  simpli'- 
menl  à{x  —  t  ^c)  au  lieu  de  A  |^-^  {x—  t  v'é)jt  et  F    +  t\e)  au  lieu 

dt*  r  — (j  -  /  \  c)  U  mais  il  taudra  nu'lliv  ensuite 

L  v«  J 

au  lieu  de 
et 

—  \'CÏ'  {x  -i-  I  ^Cj,     CÏ"  \X  -h  l  \C),.  .  . 


èA       nouvelles  recherches  sur  la  nature 

au  lieu  de 

cumme  il  est  wé  de  s'en  assurer  avec  un  peu  de  réflexion;  on  aura  de 
rel\e  manière 

«  -  ^  f  r  ;  X  +  <  yY-j  -»-  A  .1-  -  t\'è)] 
4. 1  [r(*  -I-  /  ^/c)  +  A'  (*  - 1  v«)J 

En  rapprochant  cette  formule  de  celle  qu'on  a  trouvée  dans  le  nu- 
méro précédent,  il  sera  facile  de  déterminer  le  rapport  des  fonctions 

r(d?  H-  <  \/c)  et  àiae-'t  ^)  aux  fonctions  y  (ar  -i-  /  v  c)  -i-  -7. \  ) 
vito{x  —  t\c)  (or  —  <  yc)' 

Cette  méthode  conduit,  comme  on  le  voit,  à  des  résultiils  beaucoup 

plus  simples  que  la  fimniière,  mais  elle  fst  aussi  uioins  générale  et  ne 
|I«uIh  la  rigueur  (ire  cnipluyce  ipu  (l:ui.s  l'hYpothèsc  que  toutes  les  va- 
|p»irs(lt'2.  rjui  rc()«iri<)('iil  h  (lilTt-irtilt  s  ;il>sriss»'s  .i-dniis  un  nit'iut'  inslaiil, 
soipiil  Ik'i's  nitic  clli  s  jiar  lii  lc»i  de  cdiiliiniilf.  (  c  n'csl  que  d'nint's  la 
IM'i  iiiK'i*  sftliiliui)  (|u'ii  .sera  |)cnnts  de  preiulrc  pour  P  e(  A  ties  tonctioiis 
quel('(iu(|ue.s,  reguiien-s  ou  non. 

Des  omUations  d'un  fluide  élastique  nt^rmé  dans  un  twyau  de  flgum 

conoidak  quiconque. 

'M).  Sml  iiiiii^iiH'  toiil  If  Huide  |iarl;(};f  «  ii  nn»'  iiifinilf  de  liaiichfs  jkt- 
|it'iidi(  ulaii  i  s  il  l'axe,  duul  l:i  l;ir}ii'nr  v:ir  i.ildi'  muI  i  Npi  iiiuc  |»ar  X  qui 
ilési^ue  une  toiiction  de  la  partie  r(U  re^piuidanli-  j  de  l  uxe;  il  e^t  elair 
que,si  Ton  suppost  que  les  tranches  conservent  toujours  leur  parallélisme 
et  i|ne  s  soit  l'espace  infiniment  p'  n;  ji.h  «  ••m  11  par  une  tranche  queicon'» 
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que  Xdic  dan»  le  tcnps  l,  cette  quantité  Xda;  deviendra 

en  mipprimant  (es  infiniment  petits  du  tecond  ordre;  donc,  si  e  désigiit* 
l'élasticité  du  fluide  dans  son  état  naturel,  réiastîcilê  du  fluide  «■«ntenu 
dans  la  tranche  Idx  sera,  aprbs  le  temps  t, . 


. -,  V  .  rfX   .     „  .       \     iK    \dx  )* 
-"Si"' 

en  négligeant  ce  qui  se  doit  négliger.  La  différence  de  cette  exprewiun 
prise  négativement  donne  l'excès  de  Télasticité  d'une  tranche  quel- 
conque sur  celle  qui  la  suit  immédiatement:  donc,  si  on  multiplie  cet 

excès  par  la  largeur  X +^  s  de  la  tranche  et  qu'on  divise  ensuite  par 

la  masse  Xdx,  on  aura  la  force  accélératrice  qui  tend  à  faire  parcourir 
l'espace  s;  donc  l'équation  du  mouvement  du  fluide  sera 

d'z  (d^z  ''è^M/^-^'ix'\ 
9F='\a;ë  ~di  /  \~.  xr~/' 

qui  se  réduit,  par  la  supposition  de  s  infiniment  petit,  à 

dr  "^^        ^    dx  ~ )' 

Telle  est  l'équation  générale,  mais  jusqu'à  présent  je  ne  connais  en- 
core que  quelques  eas  où  clic  soit  consd  uciibli':  ce  Hont  t  eiix  qui  peuvent 
('Ire  rnmpris  dans  la  solution  du  Problème  IH,  c'esl-h-dire 'ob  l'on  a 
s  j  ou  bien  X  =  ha^^  ce  qui  donne  un  conoïde  formé  piir  la  révo- 
lution d'une  parabole  ou  d'une  hyperbole  quelconque.  On  aura  donc, 
dans  cette  hypothèse,  " 

\  d'z     ''  .r  \ 

W  =  '\d^-^"'di)' 

].  '  3o 
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équation  intégrable  «'xaclnnent  toutes  les  fois  que  m  sera  un  norobn* 
pair  positif  ou  nègati  f  -2S  ;  dans  tous  les  autres  cas  la  valeur  de  s  sera 

oxprimée  par  un»'  siiiit-  intinio. 

Soit  m  =  3,  on  aura  lu  cas  du  Problème'  11,  t't  la  lurniulo  «lu  u"  28 

(lollIUTil 

«■e  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  dans  le  n*90;  de  plus,  la  formule 
du  n*  89  donne 

**  "~  X*  '  X   ~        '    *  ■ 

ce  qui  s'accorde  encore  avec  le  n"  81 . 

Si  on  fiiit  ms  i,  le  conoide  sera  formé  par  la  révolution  d'une  para- 
bole Apollonienne  autour  de  sou  axe»  et  la  valeur  de  s  ne  pourra  être 
donnée  que  par  des  séries. 

31.  ScoLiE.  —  Si  U'  Uiyau  avait  iiiie  tiguro  plane,  l'rquation  pnVi-- 
ilciiic  aurait  cniMiic  liru,  ft  le  cas  de  m  =  i  appartiendrait  à  un  tuyau 
triangulaire;  ainsi  l'équation 

w=*'\a^-^dxj 

pourrait  servir  k  trouver  les  lois  de  la  propagation  du  son  dans  un  plan, 
«t  c'est  dans  cette  vue  que  M.  Euler  me  fit  l'honiieur  de  me  la  proposer 
dans  la  même  lettre  dont  j'ai  fait  mention  (16).  Bn  faisant  usago  de  ma 

nouvelle  méthode,  je  reconnus  bientôt  qui-  o  ttc  équation  n'était  pas 
intégrable  exactement,  mais  qu'on  pouvait  la  rvudi-e  telle  en  donnant  m 

terme       le  cuei'iicieut  a.  Yuilii  ee  qui  m'a  conduit  ii  l'hypothèse  des 

ondulaiious  Kplicriques  (|ue  nous  avons  examinée  au  long  dans  le  Cha- 
pitre précédent,  hypothèse  qui  est  d'ailleurs  beaucoup  plus  conforme  à . 


uiyuizuU  Oy  Google 
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la  luitiirc  (jUf  (  l'Ile  tics  timliilatinns  simplement  rireiilaiies.  Je  fis  ii 
M.  Eiiler  <les  ehaii^eiiieiits  <jiir  j'avais  faits  à  son  hypothèse  et  (le>  resnl- 
liits  qui  m'en  étaient  venus,  dans  une  lettre  de  la  tiu  de  décembre  i  75ç>: 
mai»  vu  depuis  avec  beaucoup  de  plaisir  que  ce  savaut  Auteur  en 
avait  déjk  fait  de  même,  et  était  parvenu  aux  mêmes  r4)uciuRiona  que 
inoi  sur  les  lois  de  la  propagation  des  ébranlements  de  Tair  dans  une 
sphère.  {Voyez  son  Mémoire  imprimé  dans  le  tome  II  des  MiaeeUanea 
Taurinenda,  à  la  tête  de  ces  fiechercbes.  j 

32.  Snpposoii.H  inaiiiteiiaiii  le  tuyau  d'une  lon^'ui  ui  donnée  a,  et 
luiuebé  ii  ses  deux  extrémités;  il  faudra  que  ta  nature  des  fondions  V 
et  A  fS9)  soit  telle,  que  s  s'évanouisse  aux  points  où  «  =  ô  et  «  ^  a. 
(]uel  (|ue  soit  d'ailleurs  le  temps  /.  Par  un  raisonnement  semblable  à 
celui  du  m*  S3,  on  trouvera  pour  la  première  de  ces  conditions 

r(/vcj  +  A(-/vcj^o, 

ce  qui  apprend  comment  la  fonction  A  doit  être  continuée  do  côté  des 
abscisses  négatives;  pour  satisfaire  ensuite  k  Tautre  cendition,  faisons 

r  ia  -t-  /  Vcj  =  T.    ^  «  —  '  vr    -  ^. 

ABC 

et  soient  ff.  ^,  y,...  les  valeurs  des  quantités ->  lorsque  ^r^a; 
on  aura 

'  dt         e  dP 

Suit  maintenant 

T  =  -  Ô 

un  aura 

.         t^cdt      e  dt*  ^  dt 

l'iiid'^'i  atioii  de  (  i-tte  équatiuusera  toujoure  pussibi<^  Soient  a',  a",  a',,., 
les  racines  de  l'équation 

«  4-|5jt-»-yjr'-»-...=  oî 

3o. 
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la  valeur  de^  sera  de  la  forme  suivante  :  . 


r=F«^*Vj  (-a'pe-''Vrrf9  J 


F,  6»  H,...  désignant  des  constanles  \  déterminer  par  la  substitution  el 
I»  comparaison  d«  termes. 

^  la  quantité  j<  était  égale  k  séro»  il  est  évident  que  Jes  courbes  géné- 
ratrices, qui  représentent  les  fonction»  r  et  ne  seraient  qu'un  assem- 
blage de  branches  toutes  égales  et  sembliii>tes  k  celles  qui  répondent  à  la 
portion  a  de  l'axe;  ainsi  il  ne  serait  pas  difficile  de  comprendre  que  le 
système  des  particules  reprendrait  toujours  sa  première  position  après 

chaque  intervalle  de  temps  égal  è      or,  pour  que  ce  m  puisse  avoir 

lieu,  il  suffira  que  le  coefficient  |3  et  tous  ceux  qui  multiplient  les  dif- 
férences impaires  de  y  soient  nuls.  c'est-Mire  que  la  valeur  de  s  soit 
telle,  qu'elle  ne  renferme  que  des  différences  paires  des  fonctions  r  et  A, 
■ou  au  moins  que  leurs  coefficients  s'évanouissent  en  posante;  sa.  Ces 
conditions  ne  pouvant  avoir  lieu  dans  noire  cas.  on  en  doit  conclure  que 
les  oscillations  des  particules  de  l'air  ciuitenu  dans  les  tuvaux  donnés 
cliangcronl  Cfinlintipllenient  et  \\v  rcviciidroiU  jamais  les  mêmes,  si  ce 
n'c^l  une  t'S|)i'(  f  de  liasard  (lr|ii'iHl;ii)l  de  la  nature  des  prciiiicrs 
eliraniciiiciils.  Je  dis  p.n  une  i>|it'(  c  lir  hasard,  |)uis(|Ui'  je  suppose  cjue 
ces  ébrauleineuts  soieul  quelconques;  car  ou  pourrait  d'ailleur.s  les 
supposer  tels,  que  le  système  fiât  toujours  «Nimis  aux  lois  «te  l'isocliro- 
nisme  :  c'est  ce  qui  est  connu  de  tous  les  Géomëlm;  mais  nous  aurons 
dans  la  suite  occasion  d'examiner  cette  matière  plus  à  fond  qu'on  ne  l'a 
encore  fait. 
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Det  vibrations  des  cordes  inégalancnl  épaism. 

33.  Il  est  facile  de  Toir  que  Téquatiun  pour  le  mouvement  des  euides 
tendues  qui  sont  d*iine  épaisseor  variable  sera  de  la  même  forme  que 
celle  qu'on  a  donnée  (JIwA.  prie..,  XII),  avec  cette  seule  différence  que 
la  quantité  e  devra  être  regardée  non  plus  comme  constante,  mais  comme 
une  variable  exprimée  par  quelque  fonction  de  «.  Conservant  donc  les 
mêmes  noms,  et  supposant  X  une  fonction  donnée  de  x,  on  aura 

Soit,  dans  un  cas  particulier, 

X  =  *a-!  * 

je  fais 


et  prenant  d$  pour  constante,  je  trouve,  après  les  substitutions  et  le» 
réductions  convenables, 

(a  —  ni' h  i  rf^»  _  »  — ^  ^1 
IF"       4       \di?      «  —  a  ds 

équaliuii  qui  est  ilaus  le  can  du  Problème  III.  Done,  si  on  suppose 

»_     »— 4  ._(^-")'* 

m     —  »    c  =  -,  » 

n  —  2  4 

et  qu'on  substitue  s  au  lieu  de  x  dans  les  foiniiilcs  des  n"'*  28  ou  2U,  ou 
aura  la  valeur  de  3,  laquelle  ét;int  ensuite  mulliplitf  |iar  *  donnera  celle 
de  /  en  s  et  en  /.  où  il  n'y  aura  plus  qu'à  remettre,  au  lieu  de  s,  sa  valeur 
en  X  tirée  de  l'équatiou  de  supposition 


De  Ik  il  est  évident  que^  aura  une  valeur  finie  et  exacte  touteii  les  fois 


■ 
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que  j^-^  sera  un  nooibre  peir  positif  ou  négatif;  cVst  ce  qui  arrivem 

lorsque  n  =  ™3^>  H-  *t&nt  pris  pour  exprimer  un  nombre  quelconque 

entier;  dans  tous  les  autres  cas  la  série  ira  à  Finfini.  Au  reste,  soit  qu'on 
trouve  pour  y  une  valeur  exacte  ou  non,  les  vibrations  de  la  corde  ne 
tieronl  jamais  isochrones,  excepté  dans  le  seul  cas  de  a  »  c  qui  rat 
celui  d'une  épaisseur  uniforme  ;  car  il  est  risible  que  la  corde  étant  8U|»- 
posée  fixe  à  SI  S  (lt  ii\  bonis,  on  aura  les  mêmes  conditions  à  remplir  que 
dans  If  n"  32:  donc  les  «  unsrqnt'ncps  t»n  seront  aussi  It's  mêmes. 

I  l-  (li'l'ttiit  «ri.soclironism»'  (htns  les  t-onles  im-galt  iiM'ol  t  |i;iisses  les 
rniil  iii(  ;i|iiililcs  ilc  jirodnirc  un  son  fixe  et  Hpprêrialile  ii  I'^jh  illi-;  ;Ml^^i 
le»  artisles  les  lejetleiil-its  toujours  et  les  nummeut-ils  eouiiiiunenicnl 
cordes  fouueg,  par  la  raison -qu'elles  ne  peuvent  jaflMÎir  s'accorder  |iar- 
faitemenl  avec  les  autres. 

Cette  observation  peut  servir,  ce  me  semble,  à  démontrer  rinsuflisance 
de  la  théorie  de  M.  Taylor  sur  les  vibrations  des  cordes:  car  il  est  visible 
que.  quelque  inégale  que  puisse  être  une  eorde  sonore,  elle  devrait 
cepi'ixlaiii  luire  toujours  des  Vibrations  de  même  durée,  si  la  figure 
(|n  rlli'  prend  d'elle-niéme  ne  pouvait  être  antre  que  celle  qui  convient  il 
risiM'lironisme,  tel  que  cet  Auteur  !«'  suppose. 

Au  reste  on  pourra  toujours  résoudre  Tequation  générale 

directement  par  ma  méthode,  toute  la  difficulté  se  réduisant  ii  l'intégra- 
tion de  l'équation  en  M 

Les  cas  les  plus  connus  de  i'intégrabilité  de  cette  équation  iwnl  reux  de 

n  étant  égal  à  |^~|>  que  nous  avons  examiné»  précédemment;  il  peut 
y  en  avoir  d'autres,  mais  il  serait  trop  long  de  les  examiner  ici. 
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Des  omittations  ti  uiu-  dmiiu-  pesante. 

34.  Ce  Probl(>me  etani  t  cli-hiv  parmi  les  Géomètres,  je  crois  pouvoir 
me  dispenser  de  donner  l'analyse  par  la(|uclle  on  trouve  que  la  forée 
ac<  l'iiTalriff  de  cliaipn'  point  de  la  ciiainr  i>st  comme  la  somme  des 
angles  de  t  (iiiliii}^i'n<  i'  depuis  le  snimuel,  moins  r:m^'le  de  eontiufîence 
nniltipiié  par  le  rappoit  du  poids  total  de  la  pcutioii  inteiieiiie  île  la 
i'haiite  au  petit  poids  dont  ee  point  est  cbargt*.  Soient  dune  a  la  lon- 
gueur d'uue  partie  quelconque  de  la  chaîne,  à  commencer  par  le  bout 
inférieur,  Xdx  la  pesanteur  où  dae  est  la  masse  de  la  portion  infiniment 
petite,  et  y  Tespace  parcouru  horiiontalement  dans  le  temps  t.  on  aura 
Téquation 

d>r  _  dr  _  J  \dx  d'y 
df  '       djc         X  dx>' 

Or,  soil  \  =  yi"",  on  aura  *  '  ' 

/Xd!r_  X 

fl  rainant 


il  viendra 

équation  réduite  à  notre  formulé  générale,  et  qui  aura  une  solution 
exacte  toutes  les  fois  que  an  —  i  sera  un  nombre  pair  quelconque,  c'est- 
à-dire  que  n  —       '  »  Ekans  le  cas  où  la  chaîne  est  d*ttne  pesanteur  uni» 

forme,  on  a  n  ss  o;  ainsi  m  sera  égal  à  —  i  dans  les  formules  du  n*  97, 
■et  l'on  trouvera  que  les  deux  séries,  dont  Tune  est  toute  multipliée  par / 
et  l'autre  par  A,  reviendr(»nt  précisément  à  la  même. 
Soit  /  la  longueur  de  la  chaîne,  on  aura  dans  le  point  de  suspension 

y  =  ~)  donc,  ce  point  étant  supposé  fixe,  il  faudra  que  s  y  soit  égal 
h  zéro,  d'ob  Ton  retrouvera  les  mêmes  conditions  entre  les  fonctions 


ikO  NUUVËLLES  RECHERCHKS  SUK  LA  NATURB 

r(<i  +  /  \c)  et  A  (a  —  /yc)  que  dans  le  n"  32.  .Maintoiiaut,  puisque  la 

i  liainc  «'Si  libre  tlaiis  tixis  ses  aiilres  points,  il  est  visible  que  ce  serait 
m:)l  à  |)ro|)ns  (iii'on  <iip|ins<T;iit  \  =  o  lorsque  =  o,  mais  il  faudra 
it'inijlat  iT  lelte  cuuditiuit  par  t  elif-ti 

i  Hi-  il  osl  ti.Miin  l  lie  (iciiscr  tjin'  la  courbur»'  th-  l,i  clumic  doivr  s'»'vaiit>uir 
il  Ndii  t-\lii-iiiili-  ihtr  i'iiMirc.  par  la  raisuii  «ju'il  U)i  a  ici  aut  iiii  appui  à 
ractiun  des  parlii-.s  su|M'ri(  iir(  >.  Or 


4»» 

</') 

dont-.  lor!>que  s  est  zéru  ou  tiimplenient  iuliaimeiU  petit,       ^  reduU 

à       et  par  conséquent  on  aura  de  même  ici  z  =  o,'  lorsque  «  ss  o,  et 

r(<  vê')  H- a(— fv^)~  o*  comme  dans  le  numéro  cité.  Au  reste,  ce 
Problème  étant  absolument  analogue  aux  précédents  est  susceptible  de 
remarques  semblables.  Je  me  conleiiterai  sim|iletueiit  de  faire  obser>'er 
que  si  l'on  voulait  le  résoudre  direclemeiil  par  notre  méthode  ^'éiiérale. 
on  parviendrait,  après  les  opérations  ordinaires,  à  ^ette  équation  en  M, 

*"  =  — tEP  W 

qui  est  constructible  psr  les  méthodes  connues  dans  le  cas  ou 

il  faudrait  ensuite  déterminer  la  quantité  i  arer  les  autres  constantes 
de  M.  par  la  condition 

M J  \<ix  dr  \  „ 

^ir- ^  j^r+Mr=o. 

ou  bien 


M  f\dx  dr 
X 
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loi-sque  X  s  a  et  ^'  —  o.  Dr  dans  lr  pi  imier  cas*  y  étani  lui>inéme  égal  à 
zéro»  il  suffira  que  M  le  soit  aussi;  daus  le  second  il  est  i-laîr  que  tout** 

la  quantité  s'évanouira  d'elle-même  à  cause  du  focteur  J  Xi£r  qui  mul- 
tiplie tous  ses  termes;  cependant  on  supposera  toujours  M  s=  o,  afin  de 
terminer  la  suite  des  points  mobiles  ^u  bout  inférieur  de  la  chaîne. 

95.  SoouB  1.  —  Par  les  formules  données  dans  ce  Chapitre,  on  peut 
résoudre  le  Problème  du  n*  61  de  rexcêllenl  nmté  de  ht  réàaanee  des 
Jbiidet,  de  M.  d'Alembert,  d'une  manière  peut-être  plus  analytique  qup 
ne  l'a  fiiit  cet  Auteur.  Voici  en  quoi  consiste  ce  Problème  :  il  s'agit  de 

ImuvtT  <I«Mix  (|iiailtiU'S  A  cl  B  IrlU'S,  que  Adx  Brlz  t-l  rBr/.i-  —  z.\fi: 
suni'nt  l'une  et  l'autre  des  dilYércntielles  exactes.  Pour  rciDlic  l;i  stinn 
plus  gonérah',  je  m«-  projxisi'  •!•■  ifiidrc  exactes  les  <leux  (litTereiiticllcs 
«(/t  -f-  ^d.t ,  x^fidt  +  ùx"adx\  soit  la  première  égale  à  <^  et  la  sentmle 
égale  à  dg.  on  aura 


donc 


Je  difïiérentie  ces  équations  en.faisant  varier  x  seul  dans  la  première  et 
t  seul  dans  la  seconde,  et  je  compare  ensuite  les  deux  valeurs  de  \ 

»ii\ii)r 

équation  qui  est,  comme  on  le  voit,  susceptible  de  notre  méthode;  en 
suivant  cette  méthode,  on  trouvera  d'abord  l'équation  en  Al 

I.  3i 
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Y|U*il  (but  intégrer  ivant  d'aller  plus  mm.  Pour  cela  j«  bis 


et  «Upponant 


«  =  ;: — zrTi*  «»»— (in-««>v +  *»«»  =  o. 

Il      m  ^  * 


je  Iruuve.  après  le»  substiluliuiis  el  les  rcduc-liuiis, 

^n»'— aîr+  r  TET' 

rqualion  qui  se  rapports  k  (■«'Ile  du  n°  27.  On  vuU  dune  par  lit  i]ue  ré<|u«- 
tîon  en  M  sersi  (-oiistnii  tihlf  «  xiictiTiifiiI  |)!ir  ims  formuli  s  loiifcs  les  fuis 
«|ue  n' —  u  ~  mil \  s<  ra  im  iioinbn'  pur  <jiii  l('(Mi(|in-:  li'  n->tc  du 
(iilciil  n'i(\aiit  |ilu.H  lie  dirti<'iill<',  on  lriniv<-r;i  |MMir  l:i  vïtlt-iir  de  ^  (iiit- 
e\pr«!i»ioii  exacte  el  <iuie,  eoin|K)see  de  t'uiieliuns  Irès-jjeiierales  de  j-  el- 
lie  I.  Si  A  as  m,  alors  on  a  «  =  f ,  et  Téquation  qui  domir  la  valeur  dr  v 
devient 

d'uii  t'ou  tire 

v  =  t   ou   v  =  mt 

dans  le  premier  cjis,  le  l'oeftit  iciit  n'  u  imi  -i-  i  devieiil  égal  a 
a  — m,  et  dans  le  second  égal  à  m;  ur.  dans  le  Pi^jUièiue  de  M.  d'Aleni- 
bert,  on  a  Ht  s  I ,  d'ob  Ton  voit  que  ce  ProUème  n'admet  point  de  soiu-  • 
tion  exactr,  au  moins  suivant  ma  méthode;  cependsnt,  si  l'on  veut  se 
contenter  d'une  solution  seulement  approchée,  on  pourra  y  parvenir 
immédiatement  par  les  formules  du  Prohiëme  HI.  car  si  dans  l'équation 

on  fait 

x  —  tr,    f)  qf, 

et  qu'on  sup|>use  les  valeurs  u  el  ^  déterminées  par  ces  équations 

«  = 

n  —  m  t  ' 
1»'  -+-  (  a  —  M  -4-  mu  j  f  -4-  mu  —  «  h-  l  r:,  «, 
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il  vïpnt 

'"'lu  -■^+(»*— + 

«M|ii;)h<iii  i|ui  H  l:i  inrmr  foriiii-  ccllf  du  Prolilëint*  cité.  bI  qui  pr 
••iMisfijiifnl  »'sl  sii.srr|)lil)le  «li-is  mêmes  solntiniis.  K(»i>i(|iif  m  —  n.  un  n 
M  =  I  rl  »•  =  —  I  (lu  f  =  —  m;  la  preiiiièn"  raciiii'  reml  !«•  i  <ii'llii  ii'iit 

«If  -j^  l'gal  il  m  —  2  H  la  «Tondo  le  rent\  égal  k  —  m,  n-  (|ui  «  tindHil  aux 

iiMMiu'S  niiicliisioiis  plus  linul.  Au  ri-slc.  il  «'sl  visible  (|iie  le  Prolileiiie 
preselU  reut'mue  «luiis  sa  généralité  tous  ceux  dont  nous  avons  Imite 
(fans  ri>  Chapitre. 

*  36.  ScoLiB  11.  —  L'équation 

I 

elanl  translormét'  par  la.sutKslitutioii  deyi'  '  "'  au  lieu  de  j  ,  devient 

et,  faisant  eiiiiuiti>  M  s  ^r^,  • 

ri»     •'^  (>-»■«•) 

qui  est  l'équation  même  de  Riccati.  Les  formules  trouvées  dans  la  solu- 
tion du  Problème  II!  donnent,  comme  on  le  voit,  une  construction  gé- 
nérale de  cette  équation  ;  mais  il  faut  remarquer  que  ces  formules  ne 
sont  «Mu-ore  que  des  ras  particuliers  dés  iutt'K'"''!''^  < ouiplèles.  qui  n''> 
sultent  de  la  supposition  de  quelques  constant*!»  égale»  à  séro;  pour  les 

compléter  on  joindra  k  la  valeur  déjà  trouvée  de  jk  la  quantité  jg* 
ce  qui  est  facile  k  démontrer. 
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iH  NOUV£LLËS  KECUëBCUES  SUR  LA  N.\TUK£ 

CHAPITRE  V. 

COXTI»VATIO!<  OB«.BBCHBaCIIBa  «UR  t4  PBorABATlUiH  UtI  MM. 


%  h  —  De  la  propagation  dti  son,  en  sup/Josant  que  les  él^-an- 
lements  des  particules  de  Voir  ne  sment  pas  injbûmmt  p^lks. 

37.  Qupl<|iu>  naturelles  que  paraissent  les  liy(>ollièses  (|ue  nous  Hvuns 
examinées  dans  le  Chapitre  III,  elles  «lonnent  cependant  la  vitesse  du 
s(Mi  nioimlrc  (juc  la  véritable  d'environ  iti'i  pieds  par  seconde,  comme* 
on  le  peut  l  oncUirc  des  ii"*  12  el  26.  Olle  dilTénuce  est  sans  doute  assez 
eunsidérable  pour  ne  pas  être  attribuée  aux  n  rciira  des  expériences  qui 
Mirent  d'élémenls  k  notre  théorie,  comme  j  etais  porté  k  le  penMr  quand 
je  donnai  mes  premières  Recherches  sur  le  ton  (LVII);  mû»  quelle  pour- 
rait donc  en  être  la  cause?  M.  Euler  a  era  la  trouver  dans  la  supposition 
des  ébranlements  infiniment  petits,  sur  laquelle  on  a  jusqu'ici  fondé  les 
calculs  de  la  propagation  du  son  (veQfes  son  Ménioirc  :  Recherches  sur 
la  propagation  des  ébranlements  dans  un  milieu  élastique,  Miscellanea 
Tai/n'nrnsia,  t.  II  .  Otle  conjecture  est  plausible,  niais  je  doute  qu'en 
re\;»inin;iiil  ;i  tond  on  la  lr<Mi\e  ;iussi  satislaisaiilc  (|ii"cllc  le  parait 

.d'ubord.  Pour  en  apprécier  la  valeur,  vuiei  la  méthode  que  j'ai  imaginée. 

PHOBIJmI»  niKlJHINAIBBa. 

38.  PaoBLàNE  IV.  -  Consmdre  t'éfuaiion  '^^* 
y  étant  une  Jwtetion  quetpimfue  de  x  et  de  t. 

Je  la  multiplie  par  M^x.  je  rintègre.  et  j* opère  à  l'égard  des  termes 
J  ^  Mdiap         ^  Mdx,  comme  dans  le  Problème  1;  je  parviens 
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ainsi  à  vt'llu  équation  en  f. 

^  =  ekêA.J  }iydx  i 

par  lea  mêmes  procéfléB  je  trouve  rïniégrale 

<r<iii  résultent  les  deux  équations 

(A)  <  -+.         f-v  *  /* er.,yiajt  f Uy^ 

*  *  « 

(B)  I  H.  Ié^^/S ^ Uydr 

Or,  puisque  M  —  sin(,j:\  —  k),  il  tant,  pour  jjuuvoir  i-hn.s.s»'r  lu  quantité  i 
(les  équations  précédentes,  réduire  tous  leurs  termes,  eu  sorte  que  cette 
quantité  i  ne  se  rencontre  que  dans  des  fonctioiM  de  la  forme  de 

sinf'^lv'— '^l'  -z*:  marquant  une  fonction  quelconque  de  x  et  t.  Les 

termes  (|ui  renlcniu'iil  j  Z.M</.r.  |  L  .M«/.i  eliuit  li  s  iiièun  s  ii  i  que  dans 

le  1^1  oidi'iiii-  I,  ils  se  ramèneront  a  celte  t(irmc  |tar  les  reduetidns  t-nsri- 
^iiees;  ainsi  toute  la  dilVK  iilte  se  réduira  aux  termes  atîeetés  de  deux 
signes  d'intégration  et  provenant  de  lu  (|uantité/. 
Prenona  d*«bord  le  lenncr 
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et  cninincncons  par  faire  disparaître  la  quantité  k  du  coefficient  ~~^* 
Pour  cela,  «oil  changée  l'intégrale 

1  M  tv/x  —  /  iAu  x  ^  —  k  j  ydx  . 

en  son  équivalente 

sin  (x       ;         ~  V"^'  /* ^— *  )  ^ ydx X 

ce  qui  donnera  par  la  subatitulion,  et  en.ellavanl  le  terme 
sin  {xyf^k)  ^  cause  de  sin  {ae^j—  k)  s  o  au  premier  et  au  dernier 
point  de  l'intégralr  Jw  vdxt  la  transformée 

Poaona,  pour  abréger,    ^iir= Y,  et  mettons  au  lieu  de  tm  {^^f—  k)  aa 

salt'iu' tixponenUflle  ^  (  ^^'^ -f- I  ;  irausportanl  \v  signe  d'inlegra- 

tion  qui  regardexau  devinii  de  relui  <|i)i  regarde <  (ce  qui  est  permiaà 
cause  que  la  qie.iiitiif-  ^ -'W*  ^^y^\  ,.^|  ,.„ip(.  ^^^y^  signes*  est  une  quan- 
tité constante  à  l'égard  de  xj.  on  aura 

— -Z=-î!«'^  ( dx  r«(*-»V?)^Y</#H  ^«'V^  i  ,1.1  \  .  '♦«^fJVTvA. 

Soil  fait  at  —  i^c^p,  x-t-t^cssq,  et  soit  nommée  P  la  fonction, 
de  /  et  de  ^  qui  vient  de  la  substitution  de  ^  i  au  lieu  de  x  daoa  la 
quantité  Y.  et  Q  la  fonction  de  {  et  de  y  qui  vient  de  la  substitution  de 
^  —  t\^»n  lieu  de  4?  dans  la  même  quantité  Y;  en  prenant,  au  lieu  de« 
variables  t  et  jd,  les  nouvelles  variables  /  et  et  t  et  q.  on  changera  les 
deux  expressions  intégrales 


Jdx J^'-'^)^Ydt  ei  j  <U  j  e  ''-'\'>v«  V 


di 
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«•n  relles^'i  : 

<|ui  «int  les  mémcB  valen».  quoique  soiu  des  foniiiw  différentoe.  Uaiix 
4«8  dernières  exprenions,  les  intégrations 

devront  se  fStire  en  variant  tieulement  i;  donc,  si  on  suppoiie  que  Ick 

iiik'gralt'8  J  Vdt  etj  Q(//»uien(  prise»  avec  reUe  ruiiditiuii,  on  iKim 

er^  Çvdt   «t  ' 

ce  qui  duiiiit'ra  les  Iraasiuriiit'eii 

f  9'^ dp  fwdt  et   ^ *-tVir/,/  y qA, 

dau»  lesquelles  il  faudrji  faire  niatnten^iut  p  ulg  variables,  el  /  runstunle; 
or,  k  cause  que  les  quantités  J  Pdt  et  J  Q</i  ne  contiennent  point  de  a;. 

il  est  visible  qu'il  reviendra'  au  tnème  d'intégrer  e'^^t^j'vdi  et 

e^^dq  j  QM,  en  supposant  p  et  q  seuls  variaUes,  et  de  vemellri*  ai|>rèB 

rinlégratiuji,  au  lieu  de  p  et  q,  leurs  valeurs  «  ~-  et  «r  t\^,  que 
de  restituer  d'abord  ces  valeurs  à  1»  place  «le  p  et  de  q.  «t  d'intégner  «b- 
suite  en  faisant  varier  xi  d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura 

C <£r  Çe^'*^^)^\dt  =fd^f  e-t^Qdt  =Je-i'»^)^d*  Ç Qdt. 
Par  conséquent  la  transformée  cherchée  du  terme 

'     a^«/r      J  J  ' 

deviendra,  après  toutes  les  substitutions. 
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laquelle,  en  metunt  hors  des  signes  d'intégration  la  quantité  exponen- 
tielle g-*^ ,  qui  est  constante  à  l'égard  de  ae,  se  réduit  plus  simplement  h 

Par  Hfs  upératiuii»  el  des  mluctiuns  semblables  on  changera  encore 
l'autre  leime 

en 

donc,  en  reiraix-liaul  la  transformée  du  isecond  terme  de  celle  du  pre- 
mier, on  aura 

47^77./'-"-^"' (/""-/«*) 

=j  ~™.  1^ J  g  dt  -  J  Pdtj  aiii  u  dx. 

Substituant  cette  expression  dans  l'équation  (A),  et  égalant  entre  eux 
tous  les  angles  multiples  de  ^"^Ht,  suivant  les  règles  de  notre  méthode, 
on  trouvera  pour  la  valeur  de  s  les  formules  qu'on  a  déjà  trouvées  dans 

le  Problème  I,  jointes  avee  la  quantité       (  fQdt  —  fpdt]  ■ 

Npri's  îivinr  ainsi  trouve  ht  vnlcur  «le  z,  il  ne  scr.t  pas  «lilTit  ilc  «le  <ii'- 
•hiirt'  a-Ile  de  u  de  l'equatiuii  (  liy.  IVuir  cela,  cuiiiint'  dans  celie  é<juatiuii 

les  termes  qui  renferment^  sont  exempts  du  coeflicient       on  y  mettra 

d*abord,  el  sam  aucune  préparation,  h  la  place  de  M  sa  valeur  exponen- 

tielle   == — ;  ensuite,  faisant  des  observations  et  des  réductions 

aii;il(ij;iifs  a  ccIIps  tpif  nous  av(»ns  faitct»  préiédcnuneiil.  tui  tnuncia 
«jui',  SI  P  v\  Q'  soiil  |)i  is  pour  exprimer  les  valeurs  de  y  après  les  siihsli- 

tutions  de  />  -h  t\c  et  de  f  —  /  \  c  au  lieu  de  x,  les  termes  duut  il  s'agit 
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deviendront  '  f{  f  Vdt     f  Q  di]s\n{x\'—  k)tlr;  par  conséquent 
l'expressioii  dv  u  n'iilci  nu  i  ;»,  diiIic  le>  l'annules  trouvées  k  la  tin  du  n"  tt. 
celle-ci.  ^  {^j  P  dt  -hj  Q  tUy 

(]oROLLAiH^:.  '    Dont-  le  lernie  >' ajuule  k  i'équaliun 

dp  ~^  dx' 

produit  dans  les  valeurs  de  z  et  de  a  une  augmentation  qu'on  détermi- 
nera ainsi.  Soit  intégré  j'dlp,  en  ne  faisant  varier  que  w,  et  l'intégrale 

trouvée  f  ydx  étant  multipliée  par  dt  soit  intégrée  de  nouveau,  en  sup- 

posant  (i'aliord  r  -t-  /  v r  l'oiisliinl  cl  /  S4>ul  variable:  puis,  en  supposant 
I  —  /yr'""'^)  ''!'  '  •  '  seul  variable,  retran('li:tiil  ct  llc  seconde  inlégrale 
de  la  prenuere  et  divisant  la  dilïerentc  [iar  u^'  .  on  aura  ee  qu'il  faut 
ajo'uter  k  la  valeur  de  s.  Ensuite  soit  intégré  simplement  v<//  d'abord,  en 
traitant  t\'c  comme  constante  et  /  comme  variable,  puis  en  traitant 
X  —  IV*?  comme  constante  cl  t  de  même  comme  variable:  la  somme  de  . 
ees  deux  intégrales  divisée  par  a  sera  l'augmentation  de  la  valeur  de  u. 

3!'.  Scoi.iK  I.  DiUis  ri'Mcllent  Tnti/r  dr  la  v/itisr  des  tiiils  de 
M.  d'Alemhert,  nu  Inuive  k  l'artii  le  H7  une  nu  iIumIi-  Inr  l  simple  et  lori 
ingeineuse  pour  rendre  eumpletes  u  s  deux  dillerenlielh's, 

«tdi-^^dH   et  4>vj)</ji'(-i/vA(if,«)4-<(fr{«,  «). 

Le  Problème  se  réduit  a  eelui  que  imus  vetiuiKs  ilr  re&oudre,  ear,  en  .sup- 
posant la  première  de  ces  difTéreulielles  égale  k  dp,  on  trouve  «  =  ^  <'t 

^  ~      mais,  pour  que  la  seconde  différentielle  soit  exacte,  il  faut  que 

</[p»-.-  A(it.f)l  ^  r  u.  $^^ 

ds 

I.  3a 
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ce  qui  donne,  en  substîtuani  et-diCTérentiant. 

'  di*         rf*  du  * 

équation  qui  («viendra  au  même  que  celle  du  ProblèmK  prérédeni,  kî 

l'on  pose  3  au  lieu  de  p,  t  au  lieu  de  s,  x  au  lieu  de  u.  e  au  litHi  dv  ^  et 

Y  au  Im'ii  dv      — .      -       , —  • 
p  L  I 

Si  «riin  rolt'  l:i  si>liilii)ii  de  M  1'  MntilM-ii  i-st  |>liis  siniplr  i|(ic  notre. 
<|p  l'autre  elle  pjirnil  iiisiirti>i;iiil«'  [loiir  li-s  i  ;is  ini  les  v:ileiirs  ili'  >.er  ;iH'lil 
prises  à  vulunte  lt)rsi|iie  v—d;  el  r  csl  |ire<  i.semeiil  iliiiis  fes  l  iis  cjlie 
rentre  la  quesliuii  qui  est  l'objet  du  Prolilènic  préeeiieiit.  Au  reste.  SI 
Ton  introduit  dans  notre  solution,  au  lieu  de  Z  et  de  U,  desfuniaiunsindé* 
terminées,  ou  en  tirera  des  formules  analogues  à  celles  que  M.  d'Alem- 
berl  a  trouvées  par  sa  méthode.  Il  est  vrai  que  nos  formules  se  présente- 
ront sous  une  autre  foime  que  celles  de  l'el  Auteur;  mais  là  comparaison 
n'en  sera  pas  difficile  cl  ne  deinaiidera  d'ailleurs  qu'un  peu  d'adresse,  de 
calcul;  c'est  pourquoi  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

40.  SGf>LiE  II.  —  Ce  savant  Géomètre  a  encore  rendu  l'usage  de  sa 
méthode  plus  itérai  en  l'appliquant  k  déterminer  les  quantités  a  et  p 
par  les  conditions  que 

mds-hpdu  rt  pttdu-i-p^du^ypdi -t- m»dt-hduA[u,t)'t-diT{u,t) 
soient  l'une  et  l'autre  des  diftércntielles  complètes.  Faisant 

et  avbstittMint  dans  h  seconde  ditïerentielle  les  valeurs  de  «  et  ^  en  9, on 
trouvera  par  les  conditions  de  l'iulégrabililé  l'cquation  suivante  : 

d-q        d-q       dMu.  s)       d*q         d'q       dViii.  s) 
^  dt'     ^  dtdu         dt        "  ^  du*        dudê         ?w  * 

qui  peut  se  rapporter  à  cette  forme. 

(/';  d'z         d  : 
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Quoique  celte  éqiiation  «oit  étrangère  à  la  matière  que  uous  traîton». 
je  erois  qu'on  ne  sera  point  iàvth^  de  voir  comment  notre  méthode  »*y 

;(|t[)li(|iip.  Jr  commentM*  îei  par  siipposoi-     —  «.  et  je  iléciMiipost-  par  ce 

i'i-qiialiuii  propt)M'c  (iaiis  les         .sui\aiiU-ï>  : 


dz  du     .du  d*z 

Tt  ^       dt  -  ''li^^'  -d^» 


jf  iiiiiltipli)-  h  première  <!<■  i  t-s  équations  par  "sd.r  «  t  la  si  idiuIc  par 
M<£r,  je  l<>s  njoiitr  ciiscmbic  rl  j'uii  prrn<l>  riiiU-grali'  t'ii  faisant  évd- 
iHuiir  par  di  s  iiiii-;;[aiioiis  par  parties  l4>s  (lifTêrenceii  <ie  s  qui  naissent 
tic  la  varialiililc  «le  .i-;  j'ai 

•i-bHu-t- em-i  c-j—s. 

ax  ex 

Nc^li^raiil  ces  ilcriii«'rs  li  riiii's  algiliri(|Ui'»i  rpii  clisparatssriit 
iiM'iiH'S.  dans  la  supposliiuii  k\w  :  <>l  M  soient  égaux  k  zéro  an  premici'  et 
an  dernier  point  de  l'intégrale.  «>t  l  omparant  terme  à  terme,  on*aura  . 


rfc*  dx 


d'où  l'on  lire 


dx  dx' 
m  et  A  étant  les  raeines  de  l'équation 

Or,  M  devant  être  égal  à  zéro  lorsque  r  =  o  et  ar  s  a.  on  aura 

B  A    PI    *!-*•  —  e*:-n. 

re  qui  louriiira  iiiK-  iuliiiitc  df  vali'iu>  de  k;  on  anra  <lon«- 


3a. 
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ftl  par  coméquenl 

Soil  maintenant 

notre  équation  deviendra 


tl'oii  l'on  tire,  cii  inlt'gr;nit  cl  consrt \ aiil  l<'s  noms  tjue  nous  avons  em- 
ployés dans  tout  le  cours  des  Hecherches prtceUttUes. 

Or,  la  quantité  N  étant  multiplic«  par  un  eoelHcient  i,  puur  le  faire  dis- 
paraître on  changera  les  intégrales 

fsMdx  et  J tiZdx 

en 

en  négligeant  les  autres  termes  qui  devieaut-ni  nuis  ii  t  ause  que  z  Z 
disparaissent  quand  ap^oHx^ai  sabadluant  donc  les  valeur»  ih  N 

et  de  J  îidj;,  on  aura 

Soient  P  la  fonction  de  />  et  de  f  qui  vient  de  la  sulaitilution  lie  p  au 
lieu  de  mx  ~  t  dans  v.  et  Q  la  fonction  ilr  ,j  ci  de  t  qui  vient  de  la  sub* 
atitution  de  f  à  la  place  de     —  f  dans  la  même  quantité/;  les  deux 
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daraiefs  termes  de  là  formule  précédente  ne  cbanferoDt,  selon  ve  qui  a 
été  enseigné  plusbadl,  en  f«ux-ci  : 


MainltMUiiU,  |)Uis<jut'  rn  t'sl  suppose  (liffrn'iit  dt»  «,  il  est  vUm  i|ti('  \c> 
quantités  expunentiellits  c"*-',  et  et^-^^M,  gi«x+o*  m.  sauraient  jamais 
devenir  égales;  donc  il  faudra  nécessairement  décomposer  l'équation  en 
deux»  afin  d'en  ehasser  la  quantité  A;  par  ce  moyen,  on  trouvera,  en 
retenant  les  expressions  employées  dans  le  Problème  I, 

*      /fî     — ''Z  v('~")^  /• 


S'il  arrivait  que  a = m.  alors,  la  première  de  ces  équations  demeurant  la 
même,  on  ne  ferait  qu'augmenter  m  d'une  quantité  infiniment  petite  a. 
r'est-à-dire  un  8U|)po^ierait  n  =  m  -t-  et,  et,  étant  la  première  équation  de 
la  seconde»  il  viendrait,  après  avoir  diviaé  par  <t. 


dz 

3i 


yjdx  cm'_\  J  llp  cm' 


Si  A  était  infini,  oe  qui  arrivera  lorsque  e  s  o,  alors  on  aurait  aussi 
en  =  o;  et  la  seconde  équation  deviendrsit 


Si  l'un  veut  iiiainteiiaiit  conipaivr  les  résullal!«  tie  «elle  .miIuIiuii  avet*. 
eeux  de  M.  d'Aleniberl,  un  prendra  puur 

(L-cm^j  el  [M-cn^) 
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<lrs  f'oïK  lioiis  iiulclt  riiiiiiccs  fli-  r      '  cl  de  .r      -i     fuisnni  li's  siilisli- 

111  n, 

liiliuiis  et  li  s  i'<'(liniiiiii>  iH  i os;)!! rs.  trouvera  jniiir  a  cX  '  des  lor- 
iiiiilrs  analogues  à  i'flli's  que  ePt  Auteur  a  données.  Quoique  j'aie  fail 
loiiH  les  caleiils  que  oetle  coaiparaîsnn  demande,  je  ne  les  insérerai  point 
if'i  pour  III  |i  l^  passer  les  bornes  i|ui'  je  me  sui»  prescrites  dans  cette 
Dissertation. 

41.  PROBLiMR  V.  —  Vonsiruire  l'équalion  '*"*~df  '*"-^'* 

Eu  suivant  notre  méthode,  on  parviendra  aux  mêmes  équations  ÇA) 
et  fB;  da  Problème  préeédent.  avee  cette  seule  diflerenee  que  la  quan- 
titi»  M  sera  mainleDanI  é){ale  k 

>iii  .»  \  -  /.   —    \  —  A  <  <»s  .!■  ^ —  k 

eoinme  dans  le  Problème  il,  ce  qui  rendra  l'expression  j  M,v«£r  com» 
ptisée  de»  deux  ti^rnies 

m 

on  aura  donc  dans  i'equalioo  (A) 

en  leduisant  le  |»remier  terme,  comme  on  \':\  \\\\\  il:iiis  le  Prolileriie  pr»*- 
leilenl.  Il  faudra  ponrlanl  ii|»Nei\er  que  riiitf'^rale  |  w/r  muI  jiri.se  de- 
manière  qu'elle  s' évanouisse  lorsque  jc  —  a,  aiin  q,ue  le  terme 

sin  {x  \  —  /  J'ydx 

•  :  V'/. 

nous  négligeons  s'évanouisse  de  même.  Supposant  donc  maintenant 
J  ydx  -f-  SB  Y,  et  faisant  les  autres  observations  et  réductions  sui- 
vant les  principes  établis  dans  les  Problèmes  11  et  IV,  on  trouvera  ifue  la 
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{z.r 

dx 


v;iliMir  lie  s',^ savoir  di'  5  -4-       »  «iii  ii"  20,  devra  «'In'  it  i  itugiiit'iilfi! 


la  4|iiiiii(ite 

Un  tirera  de  même  de  l'éqaalion  (Bj  la  valeur  de  vC\  maiB  un  paiirra 
s'épargner  la  pciiu*  ilt-  te  <  :ileul,  en  rhcrt'iianU  d'aprôs  la  valeur  irouvêr 

de  s',  «elle  de  ^  s  u'. 

Usage  des  Problèmes  précédents. 

42.  Exantinons  d*abord  le  «as  d'une  ligne  physique  d*aîr;  il  est  farile 
de  trouver  que  l'équalion  rigoureuse  du  mouvement  des  particules  sera 


d*i  *  ^  dx  /    _  d»\  dr' 

li 

dx 


eur  la  portion  du  Ruide.  qui  dans  l'étal  d'équilibre  oecupe  Tespace  dbr» 
après  le  temps  /  remplira  l'espace        +       ci  son  élasticité  sera  par 

vunséquciil  diminuée  dans  le  rapport  — dont:  la  diiTéreuct!  iri-bs- 

lirilt'  «les  ii«'iix  |»arlit-iilt>>  adjaci-utes  s'fxpriuiera  par 

,/  ' 

I  -H    .  , 

il.r  .  i  j 

"-dx  [y  dx]''" 


donc,  divisant  par  la  masse  ^  de  la  partieule  intermédiaire,  on  aura  la 
force  qui  tend  k  la  mouvoir;  done,  ete. 

Je  réduis  la  Traetion  — ^  en  suite  par  une  division  infinie;  il  vient 

ds      i  dz  \  ' 
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j*Burai  donc,  en  «ubetiUiant, 

rf'a  _   d'g       ét  d't       idx  y  d'z 

Or,  M  on  «oppose  ^dae  infinîment  petit  por  rapport  à «fp,  il  eat  clair  que 

le  second  membre  de  cette  équation  ae  réduit  an  seul  terme 
qu'ainsi  l'équation 

d'z  _  d'z 

donnera  une  valeur  de  s  qtii  pourra  être  regardée  comme  exacte:  c'est  le 
cas  que  nous  avons  déjà  traité.  Mais,  si  on  suppose  seulement  s  fort  petit 
et  («pendant  fini,  l'équation 

df  dx' 

ne  donnera  plus  qu'une  valeur  appruchée  de  s;  on  substituera  donc  cette 
valeur  dans  les  termes 

ds  d'M      ids  y  d** 

qu  on  ;ivail  négliges,  el  iiilégrant  re<|ua(ioii  par  la  uiellioilf  du  Pro- 
blème IV,  on  aura  une  valeur  de  z  plus  exacte;  uu  substituera  de  ii«u- 

veau  la  valeur  de  s  ainsi  corrigée,  et  l'on  en  tirera  une  autre  encun  plus 
exacte  que  la  précédente;  en  opérant  ainsi  de  suite,  on  approchera  tou- 
jours de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  «. 

Or  si,  pour  faciliter  le  calcul»  on  introduit  les  fonctions  indéterminées 
dans  notrç  solution  du  Problème  I,  on  a  pour  la  première  valeur  de  s 

maintenant  il  faut  supposer 

dz  tPz        .tlz  i  =  d  z 
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ce  qui  donne 

«n  négligeant  les  termes  suivants  qui  doivent  être  regardés  «wmoif  infi- 
niiuftnl  petits  d*un  ordre  plus  élevé;  on  aura  donr 

et  par  i^niiéquent 

Que  (9)  dénote  la  valeur  de  Tintégrale  j     (//  +  3t\r)dt\rt  et  (^) 

«elle  de  l'intégrale  j  (9  —  2t\c)  dt\r,  on  trouvera,  après  avoir  resti- 
tué au  lieu  de  /»  et  de  f  leurs  valeurs, 

-I-  ^  i|r     —  I  v?^  9'  (x  +  i  yî") 

quantilc  qui  devra  être  ajoutée  à  la  première  vahiur  de  s. 

Pour  voir  maintenant  combien  cette  correction  peut  influer  sur  la 
vitesse  de  la  propagation  des  ébranlements,  on  observera  que  les  fonc- 
tions       et^fjTj  doivent  être  telles,  qu'elles  soient  toujours  égales  à 
I.  33 
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zéro,  lorsque  lus  ahaciitses  x  ne  aont  pas  très-petites  (4)  ;  d'où  il  «uit  que 
pour  la  propagation  do  côté  des  absciswa  positives  «,  il  ne  faudra  rete- 
nir que  les  fonetiona  de  x  —  l     ou  de  y  —  af     on  aura  dont* 

a  =  4.  f jt  —  I l/t-}  -4-  i* ^4 A" (jT  —  I  v'ê;  —  7( «l* ). 

•  h-,  «'Il  siij)|Hi>;iiil  hi  \  iiU'ur  tlf  'i*  ( J"  —  t\t'}  lif.>-(t«'lilr,  •!.''  i  j  —  /  y  <  i  scni 
un  intiniiiitMil  petit  du  si-toi)«l  nnhr.  t'I  \  sera  aussi  ihi  iiiriin-  tinln-  ii 
lri'N-p»Ml  |iivs.  a  eaiiM'  (|iic  la  tuiiilinii  i  I  .r      I  y,v\  n'a  il»*  \al(Ur  (|Mc  <l;uis 

iiiM*  turi  pi  tiU'  t  h  iului'  (!*'  l'axe  ;  mais  /  \  <■  ilcvaiil  ctiv  a  yvw  |ii f  s  i  gal  a  .1 
recevra  une  valeur  eoiisideralile,  (loin-  le  ternie  i.  i  s'evuiiouira  au|Mv^ 
du  leriiK'  /v'  -f  *  (a  ~  ""l  1"  valeur  île  ;  se  réduira  a 

Le  premier  ternie  '^{ae  —  t\c)  donne»  eomme  il  est  facile  de  vidr  et 
eooime  on  i*a  démontré  ailleurs,  ta  vitesse  de  la  propagation  égale  à 
et  il  est  clair  que  («tle  vitesse  ne  peut  varier  ii  moins  que  la  quantité  \'r 
ne  varie  de  même;  supposons  doue  v'<^  +    w  lieu  de  se  «e  étuiit  une 
quantité  assejt  petite,  on  aura  pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  s 

qui  se  réduit  à 

4»  (jr  —  <  ^)  —       (*  —  /  v'êî; 

eiHii|>aranl  relie  e\|u-e.s.sioii  avee  relie  qu'on  a  trouvée  par  u»»lre  approxi- 
mation, on  a 

«  —  —  ^ij'  l-r     '  Vf;; 

mais 

en  désigiiaol  par  u.  ia  vitesse  propre  de  ta  particule  qui  répond  k  l'al)- 
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ttviseuf  dr;  donc 

m 

« 

«l  par  coiutéqueiil  la  vilfjwe  de  la  propagation  deviendra  &  tri!e>peu  prêt* 
égale  à 

<>!(»•  «-nnchisimi  [umut  donc  l'n  (juplqiic  wdle  favontltle  ii  riiy|»i»||ii>s«' 
ilt  >  ('l)r:u)li>tiii'iii>         mais  elle  perdra  toute  aa  force  pour  peu  qu'on 

s'arri'lc  ii  l'(  \:imiiii  i . 

Pur  l'f  (|ir<iii  \ifiil  lit-  irouvt^r,  on  a 


suit  a  Ih  loiifsiit'iir  de  l'unde  aerieime  excitée  lunnédiulrincnt  par  le  eoi'ps 
sonore,  il  est  clair  que  «  ne  cummencpra  k  avoir  une  valeur  que  quand 
on  aura 

«  —  l^ê— ^=«;  • 

«l'on  il  ^  l'iiMiii  «ju  an  ImkiI  du  temps  /  le  son  sent  parvenu  jnMju'a  la  par- 
lit  uU'  qui  reptind  à  l'abscisse 


Il  elaiit  l;i  vitesse  t|ue  cette  parlieiiif  reçoit  t  u  iiiriuf  lciii|t>.  Or,  en  pir- 
iiiier  lien  eelle  vitesse  ne  peut  tiif  ({u'inliniiiienl  petite,  pui.s(|ii'il  s»"iail 
alisunle  qu'une  paiiicule  d'un  tluide  élastique  re<,-ùt  tttut  d'un  coup  uin- 
vitesse  finie  par  l'action  des  autres  parties  adjacentes;  en  second  lien»  il 
«sttisibic  que  la  formule  trouvée  détruirait  runifonnité  de  la  vitesse  du  ' 
son  et  la  ferait  dépendre  en  quelque  sorte  de  la  nature  des  ébranlements 
primitifs,  ce  qui  est  contraire  k  toutes  les  expériences. 

Il  serait,  après  cela,  inutile  île  pousser  plus  loin  l'approximation  de  la 
valeur  de  «;  car,  outre  qu'il  n'en  résulterait  que  des  termes  moindres 

•  33. 
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i]ue  celui  que  nous  venons  d'examiner,  l'cxpressiun  do  la  vitesse  du  son 
(luvicridrait  toujours  plus  compliquée  et  par  conséquent  moins  conforme 
à  la  véritable. 

4S.  Passons  maiatenanl  à  Thypclhèse  des  ondulations  spbériques,  et 

cherchons  par  le  moyen  du  Problème  V  si  le  changemi  iit  <;ui'  \:t  sii|)|(o- 
sition  des  <  lii  aDloments  tinis  eanse  dans  leur  propagation  peut  «ac-  * 
corder  avee  It-s  phénomi'iie^. 

Par  les  principes  jmisi  s  <l;ms  le  n"  30.  on  trouvera  pour  l'équaliou 
rigoureuse  du  mouvenienl  du  tluide 


%      dt  3S 


d'tùi  l'un  tire  par  la  voie  des  séries 


On  aura  donc»  selon  le  Problème  V, 


en  négligeant  les  autres  termes  qui  renferment  plus  de  deux  dimensions 
de  s;  donc 
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et 

Maiiiteniinl  il  l'aul  substituer  au  lieu  do  z  sa  valeur  lirt-t*  «les  t'urniules 
<hi  Prohlème  II;  pour  altré^cr  ces  substitutions,  je  iciiiarinn'  irabonl. 
«'oiiiine  il  «'st  cvidcnl,  (|u'il  faudra  employer  que  les  scule.s  toii<-lioni> 
iW  x  —  t  v'c;  d'où  il  âuil  que  si  l'un  pose 


ou  aura 


t   -i  y 


je  reuiarque  ousuite  que,  lorsque  x  a  une  valeur  considérable,  on  peut 
négliger,  auprès  des  termes  qui  contiennent  x  seut  au  dénominateur, 
tous  ceux  qui  sont  divisés  par  des  puissances  de  «  plus  hautes  4iue 
l'unité:  par  ce  moyen  on  aura  simplement 

«    •  *  *  ' 

donc 

p     l  \'c 

Q_  _  «LtiS-T  '■* '  V'" )  Vj:  V  —  a<  ^cj ^ 
7  -  '  \  ' 

d'où  l'on  tirera  par  les  quadratures  la  valeur  de  j  Qift:  mais  il  «si  facile 
de  voir  que  cette  valeur  sera  infiniment  petite  par  rapport  h  l'ellr 
de  J^àt,  ^  cause  que  la  fonction  f  et  tes  différences  sont  toujours  infini- 
ment petites,  et  qu'elles  n'ont  outre  eela  des  valeurs  réelles  que  dans  une 
très-petite  portion  de  l'axe;  ne  prenant  donc  que  la  formub-  "  '  ^  J 
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vl  VnUun  de  z  4-  '^J^^  savoir  de  if{x  —  t^e),  on  aura  pour  l'nuj|îm»'iitii» 
tiou  «le  l'eitc:  i'onution 

or.  si  on  suppose,  connne  on  l'a  fait  plus  haut,  que  la  quantité  \C  eroisise 
(l'une  très-petite  quantité  et,  on  trouvera  ici 

ivc}logx 

ce  qui  changera  la  fonction 
en 

9  j" jr  —  / ^/c  -t-        o(x  —  fvi'ij' 

Prenant  a  pour  l«  rayon  de  lu  premièiv  onde  aérienne  excilée  par  ie 
eorpa  lonore,  les  lois  de  la  propagation  du  son  seront  donc  rontenucH 
dans  la  formule 

X  —  i         ^5ËÎ  9  (x  -  /  V^J  a. 

Je  crois  superflu  de  m'arréter  ici  k  examiner  les  conséquences  de  cette 
formule,  car  il  est  fai  ili'  <lc  voir  i|ir<'lles  ne  seront  pas  plus  favorables  è 
la  supponlion  do  m  il  s'agit  que  ne  l'ont  été  celles  qu'on  a  trouvées  dans 
le  numéro  précédent. 

44.  Corollaire.  —  Après  ce  qu'on  vient  de  déntonircr,  je  crois  qu'on 
peut  regarder  comme  une  vérité  asses  constante  i|ii<>  riivpotlièse  des 
éliranlements  infiniment  petits  est  la  seule  recovable'dans  la  théorie  de 
la  propagation  du  son,  comme  nous  avions  promis  de  le  prouver  dans 
le  n*  10.  Je  vais  donc  rentrer  dans  cette  hypothèse,  et  chercher  à  déter^ 
miner  les  lois  de  la  propagation  du  son  d'une  manière  plus  générale  et 
plus  exacte  que  je  ne  l*ai  fait. 
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^  II.  —  Essai  d'une  construction  générale  des  trois  ét^natèam 

du  n"  10. 

45.  J«  multiplie  lu  preinièi-t-  d**  i-cs  éqiialiuiis  pur  L,  la  secuiidr  par  M 
rt  la  Iroitiëme  par  N,  en  suppusuiit  (]ue  L,  M,  N  soient  des  fonrtiuii» 
quelconques  de  X,  Y,  Z;  j'en  fais  une  somme  que  je  mulûplie  encore 
dXdXdZt  et  dont  je  prends  llntégrale  en  faisant  varier  l*une  a|irè(i 
l'autre  les  trois  changeantes  X.  Y  et  Z.  De  cette  manière  j'aurai  l'équalion 

i'.tl'u  il')  tl-:  )  „        il'*^  u 

^  "  J  [d\^  ^  ,/ \ rf V   ^  i7x7//    ■  // r  ^'    </ V  j \  " 

qui  reiiteriiie  le  iiiuuvemeiil  df  «  tiiu]!!*-  polui  iiiuhile  du  systèoie  douué. 

On  remarquera  que  «est  mise  ici  pour  ainsi  que  nous  l'avons  pra- 
tiqué parloul  iiillcurs. 

Kn  suivant  iinln-  iiictliixlc.  ou  prendra  aiitatil  d'iiile^rales  par  parties 
qu'il  eu  faudra  pour  l'aire  di.sparailrc  tuulftt  les  diflerenccs  de  x,y,  s 
.sui vaut  X.  V,  Z;  ou  aura  doue 

> 
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«  es  traiisloinitM's  il  y  a,  cumnie  on  If  voit,  deux  sorh-s  «l\'.\(>ri'î»- 
sîoDK  intégrales  :  les  uws,  plus  générales,  renferment  trois  intégra tion.s, 
suivant  la  variabilité  des  troia  coordonnéea  X,  Y,  Z»  et  exprimeni  |iai 
«Minséquent  la  sonime  d'autant  de  valeurs  particulières  qu'il  y  a  de  parti- 
l'ules  dans  la  niasse  totale  du  fluide;  les  autres,  au  contraire»  moins  gé- 
nérales, ne  renrerment  chacune  que  deux  intégrations  suivant  la  variabi- 
lité de  deux  des  coordonnées  X.  Y  ol  Z.  et  ne  dénot(>nt  en  eonaéqueucc 
<|ue  la  somme  d'autant  de  valeurs  particulières  qu'il  y  a  de  partieules 
d;tii>  line  x'iilf  tiiiiiclit'  du  fliiKh^  Ollcs-ci  pourront  donc  élre  re;;ardees 
«•DUiini-  (li  s  (  (uisliiiilcs  il  l'c^Miil  ilf  lu  Iniisiniic  v;iri;il»li'  rnantpiante.  <■( 
l'on  sera  toujours  le  maître  de  l*-.s  taire  évanouir,  eu  (ioniiaiil  eerlaiiu^s 
limitations  aux  valeurs  des  quantités  L.  M  et  N,  .selon  la  tigure  de  l'espace  ' 
dans  lequel  ou  suppose  que  la  niasse  de  l'air  est  renfermée. 

Ainsi,  par  exemple,  si  cette  figure  est  celle  d'un  parallélipipcde  quel- 
'  conque,  on  voit  aisément  que  jc  est  nul  dans  les  deux  plans  opposés  qui 
sont  perpendiculaires  b  la  lîgi^  \i  d'où  il  suit  que  les  intégrales  qui 
contiennent  x-  seront  aussi  nulles  dans  toute  leur  étendue,  h  eause  (jm  • 
r>es intégrales  ne  varient  rpie  suivant  V  et  Z:  par  une  raison  seuildaUle 
on  verra  (|ue  les  intégrales  conleiiaiit  v  et  ;  s'évanouiront  aussi  d'elles- 
UHMiK  s:  diHH  ,  [MMir  aciievn  de  taire  evanmiir  les  autres  intej^rales.  on 
supposera  I.  tel,  iju'il  devieuni-  epal  à  zeio  lorsque  X  =  o  el  lorsqui: 
X  =  a.  quels  que  soient  VetZ;  ensuite.  .M  devra  devenir  égal  a  zéro 
lorsque  Y  ss  o  et  Y  s  6.  X  et  Z  étant  quelconques;  enfin,  N  devra  dispa- 
raître de  même  en  posant  Z  s  o  et  Z  s  c,  pour  toute  l'étendue  des  X 
et  Y;  a,    e  étant  les  trois  dimensions  du  parallélipipède  4onné. 

Si  la  masse  du  fluide  avait  une  autre  flggre  quelconque,  on  tri*uver;iit 
aussi,  en  ayant  égard  à  cette  figure,  les  conditions  qui  pourront  faire 
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disparaître  toutes  les  expressioDS  iotégrales  à  deux  seules  cliangeanles; 
il  est  mi  que  le  plus  souvent  ces  opérations  ne  pourront  s'exécuter, 
Iknte  de  connaître  les  Taleurs  exactes  et  générales  des  quantité»  L,  H 
et  N:  mais  il  suffira  de  les  imapner  exécutées  puur  démontn  r  qm  Ton 

peut  toujours  omettre  les  expressions  intégrales  dont  nous  parions.  Ainsi 
Ton  aura  simplement  après  les  substitutions 


-M 


d'L       d'U        d>S  \ 


y 

\,/V-      d\  d\ 

<J\  i/y. 

/rf'N  »/'[. 
\dV      dLd  \  ^ 

dU\  i 

On  tei'it  iiiaiiiteiiaul 

(A) 

,    d*M  d'ti 

=  *L, 

"*"rfXrfY  '  d\dZ 

(B) 

d*l  d*ti 

=  *M. 

(C) 

d  S 
dV 

^  dT3\  dldY 

=  *N, 

équations  par  lesquelles  on  détenninen  les  valeuK  des  quantités  L.  M 
et  N.  Il  faudra  de  plus  «jne  ces  valeurs  satisfassent  aux  conditions  énon- 
cée» ci-dessus,  et  c'esl  par  là  (|u'on  déterminera  toutes  les  eonstanles 
(|ue  l'intéftration  aura  i  nttiiintcs.  (  umme  aussi  la  conslanlt-  k  (|ui  ne 
pourra  manquer  d'avoir  autant  de  valeurs  ditlérenles  qu'il  }  a  de  parti- 
cules mobiles. 

Gela  fait,  notre  équation  pi  iiu  ipalti  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
ordinaire 

d't  , 

avant  ici 

1.  34 
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d'nn  l'on  tirer»,  comme  dans  le  Piroblëma  I, 

V  ~  '''' 

r  =  Mcos(/  ^~  ck  I  —  S  y  —  c-A  sin(/  v'—  f^'J. 

Or.  si)i»'nl 

Tt^"^*  lt=r',  Ti='' 

*'l  i|u<'  .ri,  !y],  (z),  {x'  (  v  i,  =  ,  (lesiguciU  les  valeui-s  de  x,  5, 
x',  y  ,  z,  lorsque  /  =  o;  un  aura  donc 

i\x\.+yVl-^MTH)d\d\dl 
(nj         -cos(*»^=^)  J'[(«)L  +  (r)M  +  (*)NlrfXrfYrfZ 

+  J'U X'  )  L  -4-  (r'  ) M  H-  { «'  )  N 1  rfX  rf  V rfZ, 

{E)  I     =f08(*^~fit)  fr(Jf')l•^-{JK')li^-(»')NlrfXrfYrfZ 

—  y/'—  eksin{lyi~  ck}J  Hx)L +{y)M-t-(z)}i]d\  d\d/.. 

Vrilla  les  ciiiialions  d'oii  l'on  lirerail,  siiivaiU  notre  niéllioilr,  les  valeurs 
exaeles  de  x,  y,  s,  6i  l'on  avait  celles  de  L,  M,  N.  el  qu'un  pût  taire  d'i»- 
porailre  la  quantité  A,  ainm  qu'on  l'a  fait  dans  les  Problèmes  précé» 
dents. 

Mais  1«  premier  de  ces  objets  nous  présente  d'abord  des  diflirultés 
insarmontableB,  soit  qu'en  effet  les  équations  (  Aj.  (B),  (C)  ne  soient  pas 
susceptibles  d'intégration,  soit  qu'elles  dcmaiideiu  d'autres  méthodes 
que  celles  que  luuis  connaissons.  Si  on  voulait  se  Itorner  à  des  construc- 
tions pailiniriircs.  il  serait  aise  d'en  hiMivcr,  mais  illes  ne  sauraient 
être  d'aucune  utilité  daii8  la  recherche  des  ims  de  la  propagation  du  »un. 
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46.  Il  est  visible,  parexemplf^.  «lu'on  peut  supposer- 

A,  B,  C,  p,  q,  r  étant  des  constantes  à  déterminer  par  la  substitution  et 
la  romparaison  des  termes:  pour  cela»  on  trouvera  les  trois  équations 

K  =  c{K^-¥  Bpq  Cpr), 
B  =  «(Bff* -f- A^ -I- Ciy  ), 
C  =  e(  C    -t- A^r -I- Bf  r), 

qui  donne,  en  posant  B  pour  >/A*h-B* 
_  A         _  B 

inuib  IfM  valeur»  de  L.  M  t-l  N  irclunl  que  |)ai-l'u-ulièiTS.  on  ne  puuiTu 
s'en  servir,  suivant  notre  méthode,  que  dans  Phypotlicst?  que  tes  valeurs 
de  x^yet»  soient  renfermées  dans  certaines  conditions,  car  il  est  visible 
que  L,  M  et  N  étant  exprimées  par  une  même  fonction  de  /»X-i-f  Y+rZ, 
multipriée  seulement  par  des  constantes  différentes,  les  valeurs  de  <r,  y, 
z  devront  étreies  mêmes  pour  tous  les  points  dont  la  position  est  renfer- 
mée dans  la  formule 

/>X  +  y  V     /  Z  —  c-uiislaiile, 

«U  (le  plus  »  es  vah'uis  devront  garder  entiv  elles  un  rapport  (-(lustaiil. 
Supposé  que  rcs  ciiiiililiotis  aient  lieu,  on  pourra  pctursuivre  le  calcul  en 
sulisiiiiiaiii  les  vali  iiis  linuvfes  de  L,  M  el  N  dan*  requaluM)  (D;,  el 
iranslorniani  ensuite  le  lernie 

f  [A(*')-»-B(.r')  +  C(*')l«^'"^"^'^^'''  *''rfXrfY<ft 

en 

-  v'ïJI /«A  J(jf  )rfX  +  «Bj(/')rfY 

+  r  cj  [z'id  /.  j  e  /"^-^♦^  rfX  rf Y  rfZ. 

34. 
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et  réduisant  coft(«V— ^)    nn{t^—ek)  en  exponenliHIes  imaginaires» 


niraura 


équation  d*où  l'on  tirera,  suivant  notire  méthode, 
Ax  +  B/-«-C* 
=  irA(*)-«-B(rJ  +  C(«)+  f  {x')d\ 

^-^,B/(rVV^-^-rc/(.')rfz] 

+  ;[a(x)  +  B(j  J  +  C(«)-^/'A  j  lar)</X 
- -^VB  /  I  >  )''V-  4rC  /  («')</Z 

Les  quantités  mises  en  forme  d'exposants  dénotent,  comme  dans  le 
Problème  I,  les  valeurs  qu'il  fatil  donner  aux  coordonné^»:  ainsi  X,  Y, 
Z  étant  les  coordonnées  qui  répondent  è  «,  y*  s,  et  (X).  VU  i'I  éinni 
supposées  roUcs  qui  ropondonf  aux  fxpn'ssions  qui  oui  l'cxposiuit 
/'X  -H  y  Y  -t-  rZ  ±1  / \c,  le»  valeurs  de  ces  derniërfs  devront  Hvv  li'lli's, 
qut' 

/»(  X  ) -»- ç (  Y  ) -t- r { Z  )  = /»X 47  V r Z  ±  r  v'î . 

Au  reste.  »i  l'on  introduit  dans  cetlf  soltilion  li  s  ronrliDii.s  indetenni- 
nér».  elle  reviendra  au  même  que  celle  que  M.  tlult-r  a  donnée  danstuin 
Mémoire,  car  on  aura 
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d^oir  Ton  tirera  les  valeo»  de  /  et  de  <  en  faisant,  selon  l'hypothèse, 

substituant  ensuite  ces  valeuraidaiM  les  équations  dilféraitietles  du  n"  10. 
on  trouvera 

i  niirni iiicmcnt  :uix  linimilfs  doiuit-rs  p;ir  M.  Kiilcr  thna  ses  Hechm/ns 
sur  la  propagation  des  ébranlements  dans  un  mtUeu  élastique  \  Miscvllunea 
Ttturinentia,  t.  II). 

Voili  le  Problème  résolu  analvti<|iii  iii«'ui  pour  une  infinité  de  ras, 
mais  il  faut  avouer  qu'aucune  de  ces  solutions  ne  'sera  applicable  à  la 
théorie  de  la  propagation  du  son,  dans  laquelle  les  ébranlements  primi- 
tifs doivent  être  supposés  quol(-()ii(|(i«'s.  Il  l'n  sera  <Ie  même  de  tuule  autre 
solution  qui  se  trouvera  en  intégrant  les  équations  >'A),  fB).  ^C)  «tans 
des  e:is  parliniliers.  C'csl  pi)uri|iioi  nous  n^noncerons  pour  le  présent  à 
déterminer  les  valeurs  cxai  lfs  de  j ,  v  cl  :  par  les  voies  ordinaires  «le 
notre  méthode,  et  nous  nous  bornerons  à  les  trouver,  s'il  est  possible, 
par  approximalioD,  en  supposant  que  le  temps  /  soit  fort  petit;  nous  ver» 
rons  ensuite  quelles  conséquences  on  pourra  tirer  d'un  tel  calcul  pour  la 
connaissance  des  lots  de  la  propagation  du  son  en  général. 

47.  Je  eommenee  par  développer  l'expression  eosU\  —  i)  en  poussant 
la  série  jusqu'aux  quantités  infiniment  petites  du  quatrième  onlre;  j'ai 

ce  qui  changera  le  terme  de  l'équation  f  D) 

rosit  ^f'—ckj  J[ixjL  +  sx]\i     (  j  )iN  ]  «/X  rf  YrfZ 

y (X)  [  L  +  ^  fe*  L  -f-  ^-y-^  l**!**'      rfX  rfV rfZ 


en 
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Or  les  équations  (  A  ),  (B),  (C)  donnent  d'abord 


....    rf'.N     d  L      J  ^^ 


ri's  ('*|uaii(ins  par  k  <■!  >tilislitusnt  di>  nouveau  au  lieu  de  IL. 
kyit  AN  leurs  valeurs,  on  aura  ensuite 

,          r/I.         </'L           d'\.           */vM          rf'M  f/'M 

*  "       awv  wsrdi  ^  ./\^sv  axTv'  d\d\ di- 

d*K         d*}i  d'\ 

.      _r/'M          r/'M             f/-M            </■!.             ./'I.  rf'L^ 

*  afV-  ^  </l'</V     </V^//.  ^  (7W  \  ^  d\d\'  '  ,t\d\fi/. 

rf«N         rf»N  rf'N 


^^_rf«N       d  ^  L         rf'L  rf'L 

Par  là.  on  pourra  Éuirt-  evauuuir  la  lellre  à  de  l'expression  préeédeiile; 

«  ar  ut)  aura 


=  L+  -l'c  ^33p  -h 

I      ^  ,   f/'J.        iM.  «/'M  >/'M 

,      a. 3.4  '    WV  ^  rfX'rfY'  ^  rfXïrfZ»    rfX'rfl  ^  rfXrfV* 

^  3iLd\ dt-  ^ dWdi    giraz'  à\ê\*dir 
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M  -H  -  t'ck M  +  -4-2  /'c'A'M 
»  3.3.4 


_i_      ;«/M        </«M  rf'M  rf'L  rf'L 

a. 3.4  *.         "*"  rfY»rfX»     ÏYTîZ»     aFïX  rfYrfX» 


rf«L  rf'N         >/'N  </'N  ^ 


9  n.i.^ 


„     I  „  /rf'N       rf»L        rf»M  \ 

(H)  i 

a. 3.4  rfZ'rfX'  rfZîrf¥î 


_  rf*L  rf'M         </'M  </'M 

rfX3Y'3z     rfZ'rfY  ^  rfZW'  d\ 


Or,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  quantités  L.  M,  N,  il  est  eertsin 
qu'elles  seront  des  foncUons  de  X,  Y,  Z,  ce  que  nous  dénoierons  sînsi 

L^**^'*>,  ^Tn^y,^). 

de  sorte  qut,  si  l'on  suppose  que  les  vartaitfos  X»  Y,  Z  deviennent  X+/I. 
Y  +  f<.  Z  les  valeurs  correspondantes  de  L.  M.  N  s*exprimerorit  à 
notre  manière  par 

(  j'Iii  pnsc.  iiii  sait  qiir  si  I.  l't'pivsciile  une  foiirlion  quelcuiiqur  di'  la 
vai  ialtlf  \.  la«juollt' froisse  li  iiiit'  (|iiantil<'  lrl's-|)»  tiU'  pt,  la  valeur  (!«•  L 
(U^vicndra,  l'ii  négligcuiit  les  quanUté»  iniinimeiil  peliU'8  au-dissiis  du 
quatrième  ordre, 

^^t^7%  *  ^  îXî'*'*rfv' 

donc,  si  l'on  suppose  que  la  fonction  L  renferme,  outre  la  variable  X*  les 
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variables  Y  et  Z  qui  croisaent  en  mëine  temps  des  quantités  *tr«»»-petUes 
fi,  rtf  on  trouvera  par  un  calcul  asseï  simple 

,(x-¥-M,y-*'^,t-t-rt}    1^./  '/L  ,    rfL  ^  rfL\ 


*<»'^3TS3Ï  -^^^''^Fî?  *  ^'^ 

De  celle  funuule  Je  déduis  les  suivantes  : 


S  B 

g  H 

^  .  '/'I. 
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î  ?  ?  4 


',   X-^,ï-f*,ï-t-«)      I  ,(X— f».T-»«,«-rt> 

"h  fi 


8  tt 

On  formera  de  paiwiiles  formules  à  l'égard  de»  expressions 

I.  35 


• 
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ei  «'Il  donnant  des  valeurs  convenables  aux  constantes  indéterminées  p, 
q,ron  cbangera,  par  Ira  substitutions,  Téquation  (F)  en  celle-ci  : 

3  «.3.4 

4  î 

5  5 


8 


8  R 


_ .         v1'      _  VI'  v1) 

8  8 


8  8 
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^  1     - '  Vi-  ^  -  V^'  '  '  V  i)  ^  1     - '  V ^  '  V i^'  .  ' 

S  s  • 

5  B 

B  8 

on  trouvera  de  in(Mi»>  les  trM»lfo^né«^^  >!  «  I  N  des  deux  autres  equa-  " 
lions  I G  et  H),  el  i'on  aura  ainsi,  en  substituant,  la  transformée  entière 
«le  la  formule 

iju'im  sulisliliin  il  «mimiUc  (laii.s  rei|uatioii  U,. 

Su|>pu.sous,  puur  un  uiuuieiit,  que  les  quantités  [x'),  {y),  (z'j  soient 
nulles  dans  cette  équation,  la  lettre  i  s*en  ira  entièrement  et  ne  se  trou- 
vera plus  que  dan^  les  expressions  des  quantités  L,  M  et  N.  Or,  quoique 
nous  ne  connaissions  point  la  forme  de  ces  expressions,  on  pourra  cepen- 
dant vérifier  Téquation  indépendamment  dr  k,  comme  notre  méthode  le 
deniiiiide;  4  iir  pourcela  il  ne  s'a^'ini  t|ue  de  i-itmparer  ensemble  Ipsquan- 
liii's  se  trouveront  multipliéeti  par  les  fonctions  L,  M,  N  qui  auront 
des  \;iltMir*s  égales. 

Que  \  X j,  (Z;  dénotent  les  (  iMininiiiici  s  ié|)uinlfiii  a  l'expres- 
sion générale  L('^-^/*>*+t'«*-»-'»)^  „„  aura,  selon  notre  liypollièse, 

X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  qui  répondent  à  l'expreasion  L  simple- 
ment et  aux  quantités  ^,  s,  {y),  (z).  Supposons  donc  que  les 
valeun  de  (X),  (Y).  (Z)  soient  diminuées  des  quantités  pi,  qt.  rt  (ee  qui 
est  permis,  puisque  pes  quantités  sont  eonstaiitcs  à  I  r^'ard  des  intégra- 
lions  iudi(|nées  dans  l'étiuationi.  elles  deviendront  X.  Y.  Z:  niais  en 
mènir  tenj|>s  les  cnordoiiDées  eorres|ionilaiites  à  l.r,.  i  Vi.  (;  ,  et  qui 
étaient  auparavant  X.  Y.  Z,  deviendront  X  —  pi,  Y  —  qt,  'i.  —  rt.  De 

35. 
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«>etU>  manière,  toutes  les  quantités  exprimées  géDéralement  par 

mlrviffndront 

maift  à  leur  tour  les  quantitéti  (or),  (s),  qui  Ira  multiplifrut»  se  4*Ii«m- 
genmt  en 

Après  €08  tmnsfonnatiuiis.  on  joindra  etiscniltic  tons  le»  termes  (le , 

rtM|ii:ilion  (jui  s<'  IronveMil  multipliés  par  !..  M,  N.  i  l  on  (l('Tompos<>ra 
••nsuilc  (  cKc  ptpiation  «'n  trois  portions,  doiil  i  liacniK'  ilrvni  se  vi  i-ificr 
si-parcnuMil  el  inilôpeiiilaniiiu'nl  il«-.s  valnirs  lic  L.  .M  t'I  N.  On  aura  «Ioid 
par  là  -   ■  . 


vl) 

4 

VI) 

x-fyï.  V— /y 

x-<-»v«. 
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H  M 


8 


8  8 

On  aura  «le  incinr.  1rs  vali'ili's  (le  »'  «le  tii'iix  autres  tonniilcs  )|uc 
jf  noiiinifrai  Q  t  l  R  .  l'I  (|u»- j»'  ni  alistiriis  de  t.ippiuhT.  puisiju'ou 
peut  1rs  (léduirt-  ilc  la  pm-tMlfUlr  vu  cliangrant  simplfincut  .r,  j-  .  \ 
(fil  V,  vi.  Y  pour  la  fonuulr  (Q).  elv.n  2,  ''s/,  Z  pour  la  formule  (R  ,  et 
r«M  i|irt)t{uement. 

O  sont  là  les  valeur»  de  àr,y,  s  dans  Thypothèse  que  (^j,  (y't  el  {s', 
w>iëiil  nulles.  Supposons  maînlenant  que  ces  quantités  aient  une  valeur, 
mats  qu'en  même  temps  les  (x),  (y)  (>t  f  soient  nulles  :  il  rai  rlàir  que* 
dans  l'équation  'Dj  on  aura,  i  la  plai'e  du  terme 

l'autre  icriui- 

'±  J-'''    /'[(*')L  +  (/)M-«-(i')N]«/XrfVdZ; 
s  — ci    ,  ,  / 

or,  si  l'on  tuit  ullt-ntinu  qnf 

siii  /  V  -  fi> 
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il  m  sera  pas  difficile  d'apen;evoir  que  les  expressions  de  L,  H  et  N,  qui 

qui  SI-  ii-otivcnmi  n\  fuisanl  dispanitn-  l;i  Irttn-  Jt,  ne  seront  que  les  inté- 
jçimIcs  (le  rt'Ih's  qu'on  :i  (nuivi-cs  plus  haut,  prises  en  repanlanl  /  seul 
l  oiniin-  vaiialtle.  Ainsi  uu  lerme  quelconque  de  la  transformée  sera 
reprcseiiU'  par 

or  il  vsl  visible  que  l'iutegralioii  suivaul  /,  dans  rexpitsssion 

se  r^uit  à  Irui»  intégrations  suivant  X,  Y,  Z:  d*oii  il  s'ensuit  que  Tinté- 
grale 

pouira  se  transformer,  par  des  intégrations  par  parties»  «n  celle-ci  : 

qui  pourra  eneore  se  mettre  sous  cette  autre  forme  : 

jV rf/]  rfXrfV rfZ. 

ou  riiiU'^iale  (le  .j-'i^""/*'^  «Icvui  t'Iri'  pris»-  en  laisaiil  varier/ 

dans  l^-s  \Hieurs  X  —pt,  Y  —  ql,'L  —  rt  tlt-s  cuurduunée»  de  ;  x'). 

Faisant  des  observations  et  des  réductions  semblables  sur  tous  le» 
autres- termes,  et  comparant  ensuite  les  quantités  L,  M  et  N  entre  elles, 
on  trituvera  pour  a;..y,  s  des  formules  qui  ne  différeront  de  celles  qu'on 
a  trouvées  ci-dessus,  qu'en  ce  qu'à  la  place  des  quantités  {œ)t  (  v),  (s)  il 

y  aura  les  quantités  intégrales 

Il  est  maintenant  facile  de  voir,  en  examinant  l'équation  (Dj.  que  les 
deux  solutions  particulières  qui  viennent  d'être  trouvées  renferment  la  ' 
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iioluliun  générale»  «t  (|u'il  ne  faudra  qu'ajouter  ensi^nilile  les  «xpressions 
Ironvécs  (!«' ,r.  V.  ;  dans  les  cîts  (»ii  ( ,r' \,  (y'},  i z' )  uii  dr  ],  v  ,  'z  \  sont 
niilh's.  |Miiir  :iv()ir  le$  expreiisiun.s  i-ginplètes  pour  le  cas  où  i-fA  i|iuiiilité.s 
sitni  tmiirs  rt't'llcs. 

Df  plu.s.  i-oiniiii-  l'equalion  ^E;  n'est  que  la  dilTeivatielle  de  l'équa- 
tiun  (l>)  priiM!  en  variant  i  seul,  on  aura  tout  d'un  «oop  tes  valvura  des 
vitesses,  en  diflerentiant  les  formules  qu'on  vient  de  trouver  pour  les 
valeurs  des  espaces  x,yt»\  il  viendra  done 

.1  rf(.)i(*'»-'V^'''-VD 


J 
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rf(.r:.i(*  '  '>-'  -Vi'''"V8) 


il"' 


-il»'- 


dt 


di  y 
dt 


dt 

"S* 
-ar 

diz) 

dr 


(»-\/:-' «-'Vl) 
('^*'V;'*-'Vî*'W«) 

(^-'Vi-^-'v'^-'-'vO 
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Les»  valeurs  de  y'  et  de  r  s<>  li-o(i\<'t'<inl  de  niéme  en  substiliiaiil  d;iiis 
cette  formule  it  la  place  de  x\  r  i.  \,  leurs  rorrespondanUi^  v  , 
(y),  (y'),  V  ou     (»),  («'),  Z  et  ri-i  i|noqueinent. 

48.  Voilà  ries  rormole»  très-génornirs  p:ir  l<'.s(|u«'llt>s,  coniKiissaiit  <lan8 
lin  iiistnlll  (|iif!cnn(|li<'  ]r  iiiim veinent  île  loules  les  piiities  ilii  Iluide.  on 
|ittiiriii  detcrminiT  l\  tii's-|M'ii  pirs  Irm  iiiuii vciiii  iit  (hiiis  les  iiislaiils  sui- 
Viiiits.  iiii  mollis  [jeiidiUit  tll)  ililervalle  de  Ie[ii|)>  l'oil  l  uiirl.  Or.  si  ii|ii't-s 
le  U'inps  on  rtToniineiK-e  If  calcul  en  subslituanl  a  la  place  de  [jci.  (  >'y, 
(s),  (iT'),  ly'),  (s')  les  valeurs  trouvées  de  d;,  7,  *,  a;', y',  s',  on  en  tirera 
des  nouveliea  valeurs  de  x,y,  s,  x\y',  «'  qui  serviront  pour  un  ammd 
inlervalle  de  temps  égal  au  premier;  et  opérant  ainsi  dé  suite  on  pourra 
trouver  les  mouvements  du  fluide  pour  tel  espace  de  temps  qu'on  vou- 
dra; mais  il  faut  avouer  que  celle  in(>tliod<>  ne  sera  ^Mière  praticable  pour 
un  temps  assez  long;  car  nos  lornuiles  n'étanl  qu'approehées,  l'inexae- 
•  iliiile  de  rha«pM'  résiillal  influera  neeessairenieni  sur  tons  les  résultais 
suivanis.  et  par  eonsripK  ni  plus  le  iiomhre  des  opi*raliuns  «era  grand, 
plus  .msâi  un  hs(|uera  de  s'eloî^ner  de  la  vérité. 

t.  36 
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Conséquences  qui  résultent  des  formules  précédentes  parn^^twt 
à  ta  propagation  du  ton, 

41).  liDa^inuns  d'alMiid  iiu'iiii  ct^rps  soiinrc  n'i-hniTilc  (|u'iiiif  seiilr 
|iartU'ulf  «l'air  dont  la  |M>siituii  soit  (U  lrniiiiici'  par  les  rdiinlomu'cs  X  . 
fYJ,  ,  rt  voyons  t  ominnil  el  parqut'Is  deyres  ci-t  ébi-aiilfinciit  tinii|ue 
M  propaj^era  au  luin  dans  toute  la  masse  de  Tair  pendant  an  temps  quel- 
conque t  fort  court. 

Il  estd^abord  évident  que  dans  les  équations  (P).  (Q),  (Rj*  (P'>,  (Q'). 
(R')  il  faudra  regarder  comme  nuUea  toutes  les  quantités  («),  {y),  (2), 
(*')»  iy')^  qui  auronl  un  autre  exposant  que  (fXJ,  (YJ,  [ZJ>:  or, 
soit  en  gf'^ncral  l'exposant  <U'  t-liacune  de  cet;  quantités  exprimé  par 
I  X  —  pi,  Y  -~qt,T  —  rl),  il  suit  <le  ce  qu'on  vient  diri'  (\\\v  les  valciM'x 
lie  i.  y.  z.  r'y  y' ,  z'  seront  aus>i  iiiillt  s  pniir  toutes  les  particules  dont  la 
position  ne  sera  point  délenilinee  par  des  eourdonnées  X,  Y,  Z,  telles 
que. 

X-pt  =  [\],   Y-p/  =  [V],   Z-y/  =  [Z]. 

savoir  que 

si  donc  on  donne  successivement  à  p.  f ,  r  (outes  leurs  valeurs  particu- 
lières conformémenl  î>  nos  formules,  on  aura  autant  de  vah'urs  de  X,  Y, 
Z.  qui  dci'M-mineront  la  position  df  toutes  les  particules  de  l'air  qui 
aurniil  (|ut'l(|u<'  mouvement  au  hout  du  temps  /. 

Sup|)o--<ins/>.  ff,  rilniinés  »'f  t'aismis  viuifi'  /:  il  csl  rhiii  (jiic  les  ciMir- 
doiiiici's  X,  ^,  Z  appailiniiiroiil  a  une  lij^;iH'  droite  (|m  par  le 

point  auquel  répondent  les  coordonnées  Xj.  [YJ,  \7.\  et  «pu  lera  a\e» 
les  lignes  X,  Y,  Z  des  angles  dont  tes  cosinus  seront 

P   1   >■ 

d'où  il  s'ensuit  qu'en  donnant  à  />,  </,  r  des  valeurs  dillerenles.  on  aura 
aussi  des  droites  de  dillëreute  position,  mais  qui  s'entrecouperont  toutes 
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dans  un  même  poiot  et  qu'on  pourra  par  conséquent  regarder  comme 
autant  de  rayons  sonores  excités  par  l'ébranlement  donné  de  la  particule 
qui  est  k  leur  centre. 

Ces  rayons  croîtront  uiiitonncment  avec  le  temps,  dp  sorte  qu'au  bout 
d'un  ternes  quelconque  t  leur  longueur  sera  généralement  exprimée  par 

o|i  jnini  (lotir,  junir  la  vitesse  <lc  la  iiropa^alinn  du  son  dans  cliaruil 
irrnx,  la  toininif  \  c  /r  f-  y'  -+  /  -  .  ilntil  la  vali  iii  sr  coiiiiaitra  en  sul>- 
stiluanl  au  lieu  df  p.  y,  r  i«'urs  vaU'urs  {jarliculieiTs.  Par  cf.s  substilu- 
tiORR,  on  aura  les  truis  quantités  suivante»  : 

qui  constitueront  pour  ainsi  dire  autant  d'esptees  différentes  de  rayons 
sonores. 


(Test  une  chose  digne  de  remarque  que  la  plus  f^rande  vitesse  a 


approche  U'aucoup  df  «clic  (|u't)n  tnuivc  par  I  «  xpericur» ■:  lar  \c  claul 
égal  environ  k  979  pieds  et  e  à  gS6^i,  on  aura       ^  PM"  con- 

séquent 2  y'^  =  I  f  ^  qui  est  à  très-peu  près  le  nombre  de  pieds  que  le 

son  parcourt  d»ïw  une  »econdt'.  selon  les  expérienues  niovennes.  Cepen- 
dant, il  ne  parait  pas  (jue  ce  résultat  soit  encore  capable  de  mettre  la 
théorie  d'accord  avec  l'expérience  sur  la  vitesse  de  la  propagation  du 
Kon.  Voici  les  raisons  qui  m'obligent  à  suspendre  mon  jugement  là-dessus. 

I"  Nos  Tonnules  ne  sont  qu'approchées  et  ne  peuvent  avoir  lieu  que 
pendant  un  temps  asses  court,  après  Iciiucl  chaque  particule  mobile  doit 
être  regardée  comme  un  nouveau  rentre  de  rayons  sonores. 

36. 
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a*  La  posittOD  de  chaque  rayon  n'est  paa  fixe,  paîsqu'elle  dépend  de 
relie  des  trois  axes  principaux,  laquelle  est  absolument  arbitraire;  d'ob 
il  suit  qu'en  changeattl  la  position  desuxes.  les  rayons  qui  avaient  itiipa- 
ravnnl  iiiir  vitosse  donnée  pourront  prendre  la  place  de  ceux  q^ni  avaient 
lies  vitesses  tlitTérenteS:  ee  qui  parait  n  iifermer  niie  espère  «le  '(nhiIi  ;iilir- 
lion.  pnistm'nne  même  partienli'  <1<'  tlii'nlr  pntirruii  en  ci'  cas  ;ivnii-  mi  m- 
pas  avoir  de  nioii veinent,  i-cl  im  ihim  uu  iU,  qui  vient  sans  doute  de  ee 
que  no»  formules  ne  renferment  pas  tous  les  termes  nécessaires,  sera 
aussi  attaché  à  tontes  les  autres  formules  qu'on  trouvera  par  appiuxî- 
malion;  d'où  il  résulte  que.  jusqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  des  formules 
tout  à  fait  exactes  et  rigoureuses,  on  ne  sera  paa  en  état  de  pronum^r 
sur  le  point  dont  il  s'agit. 

'àf  Nous  avons  trouvé  dans  les  deux  hypothèses  du  Chapitre  111  la 
vitesse  du  smi  é^ale  à  \c,  et  Cette  même  valeur  peut  se  trouver  aussi  par 
les  fornuiles  de  ee  (lliapitre.  en  eonsidérani  la  plus  grande  vitesse  des 
rayniiv  cstiiiicr  sni\;n(t  I;!  direction  de  eliaeiin  des  trni^  ;i\es,  qui  pa- 
rait mieux  eadrer  aver  la  nature  parliculiëi'e  de  ces  i'ormule.s. 

• 

50.  Nous  n'avons  encore  considéré  que  l'efTet  qui  résulte  de  l'ébran- 
lement (l'une  seule  particule  d'air;  supposons  maintenant  que  tant  de 
particules  qu'on  voudra  soient  ébranlées  d'une  manière  quelconque  dans 

le  premier  instant  dn  temps  (;  on  trouvera,  en  raisonnant  sur  nos  (oi- 
miiles  de  I.i  iiinni-  inaniitre  qu'on  a  l'ait  t  i-tlcssiis.  ipie  cli.iciin  des  el>r;in- 
leiiieiil>  piiinitilV.  excitera  dans  le  Uuide  i  ii\ iroiniMiil  les  ii(eiiie>  lavuns 
soiiures»  que  s'il  était  seul,  de  sorte  que  les  particules  d'air  qui  se  trou- 
veront dans  la  rencontre  de  plusieurs  rayona  auront  un  mouvement 
composé  de  tous  les  mouvements  qui  dépendront  de  chaque  ondulation 
particulière.  Cest  ce  qui  nous  fournit  une  explication  complète  el  rigou- 
reuse de  la  manière  dont  plusieurs  aons  différents  peuvent  coexister  et 
se  répandre  dans  un<'  méinr  masse  d'air,  siiiis  se  nuire  mutuellement  les 
untt  aux  autres  ,  Recherches précëdeiUes.  LXIU  y. 

Au  reste,  eoiiiiiie  elia(|ue  parlieiile  d'air  él»riiiilée  dcvi'  iii  i  ||e-mi me 
un  centre  de  rayons  sonores,  il  est  évident  que  le  sua  doit  se  rep^^ndre 
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r'^alriiit'iit  en  lous  sens,  ce  qui  t'st  aussi  un  ilrs  |»rii)*'i|MUX  |ilicuuiiit'iit*s 
de  s;i  pro|)a$;ation. 

51.  ()uoi(|iril  ne  soit  pas  lU'i-cssaire  de  coiinailri'  la  iialur*-- |>arlirii- 
lit-ii-  d)>  cluiquc  chraiileincnt,  il  est  icpciidaiit  hon  de  Tairt'  atteiitiuii  à  la 
diUV'teii»  »'  (|ui  so  Imuvc  cnlrt'  les  i-lirauleiiieuls  priiiiilils  »•!  derivalils, 
par  rappurtil  leur  propagation.  Supposons  pour  cela  (|u'ay»iil  déduit  de 
nos  formules  les  valeurs  dex,y,  z,...  pour  un  nips  quelconque  désigné 
par  (f},  on  les  substitue  dans  les  mêmes  formules  à  la  place  de  (dr),  (jr), 
(s),...,  pour  trouver  les  valeurs  correspondantes  de  x^y,»,...  pour  un 
second  intervalle  de  temps  marqué  par  t;  et  soit  par  exemple 

un  terme  quelconque  de  la  valeur  de  et 

le  terme  correspondant  de  la  valeur  de  af,  lesquels  doivent  être  substi- 
tués au  lieu  de  («)  et  de      dans  les  termes  de  la  forme  de 

pour  la  valeur  de  x»  et  dans  ceux  de  la  forme  de 

pour  la  valeur  de  x'.  On  remarquera  d'abord  que  dans  nos  formules  un 
terme  quelconque»  dont  Texposant  est  (X  -l- pl.  Y  -i-  qt»  Z-i-rt)  est  tou- 
jours accompagné  d'un  autre  terme  exprimé  de  la  même  manière,  mais 
avec  l'exposant  {X—pt,  Y  —  qt,  Z  —  rt)i  on  sail\le  plus,  par  ce  qui  a 
été  dit  ci-dessus,  que  les  termes 

I  (  X I  -4-  I  ;  .r  ;  <//  « 

d{xn{^-i-pl.  \-t-1l.t-i-rt) 
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iiian|uent  la  pru|iiigati()ii  des  éhranicineiits  j-,,  !;r':  suivant  uiir  ligne 
qui  fait  avec  U's  truis  axes  principaux  des  angles  d(>nt  les  cusinus  sont 


d'où  il  s'ensuil  que  les  termes 

dénoteront  la  propagation  des  mèiRes  ébranlements  {xj  et  [ae^)  dans  la 
même  ligne  prolongée  du  côté  opposé.  Or,  cela  posé,  je  dis  que  si 
Ce  (Jig,  i4)  représente  un  rayon  de  la  propagation  d*un  ébraniement 


pniinlit  ext  ile  en  C.  la  propagation  de  réhraMleni»  iil  dei  ivatil  (|ni  est 
en  c  sera  nulle  suivant  la  direc  lion  c(.  (i|ipuseeà  relie  de  son  ebranlenieni 
priinilir.  Puur  le  prouver,  il  n'y  a  qu'a  taire  voir  qu'en  subsliluanl 

au  lieu  de  (a?),  et 

au  lieu  de  [x'i  dans  les  termes 

I  (X)  +  I  (.r  )f/# 

res  ternies  deviendront  nuls.  Or,  loiinne  daii>  It"-  e\pii>anls  \  fji, 
V  —  qi.'L  ~  rt,  le  temps  /  est  uépatif  par  rapport  aux  i  oordoiniees  \.  V. 

Z,  il  est  visible  que  l'intégrale  J  {x\di  et  la  dillérentiellf  '^^^  seruiii 
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auHsi  iitH-essaireinciit  iir^ativfs;  ti'oii  l'on  aura  par  la  iiul>slitutioii 


et  df  uiémv 
donc,  etc.' 

Au  reste,  la  remarque  (}ue  noue  venons  de  faire  sur  les  formules  géné- 
nilés  de  ce  Chapitre  est  eotièrement  analogue  à  «elle  qu'on  a  déjà  faite 
sur  les  formules  particulières  du  Cha|Htre  III,  dans  le  n"  16,  remarque 
dont  nous  sommes  redevablas'à  M.  Euler  et  qui  est  d'une  grande  impor- 
tance dans  la  théorie  de  la  propagation  du  son. 

52.  Il  ne  nous  reste  plu.H  qu'à  examiner  le  changement  qui  doit  arriver 
aux  rayons  sonores  par  la  rencontre  d'un  obstacle  quelconque,  qui  a*op> 
*  pose  entièrement,  ou  en  partie,  au  mouvement  des  particules  contigucs* 
de  l'air.  Pour  cela,  il  n'y  h  qu'à  i-herclier  quelle  devra  être  la  position 
d'une  particule  mobile  quelconque,  lorsque  les  coordonnées 

(ouiluToiil  :ni  ili'lii  (If  l'dlistnclf  itiimoliilf.  Or,  en  cxaminaiil  los  cstlriils 
(Jii  n"  V7,  iiii  ^iiil  <|ii('  li's  vuU'ur.H  tics  X.  V.  Z,  pour  uni'  p;irlirulc  i|Ul'I- 
t'onqui'  nu)i)ili'.  .sunl  Icii  même»  que  relies  qui  i-unslituent  les  lonrliiuis 

j(X,V.Ï)^      y^X,\,ti^  j,(X,Ï.X). 

iloiti  iHiii  M'  i«  <luil  a  i-xitiiiiiiiT  la  ii;iturr  ilc  i  i's  foiu  tixus  rt  a  voir  «le 
quelle  manière  il  taudra  les  Iraustoruier.  atin  que  les  quanliles  \,  V,  Z 
ne  surpassent  jMnais  des  valeurs  données. 

Imaginons  donc  que  la  masse  de  l'air  soit  interrompue  de  quelque 
côté,  et  comme  terminée  par  une  espèce  de  paroi  immobile  de  figure 
donnée;  il  est  constant,  par«e  qui  a  été  enseigné  dans  le  n*  45,  que  les 
expreasions  intégrales  h  deux  seules  changeantes,  que  nous  avons  traitées 
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comme  nulles  dans  le  numéro  cité,  devront  disparaître  par  elles-mêmes, 
en  tant  qu'elles  se  rapporteront  à  un  point  quelconque  de  la  figure  pro- 
posée. Rappelons-nous  ces  expresaions  négligées  dans  les  calculs  précé- 
dents et  ronsidérons  d'abord  celles  qui  ont  !<■  ^iigm  —  :  j«  dis  que  Ifiir 
soiiime  est  toujours  cvtuiuuissanle,  quelle  <|ue  soii  la  li^'un*  à  laquelle  il 
faillr  le»  rappurter.  Pour  le  prouver,  ajoutons-les  ensemble;  on  aura 

Or.  «oit  le  rapport  entre  les  trois  coordonnées  X.  Y.  Z,  exprimé  par 
l'équation 

dZ^fdX-i-QdY, 

il  est  aisé  «le  pi  uuvt  i  qu'un  peut  ramener  tous  los  termes  de  Texpression 
pivcédentc  à  la  variabilité  des  seules  coordonnées  X,  Y,  en  sobslituanl 
au  lieu  de  dZ,  PdX  dans  le  produit  dYdZ,  et  QrfYdans  le  produit 
'dX  dZ\  d'où  l'on  aura  la  transformée 

qu'il  laudni  iiKuntriiuitt  inlrgicr  eu  faisant  varier  X  et  Y  i'uu  après 
l'autre.  Mais  a-,  v.  z  dénotant  les  espaces  parcourus  par  une  même  parti- 
cul<'  Kuivant  \v»  directions  des  trois  coordonnées  X.  Y,  Z,  il  n'est  pas 

ilillii  ilc  (!«•  vou*  que  (lruoti*ra  I  «'siian'  (UH'  ci'tlr  ineiiic  nar- 

^      V  •  ^  + 

\u  u\v  ilt'crira  suivant  une  direcliuii  perpendiculaire  à  la  surface  doht 
i'cqualiou  est 

or,  il  est  clair  que  Aam  notre  eas  cet  espace  doit  être  nul.  puisque  le 
inouvetneul  est  etitii-reuienl  arrêté  suivaut  la  direction  perpendiculaire  ^ 
ebaque  point  de  la  parui  immobile;  donc  on  aura 

jrP-4-  >  (J  -H  2  _ 
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et  par  conséquent 

Joi^'iiiiiii  l'iiM'iiibli'  lus  autrt'si  luriuules  qui  ont  le  sigue  -i-,  on  uuru 
l'exprt'.vsion 

qui  doit  aua«i  être  égaie  h  séro.  en  tant  qu'elle;  se  rapporte  à  chacun  des 
points  de  la  surface  exprimée  par 

dE==Pd1i-i-QdY. 

Or,  le  facteur 

hd-VdZ-t-UdXdZ  +  fidXdY 

se  irduira,  «le  la  niéiiit  larim  (juc  ci-iloMis.  « 

d'oji  Ton  tirera  Téquation 

LP  +  UQh-Nbo. 

i|ui  (ifvia  avoir  li<'U  pour  tous  les  poiiils  di*  la  surface  proposée;  et  eetle 
équation  reuleruiera  en  général  les  conditions  que  doivent  avoir  les 
valeurs  de  L,  H,  N  (  45). 
Supposons  maintenant,  pour  simpliAer  les  choses, 

de  .sorte  que  la  paroi  immobile  soit  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  desZ; 
l'équation  trouvée  se  réduira  à 

N  =  o, 

,  ou  bien,  ai  Ton  veut  que  le  plan  donné  soit  perpendiculaire  à  l'axe  des  X, 
et  que  sa  distance  au  point  de  l'origine  des  abeeisses  soit  égale  k  a,  on 
aura 
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X  ^tuit  égal  k  a,  et  Tet2  étant  quelconques;  ce  qui  8*cx|»riineni  à  notn> 
manitoepar 

Or,  si  (hiiis  rt'xprt'ssion  générale  i;"-*-^^  „ii  supixisc  (|iif  X  <<iir|t;issf  « 
(l'iin*»  (jiianlilé  inliniiiieiit  pelite  u,  (!<■  sorU*  que  X  —  a  ■+  u,  on  auni  â 
Irès-pt'u  près 

ou 


de  même,  si  Ton  suppose  u  oégaliTe,  on  aura 

L 

d'où  je  tire 

et  remettant  pour  u  sa  valeur  X  —  a, 

|jX.V,Z>__j^i«-X.^/.) 

M;iiiilrii;mt ,  idiiuiK'  It's  roiictioius  M'^"^"'  '.  N  tlttivciit  avoir  iiii 

cerluin  rapport  avec  la  Conrtion  L^'^"^.  on  vertu  des  équations  A;, 
(Bj,  iC,,  il  est  elair  que  la  même  cotiditiun 

servira  auxsi  à  trouver  les  transformation^  (pruonvirinienl  au\ ruininiiis 
M  et  N,  lorsque  X  est  supposé  plus  grand  que  a;  pour  v  parvenir,  je  re- 
prends les  équations  mentionnées,  et  cumparant  la  première,  dilTérontiée 
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suivant  la  variable  Y  et  divisée  par  i/Y,  k  ta  seconde»  différentiée  suivant 
la  variable  X  et  divisée  par  «fX,  je  trouve 

dL  __  tm 

el  dr  nieiiie,  «oiupuraat  la  priiniU'iv,  ilillot-t'iiliée  suivant  Z  el  divis<>e  par 
dZ,  à  la  troisième,  différentiée  ftuivnnt  X  et  divisée  par  «f  X,  J*ai 

dL  du 

poMinsdans  ce(t  deux  équatiuiis  X  =  a,  d«  surte  que 

"  lyv        rfx  ' 

Wî  d\  ' 


ur,  ayant  en  générai 


on  aura  aussi 


dour 


?»ii|>|MiM>iis  luaiiiteiuiiil  \  =  ^/ -t- m  <I;iii>  lo  Ioik  tlotis  iii(lé(«Tinin('t> 
yX.^.z  ^- \.>,z  ^1  (|i'M'l.(|)|i(»iis-l<'s  en  puussuiil  Ifti  sérifh  jutii|ii'aux 
iiitiiiiiiifiit  |ii>tils  du  Di'tlrc;  on  aura 

^ .  f-  j.       V  z  I 

„       V.  3t)    „>, ».  X)  _^       - ''^  ^  «»  rf'N^'-'^'*^ 
N  =N  ^^4--— j^p— , 

3-:. 
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<>l  de  même,  en  prenani  u  nég»tivemenU 

d'iiii.  à  (*aaflf  dfi  rhypothfeHe 

rfM   '  '  .  rfN^"'^-'^ 

on  déduit 

OU  bien,  restituant  pour  u  sa  valeur  X  —  a, 

Soient  reprises  maintenant  les  formules  (D),  (E),  et  supposant  que  X 
surpasse  a  d'une  quantité  Infiniment  petite,  on  commencera  par  ehanger 
Texpression  L^'^*^'  des  termes  xh,  x'L.  ou,  eb  qui  est  la  même  chose, 
des  termes a?L^*' afli^' en  -  L^*— »■  ^' ^\  lorsque  X  deviendra 
plus  grand  que  a.  «t  Ton  aura  par  conséquent  ces  termes  transformés  en 
—  ipL<'*-'^'^*'\  -  x  L^  "~^'^'^'\  sur  lesquels  <»n  o|u  ivia  «'oinmc  au- 
paravant pour  en  tirer  li's  valeurs  doxetdr'.Or,  puisque  les  t'oonlonnées 
qui  réponiIt'Dl  à  .j  «'I  r  sont  li-s  mèilios  t\\\v  relies  «jui  eiiireni  il.ins  l'ex- 
pression de  L.  il  est  clair  que,  sans  autre  (qieraliuii,  il  sulTira  de  i  li;tn;;er 
la  valeur  X  de  l'aliseisse  <le  x  et  .r  en  m  -  X,  en  rendant  en  inéiiie 
temps  ces  «juanlites  J?  et  .r  négalivi  s.  Un  clian^era  de  in«''iiie  les  expres- 
sions M  .  y.V.Z)  ,.,„,.,.„,  ,|;,„ji  l^j,  ttrines  M/.  M  V  .  et  N;. 
i\c  des  mêmes  lormules  ^Dj,  tEj,  en  M  et  N*»*-»'^  '  par 
un  raisonnement  semblable  au  précédent,  on  trouvera  que  Tabseisse  X. 
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en  tant  qu'elle  répond  aux  autres  quantités  y»  y,  s',  deviendra  ûe 
méoie  aa—X,  mais  sans  que  la  valeur  de  ces  quantités  soit  chan^. 

On  conclura  donc  pour  notre  cas  que,  loraque  le  temps  l  sera  tel  que 
l'abscisse  [XJ  +  pt  surpassera  a,  il  faudra  mettre  à  sa  place  l'alisrisst' 

2rt— rx]— />/  et  faire  en  même  temps  l'espaee  .r  né^atir,  hiissiint  les 
mêmes  les  deux  coordonnée»  [Vj-rh^  et  [Zj  +  f/  et  les  deux  autl-t■^« 
espaces  V,  z.  ' 

Voici  maintenant  le  changement  qui  en  résultera  dans  les  ravims 
sonores.  Que  i'A  Jig.  i  j;  représente  l'axe  des  X  qui  est  le  même  que 


celui  des  [XJ  et  qui  rencontre  perpcndiculairemenl  le  plan  inébranlable 
AB;  que  C  aolt  un  centre  de  rayons  sonores  délermirié  par  les  trois  coor- 
données [XJ.  [Y],  [Z],  et  que  CD  soit  un  de  ces  rayons  quelconque  dé- 
terminé par  les  coordonnées  [X]  -h  pt,  [YJ  +  gt,  fZJ  -i-  ri.  Supposons 
maintenant  que  /  soit  augmeqté  en  sorte  que  f  X  -i-  pt  surpasse  a,  cVst- 
à-diir  que  pr  surpasse  CA,  et  SOil  par  exem[)le  égal  à  CA',  l«  point  A' 
tcmibant  derrière  l'obstacle  immobile  AB:  il  faudra,  snivant  <-e  (pie  nous 
venons  d'ensii^iicr.  changer  la  valeur  de  'X  /)/  <m  ta—  X|  —  pt, 
l'v  qui  donnera,  en  supposant  CA  =  se  et  par  const;queni  u  =  ,  X  j  +  se, 

[\]  +  *tt^pt  au  lieu  de  [\]-i-pti 

ou  bien,  posant  AA'  »  $  et  par  conséquent  pt  =  K-t-i, 

[  \  ]-<-«  —  5   au  lieu  de   [X]    pt,    sHvoir  ili-    [  \  ]  -i-  a     &  ; 

«l'oii  l'on  voit  que  le  point  A'  sera  transporté  en  A.  h-s  distances  AA  et 
A  A  au  plau  AB  étant  égales  de  part  et  d'autre;  donc,  comme  les  deux 
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antres  coordonnées  perpendiculsires  à  l'axe  CA  demeurent  les  mêmes,  le 
rayon  CD  sera  continué  du  côté  CA  dans  la  direction  de  la  droite  DE, 
dont  la  position  devra  être  te\h-  «juVIlo  s«>  trouv<>  dans  le  plan  dos  deux 
lignes  ('D,  CA.  t-t  «lu'elle  l'iisse  de  plus  iivec  le  plan  BA  Tan^le  BOB  égal 
;»  l'anfîlc  I.e  rayon  CI)  sera  done  réfléehi  par  le  plan  HA.  en  st)rte 

i|iM'  l'aii^'le  (II-  n  llexidil  soit  ej,'al  ;i  l';iii^le  d'incidciice,  lOUt  de  tuéini* 
i|n'il  arri\e  a  un  ( mps  parfaitenn-nt  elastupn-. 

\  oilà  dune  la  rétlcxiuii  du  »on  déduite  de  ses  vrai»  princi|H'tiel  prouvée 
d'une  manière  rigoureuse  et  exacte,  ce  (pu  personne  n'avait  encore  fait 
(Reckerchetfffécédentes,lXl)% 

Au  reste,  si  nous  n'avons  considéré  qu'une  surface  plane,  ce  n'a  été 
que  pour  rendre  notre  calcul  moins  embarrassant;  car  il  n'aurait  pas  été 
difficile  de  l'appliquer  ausn  à  des  surfaces  conriies  d'une  nature  quel- 
conque; mais,  romnu-  tes  rayons  sonores  se  mullipiient  cuiitinucllemeni 
et  se  répandent  en  tout  sens,  euinine  on  l'a  lait  \mr  .'>0  ,  il  serait  assez 
inutile  <le  delcnniin  r  li  s  loi>  de  la  rellexion  de  i  liarpie  rayon  à  la  ren- 
eoulre  d'un  oltslaele  de  ti^ure  ((neleouque.  11  suilil,  pour  rexplicaliuii 
des  échus,  d'avoii-  |)rouvé  que  celle  réflexion  doit  toujours  avoir  lieu 
lorsque  l'air  est  appuyé  sur  on  obstacle  quelconque  inébranlable. 

53.  ScoLiË  1.  —  11  est  visilile  que,  dans  les  formules  >P;,  [Q,.  (R), 

(H'i.  (Q'J.  R  .  "n  peut  regarder  les  expressions  ( j-;"^"'  ^  .... 
roinnu-  des  luiK  lions  indéterminées  de  X  -4-  Y  -h  ql,  Z  -h  rt,  de  sorte 
r|ireii  >ul»s(itiiaiil  pour  x),  \af],  \y\,  l  y),  iz),  \  z.'\  des  lonetions  jle 
dilien  iik-  nature  et  eouiposécs  des  mêmes  variables  qui  cuusliluent  l'ex- 
posaiit  de  chacune  des  quantités  [x],  (x'),...,  on  aura  les  valeurs  de  x, 
x',y^...t  données  en  fonctions  indéterminées,  ainsi  que  M.  d'Aleinbert 
l'a  pratiqué,  le  premier,  dans  la  théorie  des.  vibrations  des  cordes  et 
ailleurs. 

Au  reste,  pour  démontrer  que  ces  valeura  de  d?,/,  s  satisfont  aux  trois 
équations  du  n"  10.  il  faudra  nécessairement  regarder  i  eomme  infini- 
ment petit,  et  développer  les  fonctions  iiiilélerniinées  eômnie  on  l'a  pra- 
tiqué à  l'égainl  des  fonctions  L.  M.  N  (  47 y,  en  négligeant  tous  les  termes 
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<{ui  .seront  multipliés  par  des  puissances  de  t  plus  baulcft  que  l«  qua- 
trième. 

54.  ScoMi-,  II.  —  Si  l'on  voulait  se  Ihu  ih'I'  à  <  Ikk  lin  !t  s  salcnis  (!<•  j  . 
y,  2  par  Ips  séries,  on  y  parviendrait  fort  aist  iiu'iil  h  s  |»niinjii  >  du 
ri"  47:  t'ar^  cli'\t  l()|>|>;iiil  en  suites  intîiiies  les  expressions  cnsl/v  —  t^^' 
sin  (/  V  —  r)^)  de  r(  (|i);iti(iii  D  ,  et  fais;iiit  ensuite  évanouir  toutes  les  puis- 
sances de  k  par  les  transformations  en.seiguees  dans  le  même  nuaiêru,  un 
obtioidra  une  éqnation  qui  ne  renrermera  que  les  fonctioiu  ineoimiieB  L, 
H,  N  avec  leurs  différenoes;  or  ces  différences  pourront  toujours  se  ré- 
duire aux  quantités  finies  L,  M,  N  par  les  opérations  connues  des  inté- 
grations par  parties;  car«  soit  par  exemple 

un  terme  quelconque  de  l'équation  (D)  transformée  «tomme  nous  venons 
de  le  dire,  ce  terme  se  réduira,  en  négligeant  toujours  les  intégrales  ik 
deux  seules  changeantes,  ii 

et  généralement  il  suffira  d'i&ter  les  différentiations  aux  quantités  L,  11, 
N,  et  de  les  appliquer  aux  quantités  (a?),  {y)t  (s),  (s'),  par 

lesquelles  celles-là  sont  multipliées.  Cela  Htil,  comme  l'équation  ne  ren- 
fermera plus  que  les  fonetinus  tinies  L,  M.  N  qui.  ii  r;inse  i!e  l;i  ijuantitéifc 
qu'elles  contiennent,  ne  doivent  point  entrer  dans  les  valeurs  de  x,  y,  m, 
on  trouvera  ces  valeur^  en  eonipaianl  ensemble  tous  les  termes  qui 
si-ruut  multipliés  sépareuieul  par  L,  M.     On  aura  donc  par  là 

/=(r)   ••  

M—{z)-t-  

OÙ  les  quantités  (x),  (^),  (s),  («^),        {»')  devront  être  regardées 
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vomnie  des  fonctions  indéterminées  des  tro»  variables  X*  Y,  Z,  pour 

qu'un  puisse  avoir  les  valeurs  des  différences        '  «/x^'    "  ^* 

dan»  le  cas  où  /  est  supposé  infiniment  petil,  si  Ton  néglige  les  termes 
multipliés  par  des  puissances  de  t  plus  hautes  que  la  quatrième»  et  qu*on 
pratique  ensuite  sur  les  fonctions  (d?),  {y)*—  des  réductions  analogues 
à  celtes  qui  ont  été  pratiquées  sur  les  fonctions  L,  M,  N  dans  le  calcul  du 

n"  47.  il  sera  ais«'  de  réduire  les  expressions  de  x,y,  z  il  des 'fonctions  de 
X  ^  pl.  V  -^-qt.  Z  -h  rt,  comme  dans  le  Scolie  précédent,  ce  qui  sera 
uni-  |Mfuvi'  de  la  juslfsx'  de  nos  raU  iils. 

Ao  leste  la  iiii  llinili-  (|iie  iiiitis  n'avoiis  lait  ini  iudiquer  dans  (e  Seolie 
esl  générale  et  peut  aussi  être  appliquée  à  la  résululiun  d'une  iulinite 
d'autres  équations  de  la' nature  de  celles  que  nous  avons  examinées  dans 
tout  le  cours  des  Beeherehes  précédentes.  Mais  on  trouvera  toujours  des 
séries  composées  de  puissances  croissantes  de  l  et  qui  par  conséquent  ne 
siéront  bonnes  que  tant  que  /  aura  des  valeurs  fort  petites. 

m.  —  Cm^eetures  mr  la  hi  de  l*éiasUàté  dis  parUades 

de  l'air. 

55.  Nous  avons  vu  que  la  vitesse  du  son,  suivant  la  théorie,  est  expri- 
mée par  ■ 

^'^^  W' 

et  nous  avons  vu  aussi  qu'elle  diffère  de  la  véritable  d'environ  i63  pieds 
par  seconde,  quantité  qui  ne  peut  raisonnablement  être  négligée;  com> 
ment  donc  concilier  sur  ce  point  la  théorie  et  l'expérience? 

L'pxpri'ssion  est  l'ondée  sur  l'Iiypollièse  ordinaire  que  l'élasti- 

<-ile  des  parties  de  l'air  S(tit  exaeteuieiil  |»r<i|Mii  lioniielle  à  leur  densité; 
niais  ne  puurrail-on  pas  supposer  que  i'elaslicile  variai  dans  une  aulre 
raison  peu  différente  de  celle  de  la  densité  simple.  Si  on  voulait  en  géné- 
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ml  supposer  E  pi  opoi  tionnel  k  f  (D).  comme  dans  le  n*  11.  il  ii*y  aurail 
qu'à  mettre  dens  nos  calcalB  E7'(D)  aa  lieu  de  E.  tout  le  reste  demeu- 
rant le  même;  ce  qui  ne  produimit  d'autre  différence  dans  les  résultats, 
sinon  que  la  vitesse  du  son  serait  augmentée  dans  la  raison  de  >/f'fD)  à  i . 

Soit  réiasticité  proportionnelle  à  une  puissance  quelconque  m  de  la 
denâtét  ce  qui  parait  le  cas  le  plus  naturel:  on  aura 

9(DJ=D-    el    9'(D)==nil>— '; 

d'où,  en  posant  D  »  i,  on  tire  peur  la  vitesse  du  son  >/c  ou 
979  vin  pieds  par  seconde;  par  conséquent,  en  prenant  ii43  pieds  par 
seconde  pour  l'expression  véritable  de  cette  vitesse,  il  faudra  que 


ce  qui  donnera 

et  en  fractions  décimales 
ou  à  très-peu  près 


9:9 

\  «1^1,36. 


■ 

/  3 


Ur,  loiiiuH'  l'clasli»  it<'  se  iiiimiii-  par  le  pitids  niiiiprim^iiil,  il  t•^l  clair 
que  si  ct'tli'  hypotbès**  ;i  liiai  <lati*s  l:i  iialuri',  il  huitirn  que  la  ilciisité 

devenant  double.  Iriplo.  (piadruplt^  les  poids  comprimants  croissent 

comme  les  nombres  a\'a.  3v  3t  4\  '(....,  qui  surpassent  les  nombres 

de  la  progression  aritbmétbique  9,3,4  d'environ  0,519, 

a,35o,.... 

Ces  différences  paraissent  à  la  vérité  trop  fortes  pour  qu'on  puisse  rai- 
sonnablement supposer  qu'elles  aient  éebappé  aux  savants  Pbysiriens 
qui  ont  déteminé  par  l'expérience  les  lois  de  la  compression  de  l'air: 

aussi  je  ne  donne  l'hypothèse  de  l'élasticité  proportionnelle  k  D*"*^  que 
comme  une  légère  conjecture,  et  je  me  contenterai  seulement  de  faire 
observer  que  l'expérience  même  parait  jusqu'à  un  certain  point  Tavo- 
I.  3» 
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rable  à  la  suppoution  que  l'élaiticité  eroine  dans  une  raiton  plus  fpmiiile 

que  Ift  densiic.  puisqu'on  sait  que  de  tri  K-hahiles  Physiciens  ont  tronvé 

que,  lor8(|ue  la  diMisitë  est  devenue  quadruple  <le  la  naturelle,  l'air  ne  »« 
comprime  plus  que  suivaut  une  proportion  moindre  que  celte  des  poids. 

56.  Au  reste,  il  est  clair  que  si  Tliypottiëse  P  s  D,  et  en  général 
P  =  D%  avidt  exaclement  lieu  dans  la  nature,  la  densité  d'une  parlieule 

d'air  deviendrait  nulle  lorsijue  le  poids  comprimant  serait  Rul»  ce  qui 
parait  renfermer  (juelt|ue  espèce  de  contradiction;  si  donc,  pour  éviter 
un  pareil  inconvénient,  on  suppose  <|ue  le  poids  ciunprimant  soif  pro- 
portionnel a  (|nel(pir  aiitn-  i'ouctiioi  "-^  île  la  densité,  itn  satisfera  Imil  ii 
la  fois  à  la  théorie  de  la  propagation  du  sou  et  aux  expériences  de  iu 
compression  de  l'air,  si  on  peut  déterminer  ç.  en  sorte  que 

ç'{D)r=l  +  l 

(en  y  mettant  I)  —  i  .  i  l  (pi'en  même  lenips  D,  soit  assez  sensiblomenl 
proportionnel  à  D,  tant  que  0  est  coiUenu  entre  les  limites  i  et  4' 


CHAPITRE  VI. 

4 

HirLRKtojr»  auK  la  TniomB  bks  ixsTiuiiR^tTK  A  vR:rr, 

57.  Dans  le  n*  LU  des  Recherches  précédentes,  j'ai  réduit  la  théorie  des 
ttùtes  il  celle  des  oscillations  d'une  fibre  élastique  d'air  dont  les  deux 
extrémités  soient  fixes»  comme  dans  les  cordes  sonores:  mais  cette  sup> 
position  n'est  pas  isxacte,  car  on  sait  que  l'air  renfermé  dans  le  tuyau 

«  ommunique  toujours  avec  l'air  extérieur,  ou  de  deux  côtés  comme  ilan» 
toutes  les  espèces  de  tîntes,  ou  d'un  coté  seulement  comme  dans  les» 
Ironipflles,  les  cors  de  chasse,  et  dans  les  tuyaux  d'orgue  iMiUcliés;  je 
vais  donc  maiuleuaiit  avoir  égard  à  ces  circousliuices. 
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(jonsidéroos  d'abord  des  flûtes  de  forme  euetemenl  cylindrique,  el 
supposons  que  le  colonne  d*air  qui  y  esl  renfermée  soit  soutenue,  à  ses 
deux  jRxtréfflités,  par  une  force  égale  au  ressort  naturel  de  l'air  exté- 
rieur. 

l)('ii<i«:)ni  par  :  les  excursions  longitudiuales  de  chaque  |iiirUe  d'air. 
011  aura  l'rquatioii 

d'z  d-z 

d'oil  il  sera  aisé  de  tirer,  par  le  Problème  I  ci-dessus,  les  mêmes  résultats 
que  dans  le  numéro  cité,  en  supposant,  comme  on  l'a  pratiqué  partout 
ailleurs,  s  nul  lorsque  a:  =  o  et  s  a,  «  étant  ici  Is  longueur  entière 
de  la  flûte:  mais,  dans  Iv  ciis  que  nous  nous  proposons  d'examint-r,  ce 
n'est  plus  cette  eoiidiliou  <|ui  doit  avoir  lieu;  il  faut  que  IVIastieité  delà 
première  el  de  la  dernière  particule  suit  la  mèoie  que  l'élasticité  natu- 
relle de  ralmosphère,  savoir,  que 


c  ou  lilen  ^  =  o, 

dx 


lorsque  x  s  o  el  xssa.  Or,  puisque  dans  ces  deuji  points  les  deux 

termes        ^1        doivent  disparaître  d'eux-mêmes,  par  la  nature  de 

notre  méthode  (eojwa  Problème  I),  Il  faudra  que  la  différentielle^ 
y  devienne  nulle;  c'est  pourquoi  l'on  surs 

M^AcosUv^)  et  J-'*  =  ^» 
el  par  conséquent  les  équations 

J  i  I  ON  X  ^  —  h  idi  ^  cos  l\  —  vf,  i  ^ Z  f  O!>  [x  1^  —  Il  j  tlx 
-\  — ■  I  UcosfjFV— 

j'ucoi{x^—k}dx  =  em{{^~ek}j'licoslx^—k)dT 

—  ^  —  cA  siu  ( /  y  —  ck)  J  Z  (  08  i -r  V  —  *  / 

38. 


aOO  .        NOUVELLES  RECHERCHES  SUR  LA  NATURE 

Ces  équations  Touniîront  une  construction  à  peu  près  semblable  h 
celle  du  n*>  7,  mais  on  pourra  s'en  passer  lorsqu'il  ne  sera  question 

que  de  déterminer  la  durée  coininuiu'  des  oseilhttions  des  particules  de 

l'air;  car  il  suilira  pour  cel:)  de  consKlt  i-t  i-  (jur  ]>■<  «  qiuitioiis  trouvées 
demeurent  invariaMes  lorsqu'on  augnieiiii'  la  valeur  île  /  iruii  multiple 

quelconque  de      d'où  il  s'ensuit  qu'au  bout  de  chaque  intervalle  de 

temps      les  valeurs  d«  s  et  de  u  reviendront  les  mêmes,  et  que  par 

conséqui'iii  inuu-s  les  pai  lu nies  reprendront  aussi  la  mèuie  situation  et 
le  même  mouvement;  ee  qui  s'accorde  avec  ce  (]u'ou  a  trouvé  dans  l'en» 
droit  cité  des  Recherches  précède^»»  quoi(|ue  d'après  une  autre  hypo- 
thtee. 

Cela  aura  lieu  en  général  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  vi  mais 
si  ou  suppose  que  les  valeurs  de  v  soient  renfermées  dans  la  formule 
particulière 

V  -  m  u, 

m  étant  un  nômlm;  entier,  positif  et  déterminé,  et  ix  un  nombre  quel- 
conque entier,  il  est  évident,  [lar  la  nature  des  sinus  et  cosinus,  (jne  les 
valeurs  de  z  cl  de  «  reviendront  les  mêmes  apri-s  clia(|ue  intervalle  de 

temps  égal  à  —  >  et  qu'ainsi  la  durée  des  uM'illatious  se  réduira  à  la 
tn 

moitié,  au  tiers*  au  quart  selon  que  m  sera  exprimé  par  -•.  \  

Or,  dans  ce  cas,  il  est  clair  (pie  si  l'on  décrit  une  courhe  où,  les 
al)si  iss>'s  l  iant  r,  les  orilonnies  soient  cusi.rv  — ^'S.  cette  courbe  aura 
aiitanl  de  vciilro  c^aux  cl  scuïhlaldes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nom- 
bre m;  par  conséquent  les  ({uantites  Z,  Li,  z,  it,  (|ui  siuit  multipliées  par 
chacune  de  cen  ordonnées,  devront  former  aussi  des  courbes  de  pareille 
forme;  autrement  le  Problème  demeurerait  indéterminé  ou  plutôt  indé- 
terminable, puisqu^on  pourrait  trouver  pour  s  et  «  plusieurs  valeurs 
différentes,  ce  qui  serait  absurde. 

On  voit  par  là  que  ce  cas  répond  exacteniiMit  à  celui  que  uous  avous 
examiné  dans  le  n"  XIJX  des  Recherches  précédentes,  et  qu'il  contient 
par  eonacquenl  l'explication  des  sons  harmoniques. 
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58.  Supposona  maintenant  que  la  flûte  soit  bouchée  à  Textrémilé 
oppoiée  k  l'embouclrare;  puisque  alors  a  s  o,  a;  étant  égal  à  a,  le  terme 

s  j^'  disparaîtra  de  lui-même  et  \e  term^  restant  donnera 
d'où  Ton  tirera 

y  marquant  un  nombre  quelconque  eniu'v  positif  ou  négatif. 

Otte  valeur  substituée  dans  les  deux  équations  du  nuniéi*o  précédent» 
un  verra  aisément  que  les  termes  cos((V'— \  —  c^  l  ne  re- 
prendront les  mêmes  valeurs  que  lorsque  /  sera  augmenté  de      ce  qui 

donnera  la  durée  des  oscillations  double  de  eeWe  qu'on  a  trouvée  dans  le 
ras  précédent. 

(>•  \':\]\  est  roiifiriiK'  par  l'expriii'iirc,  par  laquelle  un  trouve  en  effet 
que  li's  tuyaux  Ixmclics  donnent  jnstenn-nl  r<irt:tv<'  du  sun  qu'ils  dtimie- 
raienl  clniil  «nut  tls.  Mais  il  y  a  plus  :  coninie  la  (liircf  ili  i-  i>s(  illalions 
ne  p«'Ul  h'a»  t  itun  ir,  ii  moins  (jur  :>v  —  i  ne  ilevieiinc  le  |iroihiil  de  dt-nx 
nombres  eutiers  et  par  euusequeul  unpuirs.  il  s'ensuit  qu'elle  ue  pourra 
devenir  que  le  tiers,  ou  la  cinquième  partie,  ou  etc.,  do  la  durée  natu- 
relle ~;  d'où  il  résulte  qu'une  Aille  bouehée,  après  avoir  n-iulu  le  son 

londanu'Ulal ,  ira  iniiii>'ili:ili'nifnl  :i  l.i  (inii/ii-nii' .  ri  pins  it  lu  dix- 
septième,  ele.,  >ans  pas.ser  par  aiiruni'  drs  oetavrs  interinediaiii-s. 

Voilà  l'explieution  exacte  d'un  plieuomëue  assez  singulier,  que 
M.  Daniel  Bemoulli  a  le  premier  fait  remarquer  dans  Tartiele  III  de  son 
Mémoin  sur  lot  vibrations  des  cordes  (  Académie  de  Berlin,  1 753),  mai» 
dont  ni  lui  ni  aucun  autre,  que  je  sache,  n'avaient  encore  jusqu'ici  rendu 
raison. 

59.  Lorsque  les  flûtes  n'ont  pas  une  forme  cylindrique,  ou  en  général 
lorsqu'il  s'agit  des  trompettes  et  des  cors  de  chasse,  il  semble  qu'on 
pourrait  tirer  leur  théorie  des  calculs  du  n*  30;  cependant  voici  une 
ditticulté. 
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Ûp  «ail  que  cm  inBtruineni.s,  quoique*  figure  qu'ils  aienl,  donnent  tou- 
jours, par  une  simple  variation  d'embouchure,  tous  les  sons  qui  répon» 

dent  aux  nombres  i,  ^*  ^i  ^*  ^«•••i  et  il  n'est  pas  difRcile  de  voir,  en 

appliquant  aux  formules  génémles  du  n**  S8  les  remarques  des  numéros 
précédents,  que  cela  demande  nécessairement  que  les  valeurs  de  Jfc  soient 
1 ,  3,  3,  4  comme  dans  les  flûtes  cylindriques.  Or  je  ne  vois  point 

coniiiii-nl  IVxprossion  do  M  tlu  ii"  27  |M)iiiT:iit  lournir  de  toiles  valeurs 

pnnrX',  ii  iiiuiiis  (|uo  los  ouotlioionts  altoriialit's  A.  (!  ou  B,  O....  ne 

insscnt  iiiils,  îtiii^^i  r|ii'(iii  l'a  déjà  iTniai-i|ii*-  il;<iis  je  t)"  32. 

Au  n'slf,  (|U(  I-'  ijiH'  Miiciit  les  niouvfiiH'iils  ilo  |)arli(  ulf.>  de  l'air  iluiis 
los  instriiiiii-iils  ii  vnil,  ils  m'iuiiI  tuujuur»  iviiloriiio.N  daii.s  los  lrui>  oqua- 
tidiis  générales  du  n"  10,  dont  nous  avons  donné  une  roustruotion  appro- 
chée dans  le  Chapitre  précédent.  Il  est  vrai  que  celte  construction  ne 
nous  apprendra  rien  sur  la  nature  des  vibrations  des  particules,  mais  les 
.  équations  (D)  et  (E)  Tonl  connaître  que,  pour  que  ces  vîl>ralions  de- 
viennent synchrones,  il  faut  que  toutes  les  valeurs  de  V— *  soient  ciim- 
mensurables  entre  elles,  aliu  qu'il  y  ail  un  certain  intervalle  de  temps 
apros  lequel,  les  funotions  àn(i^  —  eij  et  cos(< repn'oaul  tou- 
jours les  mêmes  valeurs,  les  équations  mentionnées  redeviennent  aussi 
exactement  les  inonios. 

(!<'llo  citiidilidii  t  t'|u'iiilanl  n'est  |>oinl  ne*  «  s^aii c,  si  l'ini  sii|)|miso  que 
!(•>  iM|iialiiiii>  (loiil  il  s'ajîil  >t)i»'nt  vn-iliots  iiid*'|»»'n(lainmfiil  df>  <|naii- 

tit(  >  siiii  /v  — cÀJ  et  oo.s(/ V  —  cX:j,  oo  qui  «a  liou  luisquo  cliaouiu-  dos 
intogralos 

f  (x'L-H/M  +  j'NjrfXrfVrfZ, 

J [{x>L-*-(.v)M -t.{s)  N]*/X</YrfZ, 

s'evuiiuuild'olk'-méiiu*.  Il  no  svm  «iuno  pa»»  inutiio  li'exauiincr  ici  quelles 
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(loiv«Mil  èlrv  les  valeurs  de  y,  z,  x'\y',  s',...,  poui*  que  ces  dernières 
conditions -.lient  lien. 

fiO.  Pour  cela,  soient  substituées  au  lieu  de  L,  iM,  N  leur»»  vwleurs 
lii  >  (les  é(|nations  (If  i  imditiitn  A  ;,  'B),  'C]  du  n"  iô,  el  rai>iiiif  fva- 
nouir  |>ar  des  itité^ratiuiis  \v,*v  pai  lies  les  dillèienees  de  L,  .M,  .\.  ou  aura 
d'abord,  en  négligeant  les  intégrales  '»  deux  seules  changeantes  i|ui  :->oiil 
nulles  par  la  nature  même  des  quantité»  x,  y,  e  et  des  roniiion.s  L,  M. 
N,  la  transformée  suivaDte 

(dy      d'x       rf'^  \ 

ou  l'un  vuil  que  les  quantités  multipliées  par  L,  .M,  N  sont  les  iueiti«i« 
que  celles  qui  composent  les  seconds  membres  des  équations  différen- 
tielles proposées,  ce  qui  ne  pourra  jamais  être  autrement,  quelque  forme 
que  puissent  avoir  ces  équations,  puisqu'il  est  clair  que  les  nouvelles 
intégrations  par  parties  dont  on  fait  usage  ici  ne  servent  qu'à  défaire  ce 
qu'on  avait  fait  par  les  premières. 
On  aura  donc,  en  posant  a  pour  une  constante  quelconque, 

/•|  i        rf'x       d'y  \  , 

J  i[''*d\*'*-iîark-*'dxii)^ 

I  d'y        tl'z  d\r  \ 

=  {x -*-/,-)  J [xl,  +  ym  +  zS)d\d\ d'I, 
et  par  conséquent,  tant  que  «  ne  sera  pas  égal  k  ^à,  on  satisfera  à 
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Téquation 

en  faisant  séparément 

d*x       d*y  d't 
■  •  d'Y       d'i  d*x 

,  ,  fl'z         (i'z  rf") 

d'où  l'on  tirera  les  valeiin  de  x,  »  qu'on  pourr*  exprimer  f  éiiérale> 
ment  ainsi  : 

T  =  A^(«,  X,  V,  />, 
=  Alia.  X,  V,  Zj, 
r  =  Ax(«.X.  Y.Z). 

les  I<'tlic>  ^,     /  iiiarquani       Iniictions  vniialilcs  «lonnées. 

La  conslanlt'  A  peut  être  qui'h  oïKjiic  t  t  inciiic  une  fonction  du  li-mps 
qui  (\st  ici  regarde  comme  constant,  niait,  les  autres  constantes  qui  se 
lrouv«ront  dan»  les  fonctions  y,  j»,     devront  élre  déleriniiiees  par  les 
conditiona  qu'on  supposera  aux  quantités    y%  s,  conditions  qui  dépen-  • 
dront  dans  le  cas  présent  de  la  figure  du  tuyau  qui  renferme  les  parti- 
cules mobiles  de  l'air. 

A  l'éfpird  de  la  constante  a,  elle  sera  susceptible  d'une  infinité  de  va- 
leurs qui  seront  les  mêmes  précisément  que  celle  de  la  quantité  k.  niais 
prises  né jjativement  ;  ce  qu'on  peut  démontrer  en  général  de  la  manière 
suivante.  Les  équations  tntuvci  s  a  \,  <h),  (cjif  comparées  avec  les  équa- 
tions fondamentales  du  n"  10,  donnent 

d'x 


dP 
d*g 


=  —  eeiZi 
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d*où  Ton  tire  l'équalion 

rf»* 

qui,  oomptrée  avec  Téquation  en  $  trouvée  dans  le  n"  45. 

d's  . 

duiiiu' 

«  =  -*. 

Bd  rabuiinanl  cl  upéraiit  de  iiicme  sur  les  autres  i'urnmU-.s  intégrales 
qui  doivent  aussi  être  égales  i  zéro»  on  trouvera  pour  aft  y\  *\  comme 
ausm  pour  (a)  et  {af)^  (jr').  (a'},  des  valeurs  qui'  ne  diflereront 

de  celles  de  o;,^,  a  que  dans  la  constante  arbitraire  par  laquelle  les  fonc- 
tion» 7,  ^,    peuvent  être  multipliées;  on  aura  ainsi 

^  =  Bf  («.  X,  y.  Z),     r'  =  B<(.(a.  X,  Y,  Z),        =  Bx(«.  X,  Y.  Z)î 
(*)=tEç(«.X,V,,Z).    (^)  =  EiK«,X,Y.Z).    {*)  =  Ex(«.X,  Y.Z); 
.(«')=  Fç{«,X.  Y,  Z),  0  ')=FtK«,X,  Y,Z).   {i'J  =  Fx(«,X,  Y,Z). 

Maintenant,  il  faut  observer  que  comme  les  équations  (a),  (c;  n<- 
rendent  l'intégrale  proposée  égale  à  aéro  que  tant  que  «  n'est  pas  égal 
ik  —i,  et  que  d'ailleurs  les  équations  (D)  et  (E)  du  n'iS  doivent  avoir  lieu 
en  général  pour  toutes  les  valeurs  de  k,  il  rester;)  i  iieure  ù  vérifier  ces 
é(|ii:itioiis  dans  le  eas  de  i(  =  —  a;  or.  substituant  dans  réquaUon  (D)  les 
valeura  trouvées  ci-dessus  de  x,  ^, ....  il  viendra  '  ^ 

A  f[Lffl»,  X,  Y.Z)-f  M4»(«,  X.  Y,  Z)-i-Nx(«.  X,  %,  Z)]ifX4/Y«rz 

r»      I.  r-\  .  Fsîi»('»/cây  I 
--.[EcosUv^jH-      ^  J 

X  ^lL9(«,X,Y,Z)-»-M4r(«.X,  Y.Z)-»-Kx(«.X.  V,Z)]rfXrfYrfZ; 

■ 

ce  qui  dunuera 

A  —  Ecos^l  ycai/  +  -  - — _  -• 

On  aura  de  même,  par  l'équation  (E), 

B— Fcu$(' V*'")  —  Evfstsiii  ; 
I.  39 


906  NUUVELLKà  KECliEUCUKS  SUK  LA  NATLIKE 

donc 

L  ^ca  J 

y  —  I  fccosi^/ v  c«j  H  — -   'H*'  ^>  ^'i' 

L  ^  6-  a  J 

L  y/r*  .1 

y=[Fcos(fVé«)  -  E^sln(<^c«}Jt]«(«»  X,  Y,  Z)» 
A*  =!:  f F  C09 ((  ^)    E  ^sln  ('  |/éâ)J X («t  X«  Y,  Z ). 

Il  n*est  pas  diflicî1«  de  voir  Ici  que  tes  Tibrations  des  parlivutes  ««erunl 
iDiitcs  synchrones  à  celles  d*nn  pendule  simple  dont  la  longueur  swrait 

^^^'^  =  ^  £^  P'^  conséquent,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a,  le 

fluide  pourra  toujours  faire  des  oscillations  isochrones  d'autant  d'espèces 
qn'il  y  aura  dé  différentes  valeurs  de  «.  Au  reste,  ce  cas  est  celui  de  Tiso- 
chronisme  ordinaire»  où  les  forces  accélératrices  sont  proportionnelles 
aux  espaces  à  parcourir. 

'61.  Supposons  maintenant 


(l'r 

rfX' 

-♦- 

7/Xt/V 

^  U  \dl 

+ 

■+■ 

d'z 

</'* 

■*"5Y«fx 

-q. 

rfY' 

d\é-l 

rf'i 

-1- 

d'x 
d'ld\ 

,1  y 

dld\ 

-  r. 

on  aura 

J{pL-i-qM  -i-  i\)dXd\dZ  =  {»-h  k)  j  (*L  +  .>  M  +  a  N)</  \  </  \  </Z. 

Donc*  pour  que  l'intégrale 

Ç  (xL-i-.rM-»-«N)rfXrfYrfZ 
devienne  nulle,  il  suilira  de  faire 

p^L  +  9  M  +  r  N  )  <f  X  4/ Y  rfZ  =^  o. 
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saii.s  qu'il  suit  ï^cparéinent  y>  =  o,  ^  =  o,  r  =  o,  i  uiiiint'  dans  les  équa- 
tions (aj.  {b),  (c). 
Or,  cette  dernière  formule  étant  semblable  b  la  formule 


qui  ;)  rnurni  1rs  rqu:)tinn^  'a  j,  (cj,  on  trouvera  par  des  prurédés  pa- 
reils les  equalioiis  suivuiiles  : 

.1  j>       (f'P        "  'I  "  • 

il'oii  l'on  tirera  les  valeurs  île  p.  q,  r.  (|ui,  étant  substituées  ci-dessus. 

donneront  des  riuiivelles  valeurs  de  r.  v.  :  

il  faut  remarquer  que  dans  la  trausluruiution  de  la  i'orniule 


J'i 

d'p 

d\dt 

■*"  d\d\ 

.17.  ^ 

7Zd\ 

flpL  -t-  f  M  +  )d\d\d'/.. 


on  tronv(>ra  des  intégrales  à  deux  cliangeantes  de  méuie  forme  <|ae  celle» 
qui  i-éiiultent  de  la  formule 


(xh-t-rVl  4-zK)d\d\d7.i 


il  faudra  donc  le»  faire  ev  nnonir,  en  su|i|iosant  aux  valeurs  de p,  tj,  r  les 
UH'mes  eondilions  qu'à  relies  de  a-,  v,  z;  d'où  il  s'ensuit  que,  eonnne  les 
é(|uatiHus  p,,  q;,  'r,  sont  d'ailleurs  entièrement  seuiblablet»  aux  équa- 
tiuns  iuj,  (À/,  [c),  on  aura  de  nièuie 

\  y  [,'5,  \,  Y.  Z), 

q  =  V  ^1^.  \,  \  .  Z  I. 
r  =  Ax(^.  \.  %,  Z). 

et  de  plus  que  la  quantité  /S  aura  les  mêmes  valeurs  qoe  la  quantité  —  i. 
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Maintenant,  an  lieu  de  substituer  ces  valeurs  de  p.  q,  r  dans  les  «  ({ua- 
tions  en  y,  s,  je  multiplie  «es  mêmes  équations  (elles  qu'elles  sont 
par  un  coefficient  indéterminé  H,  et  j'ajoute  chacune  d'elles  avec  sa  cor- 
respondante d'entre  les  trois  autres  {p)^  (9),  (r),  ce  qui  me  donne 

H^>  +f;3-H)9  +  sro, 

Ha<-l-(^-H)r-|.  s:o. 

Soit  donc  fait 

P  —  H  =  «,   savoir  H  =  J3  —  «, 
et  supposant  pour  abréger 


on  aura 


rf'B'  d'à'  d'r- 
,      rf»«'  rfV 

rftr»       d'p  d*q' 


«1  ou  I  011  tirera  comme  n-dfssus 

p'^X'y!».  \,  Y,  Z). 

r:  \.  Y.  Z). 

f  ' ^  A/.(«.  X.  Y.  Z  l. 

A  marquant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Or.  les  coTiditions  qui  «léterminml  los  i-oiistiinti-s  d»'  />.  y.  r  «'(Hnt  li>s 
mciiK's  qiit'  ccilcs  qui  Hélermiiiciil  Ifs  tonstatilrs  df  r,  v.  piir  (  c  (|ni 
il  t'l<'  dit  ci-dessus,  elles  seront  eneore  les  niènics  puui  les  t  ousliiulcs  de 
p  q',  r'.  d'oii  il  s'ensuit  qu'on  aura  aussi  ^our  a  leei  mêmes  valeui-s  que 
pour  /9,  savoir  lés  mêmes  que  celles  de  ta  quantité  —  k. 

Maintenant»  comme 
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on  aura,  en  subslitiuiiit  et  prenant  deux  différentes  constantes  arbitraires 
A',  A",  et  marquant  par  y.  «"  deux  valeurs  quelconques  de  — 

X  ~  A'v(at',  \.  \  ,  Z'i  -(-  K"t^\x",  X.  V,  Z;, 
^=  A'+(«',  X.  Y,  Z) -H  A'^-ia-,  X.  Y,  Z), 
»  =  A'xfsf.  X,  Y,  Z)  -4-  A'rf.».  X.  Y.  Z), 

l'orniulos  qui  st^Tvironl  aussi  pour  les  jnilics  viinabh's  x' ,  y' ,  s',  (de), 

(  v)  en  nf  faisant  que  changer  Ifs  constantes  A',  A". 

Or,  pour  trouver  le  rapport  entre  les  quantités  x,  y,  z.  x'.  y  .  z' 
et  (d;),  {y),  (s),  {a^),  (y),  {z  ),  dépendant  du  temps  f,  on  remarquera 
qu'il  jr  a  ici  deux  cas  où  les  «qaaUons  (/»},  (f  ),  (r)  ne  remplissent  point 
la  condition  proposée  de 

J (xL -f-^  M j>y</\ «/V  </Z  =  o, 

savoir»  celui  o&  il  ss  —  et  celui  où  s=  —  o^.  Il  fiiudra  donc,  dans  ces 
cas,  recourir  immédiatement  aux  équations  (D)  et  (E),  et  substituant  au 
lieu  de  J?,  y*  s,...  les  expressions  trouvées,  faire  en  sorte  que  ces  équa» 
tions  deviennent  possibles  lorsque  As  —  «'etA»  —  «t*. 

Soient  désignées  par  R'.  R  ".  les  constantes  qui  répondent  aux  quan- 
tités X,  y,  Zi  et  par  K'.  H' ,  F  .  I  i  elle»  qui  répondent  aux  quantités  (x), 
v  .  'Z  «i  («'),  (yj,  {a'),  et  pusunâ  d*abord  *=  —  «',  il  est  clair  que  la 
lornuile 

r[tf(«',  X,  Y;  Z)-«-ll^.(«'.  X,  Y,  Z)-l-  Nxiat*.  X,  Y,  ZflrfXrfYrfZ 

évanouira  par  elle-niénie,  suivant  ^e  qui  a  été  démontré  dans  le  numéro 
précédent;  donc  Téquation  (0)  se  réduira  comme  ci-dessut  il 

\  JlL^i»  ,  \.  \.  Z)  +  M^ia  .  \.  \,  /,,  ^  N/ia  ,  \.  \.  ZjJi/\«/YrfZ 

VCflt'  J 

X  /  [L(fi(«',  X,  Y,  z;  -»-  M'^ix',  X,  V.  Zj-H  Nx(a  ,  X,  V,  Z>i</Xc/V</Z. 
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d'ob  i*oo  tin 

.,     ,..      ^  — ,       F' sin '/ v  cat'/ 

On  tirera  de  même,  de  réquation  (E), 

R'  =  r  eos  (  /  ^  )  -  E'  V«  «'  «In  (*  Vc«?  ). 

Après  (fia,  un  supposera  k—  —  «"  v\  l'on  irouvera  par  il«\s  ()ru(i'<lr> 
(lemblftblps 

A'     E*  cos  1^/  V  ca" /  -4-   _1  , 

R' F*  <;<»  (l  Vcï?}  —  E»yc«*«n  (< 

On  aura  donc 

j:  —  I  E'  COS  /  y  £■«'  ;  -4-   .Î!  sin  . /  V  <■«'  ^1  ?(«'♦  X,  Y,  Z ) 

L  V»*'  J 

+  I^E-cosCf  ^ëiî')  -»-  ^*ln    vi^)J X.  Y,  Z). 

.r=  •  

«  =  : 

-.-  fP'fosd  sëf}  -  E-  vctt^Hin  çl*".  X,  Y,  2), 

i'-  

i'—....  

On  voit  par  ce»  formules  que  le  mouvement  de  chaque  particule  iwra 
cniuposé  de  deux  mouvements  analogu**»  chacun  au  mouvement  repré- 
!W>nl<-  par  les  formules  du  numéro  précèdent;  d'oîi  il  rst  ais(>  de  conclure 
que  les  vibrations  ne  »eroni  jamais  isiiohroiics,  à  moins  qui'  les  niouvf- 
nu'iils  ('oin|Mis;tnts  m-  soittiit  syiirliroiifs  entre  (MI\.  ce  qui  ne  |i>)iiri"t 
arriver  ijue  lorsque  les  quantités  x  <-l  S("  seront  eommensnrahles  entre 
elles. 

• 

62.  En  suivant  la  méthode  que  nous  venons  d'expliquer,  on  pourra 
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suppoMr  de  nouveau,  au  lieu  des  équations  (/»),  (q),  {r), 


et  ensuite 


-f- 

d'q 
aAtf  I 

<IA«Z 

=  P, 

</'// 

»/■; 

</' 

a  1  ' 

+ 

"  1  II  1. 

«  1  </  \ 

dp 
SZrfX 

d'q 

=  R. 

4- 

dZd\ 

yPn- 

-♦- 

d*K 

-1- 

dXdZ 

=  0, 

(/'O 

•4- 

d'V 

-t- 

</YrfZ 

d\  d\ 

-o, 

yR  = 

rf'P 

d'Q 

-+- 

dtd\ 

dZd\ 

d'uii,  |>ai-  dos  upèruliuiis  analogues  à  celles  qui  ont  été  pratiquées  ei- 
desftus,  on  parviendra  aux  formules  suivantes  ; 

x  =  |^B'cos(lv^êêF;  +  -^sin(<^câ^)j9(d(',  \,  Y.Z) 

■4-  Te" «us (/v <•■«";  +  -L_siiH/i/«?)l9(«',  X,  Y,  Z) 

L  ^<"^  J 

+  pE-cos  (l  ^)  + -£=  sin  f *  ?  («•,  X.  Y.  Z ), 


,r— 


■ 

'F'  cos'<  ^  ca'  ;  — 

E'  y' ex'  si  11 

'  /  yca'  1  ;    iat',  \,  Y. 

Z) 

f  F'ros    y  «^a"  — 

E'vra'sin 

'/^  ra"     î-ia",  \.  Y. 

Z) 

[V'cosii  ^cc^)  — 

l/vcar)J^(<x".X,  V, 

r'= 

t|ui  donnent  les  mouvements  des  particules^  composés  de  trois  niouve- 
iiientH  simples,  analogues  chacun  à  celui  du  n"  00;  d'où  il  s'ensuit  que 
risocbronisme  n'y  aura  lieu  que  lorsque  les  quantités  ot",  ce*,  qui 
expriment  tiois  valeurs  quelconques  de  —k,  seront  toutes  comniensn- 
rables  entre  elles. 
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En  SDivanl  encore  la  même  méthode,  on  irouvera  pour  le»  valeurs  de 

r,  V,  s,  x',  y',  z'  des  formules  composée*  de  4*  ^«  ^t*in- 
blahU's  «loni  clisu'un  répondra  à  une  qui'Iconquc  des  vali-urs  de  k;  on 
pourra  donc  parée  moyen  avoir  autant  de  solutions  pitrliciilicres  qu'il  y 

aiua  d<'  (  iiml(iiiais(wis  ii  lain',  une  ii  une,  deux  à  deux,  trois  ;i  trois  

«les  valeur»  «le  A',  d)*  .sort4-  (|ue,  leur  nombre  étant  m,  eelui  de  solutions 
particuiièras  sera  a"^  i;  mais,  si  le  nombre  des  valcui-s  couiuit'nsurabte& 
est  seulement  égal  b  it.  il  n*y  aura  que  a"+m  —  a  —  ideces  solution» 
qui  rendent  les  oscillations  isochrones. 

'  63.  Remarque.  —  Si  l'on  poussait  les  expressions  des  valeurs  de  JC, 
y*...,  jusqu'à  ce  que  le  nombre  de  leurs  termes  fût  égal  à  celui  des  va- 
leurs de  i,  on  aurait  alors  une  solution  générale  et  applicable  b  tous  les 
cas  possibles;  quoique  cette  proposition  ne  soil  pas  une  suite  nécessaire 
de  l'analyse  précédente,  il  est  aisé  de  la  démontrer  eu  rigueur  par  le 
moyen  des  principes  jusqu'ici  établis. 

Pour  cela,  je  suppose  qu'on  dévebqipe  la  forumle  ''D  «'U  autant  de  for- 
mules partieuliéres  qu'il  y  a  de  \alriir>  de  X-,  et  qu'on  eu  tiie  par  la  com- 
binaison la  valeur  de  eliaeune  des  (iiianlilt  s  r.  v,  r  suit  en  se  servant 

des  re};le>  iiidinai re>,  soit  en  emplo\anl  uiie  nn  llioite  aiialof^ue  a  «  elle 
diuit  nous  av«uis  lait  usage  dans  I»*  (Jiapilre  ill  des  liecfierches  firvce- 
denles  ,XXIVy;  il  est  iacile devoir  que  ces  valeurs  seruul  exprimées  de 
la  manière  suivante  : 

L  v««'  J 
H.  P*  ^ff'cos  (/  i/c?)  H-  ~^stn  {t  v'ci?)J 
-4- .  ;  

I,  —  t]'">  ;         ,   T 

L  \d'  J 
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ET  LA  l'KOPAGATlON  DU  SON.  «18 
Qf)  |^$(->ros  (l  )/ëS*>)  +  slD  (<         )  J» 

L  ^e*'  J 
+  H*  j^STcos  il  ^cë?)  -H  sin  (l  J 
+  ."  

posant  a'*'  pour  la  dernière  des  valeurs  de  —  il. 

Lf  s  quaniitcs  S',  S' . . ...  S*""  et  U',  U'  U'^  «ont  mises  pour  dénoter 

les  valeurs  des  expressions 

f((*)L  +  (r)ll+(»)NlrfXrfYrfZ  ei  r[(x')L4-(r')M+(i')N)l, 

lorsqu'on  lait  sun-cssiveiiit'iit  —  X-  ('ga!  à  a',  a".....  a .  Les  autn-s  «jnan- 

rites  P  .  F  P'"  .  O  .  (r  Q"' ,  K  .  H   R  '"  sdiit  (lilÏÏTcntts  pour 

cliaijuc  partit-ulr,  (  'cst-à-dirt'  sont  tics  Iiuk  Iiihi>  v;ii  i  ililcs  dp  X,  Y,  Z. 

Or,  si  1*011  regard»'  tes  fonctions  coininc  incklt'niiiULfs,  on  pourra  en 
connaître  la  Taleiir  par  le  moyen  de  la  suksUtulioD  et  de  la  iouiparaisou, 
ain«  qu'on  le  pratique  dans  la  méthode  connue  des  indéterminées. 
Substituons  donc  au  lieu  de  x,  y,  s,  dans  l'équation  (D),  les  expressions 
ci-dessus,  et  supposant  pour  abréger  que  S.  U  dénotent  en  général  les 
valeurs  de  S%  8^,...,  U'*  U",...«  lorsqu'il  y  a  encore  ^  A  au  lieu  de 

 on  aura 

eoait^i  -i-  ^=>in''  L  -t-  Q'M    E'N)<rX  dYd7. 

•4-...  

-I-  I^SWcosfi ^ëiSF» )  ■+■         sln  U t/cSt^î) j  Ç [p(-)L-|.Q(-)llI+R<-JN)rfXrfYi/Z 


l 


=  Sco9(/ y  — cA  ; — J  sin  (/ y  — c/r). 

ëqualion  qui  doit  être  identique  en  faisant  —  k  égal  à  «r',   nTK 

I.  4» 
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Soil  iluiic  po»*'.  un  géuéi'al  —  i~  «  le  second  membre  de  l'équaliuii 
deviendra 

S  "  Vos  (  /  \  c«   sin  (/  Vc«'  )» 

el  le  lerme  ^x'**",du  premier  iueini)re  élmit 

|)iiur  idoiitilier  h^s  deux  uieiiibi-cs.  un  supposera  que 

J'<  I»  '  L  +  y    M  -•-  R        rfX  rfV rfZ 

itoit  égal  il  I ,  et  que  toutes  les  autres  forroules  exprimée»  géuéraleineal 
par 

soient  nulles.  —X-  ctiuit  v^ii\  it  x  "  dans  les  viileins  dr  L,  .M,  N;  d'uii  l'un 
viiil  que  les  valeurs  de  I'.  Q.  R  devruul  èire  lelles,  que  la  ibruiule  {{énêrale 


J'd*'^' L  H- y^'^M  4- «*'''n)  rfX  rf  YrfZ 


M>ît  toujours  égale  à  i .  lorsque  â  s  —  té'''\  et  qu'elle  soit  toujours  égale 
à  zéro,  braque  il  a  uue  autre  valeur  quelconque. 

Or,  par  ce  (|ui  a  été  démpntré  dans  le  u"  60,  on  trouvera  d'abunl.  pour 
remplir  («tle  dernière  condition,  les  équation»  suivantes  : 

*  ^  -  "Tlp- rfOï^  rfXrfZ' 
■    "    -   </Y'   "*  rfVrfZ  rfVrfX* 
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ET  LA  PROPAGATION  OU  SON.  S1B 
«Tob  il  résulten,  comme  dans  le  Duméro  cité, 

P^'">  =  At(.C'0,x;y,2), 
Q^'^  =  A+(«<'«>,X,y,Z). 
»^''>=:Ax(«^''>.X,Y.2). 

Soit  maintenaol  la  valeur  de 
J[L^W>,  X,  y,  Z)-(-M4»(a^.%  X,  Y,  Z> NxU''^.  X,  Y,  Z)J</XrfY«/Z, 

en  y  posant  —  X  =  a^  "',  exprimée  par  D^''^:  on  aura,  pour  satisfaire  à  ia 
première  eoniiilioD , 

AI><''=  I,' 

et  par  conséquent 

SubslUuaiil  enfin  les  valeurs  Irouvécs  de  P,  Q.  R  diiiis  les  expressions 

S' 

de  ar,  a,  et  posant  pour  plus  de  siniplieité  E',  £"....  au  lieu  de  ^> 
l^*"'*  et  F,  Vf.,,  au  lieu  de  ^»  il  vieiidra 


SB  Fe'  gos    vc«'  j  +  -      sin  f  /  V  c  a  ;1 9»  («',  X,  Y,  Z) 

L  V««'  J 

^  frcosCl»^) -•-  ~sin(/^)l^.(*'.  X.  Y.  Z) 

L  v'c«'  J 



Je<->co«(<  ^/c«w)  *  ^^^sln(l^(^ ) j  9.  {«<■'.  X,  V,  Z), 


Par  des  raisonnements  et  des  opérations  semblables,  op  tirera  de 


m  NOUVELLES  RECHERCHES  SUR  LA  NATURE,  ETC. 
l'équalion  (E) 

j'  —  :  F'  cos  '/  y  ca'  J  —  E\  ra'  sin  /  ^  cg  I  \  ^(a',  X,  V,  Z) 
[F'cos'Ù  yc«"/ —  E''y  ta'siii(/ vcâf'jj  çla'',  X,  Y,  Z) 


-h \f(')c.osUy,u'x>'-"j  -  E;-)  v'^^slndy/i^)!  9(«'->,  X,  Y,  Z), 

.>•'  —  , 

»*  =  

Voilà,  fdiiiim'  l'on  vini.  iin<'  ((instriuliini  ^l'iu'iale  (lr>  iiu'iiics  ri|ua- 
lioiis  que  nous  avons  dija  irailces  dans  k-  §  Il  du  Chapitre  prccrdenl  par 
une  voie  fort  différente,  et  seulement  par  appruximttion;  mais  il  fiivl 
avouer  que  cette  constniction  n'est  guère  utile  pour  la  coonaisMUce  du 
mouvement  des  particules  de  l'air.  Car  Tes  valeurs  de  s  sont  com- 
posées de  suites  infinies  dont  les  termes  ne  sont  point  convergents 
ou  du  moins  iir  peuvent  point  être  rc^'ardrs  cotiinu'  lois,  puisque  les 
conslantns  Ë,  F,  qno  ces  tonnes  tenlernienl,  dép4'ndent  des  premières 
valeurs  de  a?,  j',  s,  et  de  jc^>  y,  s',  qui  doivent  être  supposées  quelconques. 

64.  ScoLiB.  —  Il  est  clair  que  la  méthode  de  la  Remarque  précédente 

peut  être  employée  dans  une  infinité  d'autres  é4|uuiiuas  de  même  espèce, 
et  qu'elle  s'applique  é^alenient,  que  le  nombre  des  corps  mobiles  aoit 
infini  ou  qu'il  soit  lini,  de  sorte  qu'on  pcnl  Ih  refîjuder  «'oinute  une  sim- 
plilieation  et  une  ^'«'iiériilisaiioii  i\v  ciHc  dont  uuus  nous  summes  ser>'is 
dans  le  (Chapitre  il!  <irs  Ikcin  iviu  s pn  ccdcnU-s. 

Au  reste,  cette  ntelluxle  >eri  ii  démontrer  la  belle  proposition  de 
M.  Daniel  Bemoulli  que:  lorsqu'un  système  quelconque  de  eotrpefuU  des 
tuàUaUmu  ù^nànent  petites,  k  moumnent  de  chaque  ewpt  peut  Un 
eMÙddré  eomme  composé  de  plusieurs  mowanents  partids  et  synchrones 
chacun  à  edui  d'un penduie  simple.  {Voyez  les  Mànoires  de  f  Académie  de 
BerUnt  année  1753.) 
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ADDITION  AUX  PREMIÈRES  RECHERCHES 

U  NATURE  ET  U  PROPAGATION  DU  SON. 


{MinreOmea  TmiaviemUti,  t.  Il,  i7Ci>i7fii.) 


.VI.  d'Ali'iiibi'rt  uvaiil  l'ail  riioiiiH'iii-  ;t  iiiii  suInliDii  ilu  Piulilriiii-  ili-s 
rnrdeit  vîWnïes,  de  Tatlaqucr  sur  4111  hpit  s  puiiiis  par  un  érrii  pHiii- 
culier,  imprimé  dans  le  Tome  1**  de  ses  Opusctdet  mathànatiqtus,  je  vaiit 
ajoutt^r  ici  de  nouveaux  éclaircissements  sur  l'analyse  de  cette  solution, 
qui  sATviront  en  même  temps  de  réponse  aux  objections  de  cet  illustre 
Géomètre  et  de  confirmation  à  ma  théorie. 

I. 

La  solution  en  question  n'est  qu'une  application  de  la  Formule  trouvée 
dans  le  Chapitre  lïf  de  la  première  Partie  (page  73),  pour  le  monvenient 
d'un  fil  chargé  «riin  nombre  quelconque  m  —  i  de  poids,  au  r:is  on  l'un 
suppose  I  f  iionibn*  iiitini;  c'est  cette  application  qui  a  paru  a  iM.  d'Aieni- 

bpii  snsi ciililtli'  (le  plnsi«Mirs  «liiricnllt's. 

I"  tniiiiult'  iluni  j<'  viens  de  pin'ier,  ôtaiil  rnni|Kist»e  d'une  .suite  de 
ienues  qui  renfenuenl  suecessivemenl  le.s  .sinus  de  tous  les  ares 

e       So      ^ra  l' m  —  I  ]  ni 

j'ai  pris  dans  le  cas  de  m  as  «  ces  arcs  mêmes  pour  les  valeurs  de  leura 


m       ABDITION  AUX  RECHERCHES  SUE  LA  NATURE 

sÎDus.  M.  d*Alembert  in*objecte  qoe  cela  n*esl  permis  que  pour  tuul 

angl«-  ~)  y  éUDt  un  nombre  ftni»  et  nullement  pour  les  anfrlex 

-^-^'?°>  ^**^^^"»»"»  GeUe  objection  prise  en  elle>méme  esl  solide  el 

sans  roplii|ii<';  mais  «•Ile  perd  loule  sa  force  si  on  lacoosidëre  par  rapport 
à  la  formule  doiit  il  s'agit,  car  je  vais  prouver  directement  et  invincible- 
ment que  les  expreasions 

sin  — 1   siii  T-  »  •  •  •  »   sin  ■ — T— — 
4^        4"*        ,  4"* 

doivent  être  changées  en 

m      a«         (m  — 1)0 

dans  le  cas  de  m  s  OD . 

En  remontant  à  l'analyse  du  Chapitre  cité,  il  est  aisé  de  trouver  que 
toutes  ces  expresûons  viennent  (XXI  >  de  Texpression  général^ 

qui  est  celle  du  coefficient  R  (XIX),  v  étant  un  nombre  quelconque 
entier  depuis  léro  jusqu'à  m.  Tout  se  réduit  donc  à  prouver  que,  quand 

II»  =  00  , 

Pour  y  parvenir,  je  remarque  d'abord  (XlXj  que 

R»:=e(ilr-2); 

* 

je  vois  de  plus  que  la  valeur  de  k  dépend  de  cette  condition  que 
lorsque  |i  s  m,  a  étant  égal  *  ^  *<"  ^ ^  —  t  el  b  éjjal  à  ^  ~  y'  ^  ~  •  • 
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ET  LA  PROPAGATION  DU  SON.  »1 
«'e«Mi-dire  de  Téquation 

g-v/F^y-a-y/f^)- . 

■II.-—     I  — —m  Uy 

OU  ttliiipieuiflit 

-  (^/F)"-(^vF)"=- 

r-        H  H 
Or,  V'^ — T  (XXXV),  Y  ^^^^      qQantité  finie  ;  donc 


mais  R  doit  i-lrv  aussi  une  quiintité-liiiu',  cuinuir  il  isl  aise  de  le  voir  par 

K'  T' 

ia  nalure  iiièiiie  du  calcul,  donc  sera  une  quantité  infiniment  petite 
du  second  ordre  dans  le  cas  où  m  s  eo  . 

Qu*on  suppose  V— i»  en  sorte  que  iss  a    ^*  et  qu'on  mette 

cette  valeur  de  t  dans  Téquation  ci-dessus,  il  viendra 

«'•qualion  i|ui .  en  négligeant  ce  qui  se  duit  négliger  à  cause  dr  m  =  qo  , 
.se  réduit  à  celle-ci 

Or  on  sait  qu'une  expressiun  telle  que 


9  ^—  I 

devient,  dans  le  cas  dein  =  9c  ,  égale  à  sin/;  dune  l'équatiun  qu'un 


vient  de  trouver  est  équivalente  à  a  V  —  >  8in/=  o,  savoir  k  sin/=  o; 
I.  4« 


su        ADDITION  AUX  RECHERCHES  SUR  LA  NATURE 

ce  qui  donne  /=^t  y  étant  un  nombre  quelconque  entier;  donc 

RT     ym  , 

3*  M.  d'Alembert  prétend  que  j*ai  tort  do  regarder  en  général  rexpre»> 
sion  siii  ^       tir  '"  "^  j  comme  égale  I  «éro,  lorsque  m  ssoo  (XXXVIII). 
Je  conviens  t|iit'  jt-  ne  me  suis  pas  exprimé  asaex  exactement,  en  disant 

(|Uf  m  rfc  j  est  toujours  e'^jal  à  un  noinlm*  entier,  parce  que  m  =  «: 
mais  ma  piuposiliim  n'en  est  pas  in()iii>  vr.ii»-  pour  «  i  la.  Car  du  voit  par 
le  n"  XXXVl  que  '"^  csl  mis  au  lieu  de  ^,  qui  est  de  lui-niéiiie  un  nom- 

bre  entier;  et.  à  l'égard  de  — if->  il  sera  fnasà  un  nombre  entier*  en  rr- 

gardant      eomme  rommensurable  avec  -  i  c'cKl<i«dire  en  supposant 

s=  ^  .  supposition  qui  est  évidemment  permise  et  «lui  n'apportera 

pas  la  moindre  limitation  à  ma  solution. 

3*>  M.  d*Alembert  attaque  aussi  les  calculs  que  j'ai  faits  dans  le  Cha- 
pitre VI  pour  trouver  d'une  manière  directe  et  générale  la  nomme  d'une 
suite  infinie,  telle  que 

sinf  9in9    sîn«f  sinnO  -t- — 

La  méthode  que  j'ai  employée  dans  cette  recherche  est  tresMiimple; 

après  avoir  transformé  la  suite  proposée  en  deux  autres  composées  de 
simples  cosinus,  j'ai  mis  à  la  place  «le  «  hartm  lie  ees  cosinus  son  expres- 
sion exp<»iietitiell«'  imafriuaire.  rl  j'ai  clirri  lic  la  soiunu-  de  >;uilcs  resul- 
laiife.s  par  la  melli<Mlf  orditiiiirc 'le  la  soiiiinatlon  îles  serio  LriMini»-lti(|m's. 
en  supposant  le  dernier  (rriiir  nul  coiiinu-  on  le  fail  eominuiienicnl  lors- 
que Ih  -série  va  ii  i'intiui.  M.  ^^'A^eud)erl  m'objeete  que  eette  sup|i(»sili<ui 
n*est  point  exacte»  parre  que  dans  la  suite 

4-  é"^'  -4-  .  .  . , 

le  dernier  lernu- est  e*^  ',  quantité  quj  est  itHlelei  iuinee  au  lieu  d'être 
xéro. 
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Or  je  deoMiide  n,  toutes  le»  fois  que  dans  one  formule  algébrique 
il  w  trouvera  par  exemple  une  série  géométrique  infinie,  telle  <\w 
I -4- jr-i-ap"-i-ir* on  ne  sera  pas  on  droit  d'y  substituer     '  > 

({uiii(|ue  relie  quiiiilité  ne  soîl  réellement  égale  ii  la  Kuntnie  de  la  série 
proposée  qu'en  supposant  le  dernier  terme  x*  nul.  Il  me  semble  qu'on 
ne  taurait  contester  l'exactitude  d'une  telle  substitution  sans  renvener 
les  principes  les  plus  communs  de  l'analyse. 

M.  d'Alembcrl  apport*»  encore  on  argument  particulier  pour  prouver 
que  la  somme  de  la  suite 

ro«x  H- cosax  4- cos3' -t- . . . 

ne  peut  pas  être  —  comme  je  l'ai  trouvée  par  mon  calcul.  Il  suppose 
x  =  ^(5**.  et  il  trouve  que  retU!  suite  devient 

t  •  I       .  I 

-=»     O»  j=.»     —  I,  =»     O,     +  -p»     +  I» 

V»  V*  V' 

après  quoi  elle  recommence  :  <  Or,  dit-il.  la  suiiiuie  dt-  cette  suite  Unie 
est.  ou  -L-t  ou  o»  ou  —  I ,  ou  —  i  — |e«  selon  qu'on  y  prendra  ploa  ou 

moins  de  termes.  Donc  la  somme  de  la  suite  entière  est  aussi,  ou  -4^^ 

ou  O,  OU  •   I  selon  le  nomhn-  m  des  tt  i  iiK->  iiii  ou  \  pi  t'iiilra,  quel 

v'? 

qur  soil  «railleurs  ee  nomliir  de  tenues  fini  ou  infini,  et  cette  somme  ne 
sera  [Mi'mt  t't,';ili'  à  zéro,  it  iuoins  i\\iv  m  ■'  4  >"  "e  soit  é^Ml  h  une  infinité 
(le  lois  la  circuutei'ence.  ou  it  i'S^>"  plus  une  iutiuite  de  l'ois  la  circon- 
lerence.  »  •  * 

Je  réponds  qu'avec  un  paix*il  raisonnement  on  soutiendruit  aussi  que 
TZ  r  "      l'uînt  l'expression  générale  .de  la  somme  de  la  suite  infinie 

I  — a;-ha:''  ~t- ....  parce  que,  eu  taisant  .i-  =  i .  on  a  i  —  i  -f- 1  i  ->-... . 
ce  qui  est.  ou  o,  ou  i,  selon  (jue  le  iiouihre  des  tenues  qu'on  |»reu<l  es! 

pair  ou  impair,  tandis  que  la  valeur  de         est  '-■  Or  je  ne  croi^  pas 

qu'aucun  Géomètre  voulût  admettre  cette  conclusion. 
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II. 

Quand  même  les  objectioiis  «uxquelles  nous  venons  de  répondre 
swmîeDl  fondées,  M.  d'Alembert  ne  pourrait  pas  se  dispenser  de  convenir 

que  les  rpsiiltnts  «le  ma  théorie  sont  nécessairement  exacts  dans  les  ca» 
où  ces  rési^lUils  s'iK  iordcnt  avec  ceux  qu'il  a  trouvés  par  la  sienne;  ce 
qui  arrive  quand  la  (-(tnl»'  a  une  eerlaine  figure  au  commenriMncnl  ilu 
mouvctTK'îil.  Or  foutes  les  nhjci  tinns  que  M.  (rAlenilHM't  m'a  faites  jus- 
qu'ici Miiil  alisolunieiil  in<li-|M>iHhinli's  ilr  la  li<(ur('  initiale  de  la  eurde: 
donc.  puis4]ue  ses  uhjeeliuiis  n*eui|iè(-|ient  puinl  ma  solulioii  d'être 
exacte  lorsque  cette  figure  a  certainea  conditions,  eiles  ne  renipécheront 
pas  non  plus  d'être  exacte  en  général,  quelle  que  soit  la  figure  iniUale 
de  la  corde. 

Ce  raisonnement  est  simple,  et  ne  peut  pas  avoir  échappé  au  savant 

Géoln^tre  dont  nous  parlons;  aussi  s'est-il  attaché  dans  la  suite  k  com» 
hattre  seulement  la  ;^»''iUM'alilé  <le  ma  sululion,  el  à  la  l)orner  comme  la 
sieniic  iiux  roiiilies  assujetties  à  la  loi  de  continuité,  il  se  l'onde  sur  e«i 
que-j'ai  (:ul  usaj;e  de  la  méthode  de  .M.  BcruuuHi  pnur  trouver  la  valeur 

d'une  quantité  ipii,  dans  certains  cas.  e>t     méthode  qui  8upput>e  que  la 
quantité  f)ro()o><  c  soit  une  fonction  algchrifjue. 

Mais  je  le  pi  i'  de  faire  attenli«»n  que,  dans  ma  stduliou,  la  dclermina- 
tiou  de  la  iigure  de  la  corde  à  chaque  instant  dépend  uniquement  det» 
quantités  Z  et  U,  lesquelles  n'entrent  point  dans  l'opération  dont  il 
s'a^t.  Je  conviens  que  la  formule  ii  laquelle  j'applique  la  méthode  dv 
M.  Bernoulli  est  assujettie  ii  la  loi  de  continuité;  mais  il  ne  me  parait 
pas  s'ensuivre  que  les  quanlitéHZ  et  U,  qui  constituent  le  coefficient  de  ' 
cette  formule,  le  soient  aussi,  comme  Bl.  d'Alembert  le  prétend. 

*  • 

III. 

Je  viens  maintenant  aux  difficultés  que  M.  d'.Memhert  a  faites  contre 
la  théorie  de  M.  Kuler,  el  qui  peuvent  aussi  s'appli(|uer  ii  la  mienne;  ce 
!M>nt  celle»  qui  regardent  la  itouslruclion  que  M.  Ëuler  a  donnée  pour 
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trouver  ia  liyuri'  do  la  corde  à  chaque  instanl;  construction  qui  esl  pré- 
cisément la  même  que  celle  qui  rèBulle  de  mt'Uiéorie  (XL). 

M.  d'Alembert  prétend  que  cette  constroction  ne  peut  saiisi^ire  à 
l'équation  de  la  corde  vibrante 

"Si?" 


k  inoÏDs  que  la  cuurbe  initiale  A3IB  oe  soit  telle  que  les  Uëcbes  r"&>. 


a  r 


J  1  .  1  I  J  1  A  1  4  , 

^  r  r  f  V      f  p  «  il  î  ' 


r'o'  de  deux  art's  conséculifs  et  infinimenl  petitSt  p*R't  RV*  s""  "' 
égales;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  la  courhure  au  point  r"  soit  la 
iiifiiH'  ([lie  la  courhure  au  point  r'  infiniment  proche;  ce  «ini  t  xcliit  th'jà 
loules  les  cduilit  s  dans  lesciuelles  le  rayon  osculateur  <  hm^i'  hrusque- 
ment  en  (juchpie  point.  Voici  le  raisonnement  de  M.  d'Alcnihcrl  ; 

<  Soit  pris,  dit-il  dans  le  §  Vil  du  Mémoire  sur  les  vibrations  de 
Cordes  conorw,  imprimé  dana  le  même  volume,  AP  s  PT  =  /  sur 
Taxe  AB;  donc,  regardant  w  comme  constante,  et  faisant  VT=VT, 
Tt;=tOssTtssf6'^dtt  on  aura 


A  l"  ^  X  -t-  /,  M  —  X  -i^  t  ^  lit,  A  0  _  X  -(-  /  -(-  ?.<//. 
AT— X— /,    \t'  =  i  —  t  —  dt,    A6'  =  x  — /— ai//. 

Or  étant»  suivant  la  construction  de  M.  Buler*  égal  h  la  derot-ordonnée 
TR  qui  répond  b  <r  -h  /  plus  b  la  demi^rdonnée  TW  qui  répond  b  — 
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il  s'ensait  que  é*yt  en  ne  faiiant  varier  que  i,  est 

donc 

l'n  iiu'iKiiil        iiirdo  Uc,  H' s'.  M:iinleiiiiiil  f;iis»ms  t  constant  «'I  fj{al 
il  F] ,  iM  a-  vHrialtl»-:  prenuns  Py»  =  /ic  =  dx,  vi  supposons  dx  =  T/, 
qui  *>sl  rvicltMniiicnt  permis; 
I  "  Nuus  aurons 

a«  Faisani  TT  =  t"6"  =  P/»  =  II,  nous  aurons 

Af  =  — <,   A9"  =  «  +  »<<»  — /; 

donr,  menant  la  corde  R'p*.  on  trouvera  que  d'y,  en  ne  faisant  varier 
que  X,  «»t^—  ro  —  r*«;  donc 

_  —  ro  —  r'fti 

Il  faut  donc,  pour  que  ^  soit  égal  à       querV=r"w.  • 
J«i  réponds  que,  dans  Téquation  générale 

rf'r  rf'r 

fil  iif  rui!>uiil  varier  qui-  j  ,  v  est  la  (iiiitTt'Ut-e  iiecoude  de  Iruiit  oriiuii- 
ttécs  consécutives,  dont  Tune  répond  h  Tabscisse  x  — <£r,  Tautrc  à 
Tabscisse  x,  la  troisième  à  l'abscisBe  x  •+■  dx,  et  que,  en  ne  faisant  varier 
que  /,  d'y  est  la  différence  secohde  de  trois  ordonnées  répondant  à  la 
même  al»s<>is.st>  x,  \»  première  pour  le  temps  /  —  ift,  la  seconde  pour  le 
irinfis  /.  la  ili  rnii're  pour  le  tempe  t-t-df,  comme  M.  d'AloiiiiM  t-t  lui- 
inéuie  le  ilit  dans  le  §  X:  qu'ainsi,  (>n  ii<*  luisant  varier  que  l,  la  vali-nr  dt- 
d*y  sfra,  tiuivaul  la  cotistrucliou  de  M.  £uler  el  la  mieuue,  eu  tiraiil 
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Tordoonée  y*  telle  que     b  T<»  et  en  menant  les  cordes  sr,  r^r*, 

fr-TK  — (TB-ri)  ^  <'r'-T'R'-(r«'~r'f') 
9  a 


i»t  que»  en  ne  faisant  varier  que     la  valeur  de  d*y  sera 

a  a  a  '■ 

donc 

d'y  _  -Rar-R'jf'     rf»^  _  -Rx— R'j:*  _  —  Rjf-R'jf 
rf*»  "       ,T-/      '    ^  "      aP?       "       aTÏ*  * 

«*»  supposant  Tt  =  P/>,  et  l'équation 

d'r  _  d'y 

dp  ~  ûEr»  • 

ilevicnt  i(lcnti<|Uf. 

2"  M.  (l'Aleinhcrl  pirlcnil  i-nsuite  que  la  courbure  doit  i''\rf  mille  aux 
exlrémilés  A  ot  H.  .  Car  >nit,  dit-il  dans  le  |  Vlll,  PT  et  FT'  égaux  k  AP, 
un  a,  en  no  taisant  \:n  \i-v  qui'  /, 

d'r  TH  —  a<r  ^  /'i'^  5  L/Q^  _     w  y^' 

«/^  ~        aT/'  aT>'      ~"  t/' 

nun  pas 

—  w  — Q'a' 

 ^=r;  

It 

parce  que 

/V-aQ'L'  =  -»<yfl', 

«•Ique  l's  t'I  Q  L'  doivent  être  pi  im-s  négativt>menl  par  U-ur  po^ilion,  »■! 
par  la  construction  de  M.  Euler.  Maintenant,  en  ne  faisant  varier  que  x. 
on  aura 

donc       ne  sera  pas  égal  à        si  la  courbure  n'est  pas  nulle  en  A.» 
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Ce  ra'uonnement  est  semblable  k  celui  auquel  je  viens  de  répondre»  et 

ne  réfute  par  conséquent  de  la  même  manière.  En  effet,  la  valeur  de  ^ 
au  point  A  n'est  pas 

aTÏ'  aTÎ' 

t-uiHiiiL'  le  suppose  M.  d'Alf  mbert,  mais 

<r-*-y-aTK  ^  ""^ 

parce  que  L'Q'  étant  c^alc  et  de  piisition  contraire  à  QL.  suivant  la  con- 
«truction  de  îà.  Euler  ei  la  mienne,  on  a 

de  niëuie  ia  valeur  de  est 

<r-i-iy  — aTR  _^  LQ  ■+■  L'Q'  _  Jix_ 
•  *■  aTÎ'  TÏ'  aTÏ* 

et  non  pas 

—  ro  — y? 
— » — ' 
Ti 

donc        «'Si  toujours  égal  à  -jj^^  quelle  que  soit  l;i  <  (nii  luiic  tu  A. 

3"  Aulie  argiiuieiil  t\v  M.  d'Alemlierl  pour  prouver  que  l:i  (  (lurlmre 
doit  (  Ire  unit'oruie  dans  i  liaque  portion  iiiliniuient  petite  de  lu  eoiirhe 
AMH.  Il  donne  i<  l:i  différenee  dt  deux  valeui"s  dillérenlps  à  volonté,  et  il 

trouve  que,  pour  que  lu  valeur  de        soit  toujours  la  même  et  égale  à 

celle  de        il  faut  que  les  flèches  lo,  qui  appartiennent  à  dttt'érenl» 

arcs  infiniment  petits  Rrp,  soient  toujours  proportionnelle»  aux  carrés 

des  portions  rorrespondantes  T5  de  l'axe;  re  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
dans  des  ares  de  eourl>ure  unii'orme,  eomme  H.  d'Alembert  le  démontre 
Ion  au  long  dans  le  §  X  de  son  Mémoire. 

A  eela  je  répondrai  qu'il  n'est  nullement  aeeessaire,  pour  la  gené- 
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ralité  de  ma  solution,  que  les  différences  A  demeurent  indéterminées  et 
puissent  être  supposées  queleonques,  comme  je  l'ai  déjit  remarqué  plus 
haut.  Il  me  suffit  qu'on  prenne  toujours 

Il  — 

OU,  en  supposant  avee  M.  d'Alembert  -if-  ss  i . 

i'ar«  comme  dx  peut  être  pris  aussi  petit  qtî'on  voudra,  il  est  évident 
qu'on  n'en  trouvera  pas  moins  la  figure  de  la  corde  au  bout  d'un  lerop 

quelconque  donni'  t. 

'("  M.  irAlcinhiTt  npporle  de  plus  une  raison  méla|»h\si(|iif  pdiir  faire 
voir  en  ^'ein  iiil  t|iir  le  iiioiiVeMient  (le  la  eonle  ne  peiM  être  leprësefHé 
par  aucune  (uustruetion  quand  la  courbure  l'ait  un  saut  en  quelque 
point  M  de  la  courbe  initiale,  t  C'est,  dit-il  dans  le  §  XI,  que  «lans  ce  ras 
il  y  a  proprement  au  point  M  deux  rayons  oeculateurs  différent^,  quoique 
coïncidents  quant  à  la  direction,  dont  i*un  appartient  è  la  portion  de 
courbe  MR,  et  l'autre  à  la  portion  de  courtie  MA.  Or  la  force  accélératrice 
en  chaque  point  de  la  corde  étant  en  rainon  inverse  du  rayon  osculaleur. 
lequel  des  deux  rayons  eommuns  au  point  M  duit  servir  à  déterminer  la 
toree  en  ee  'poir)t  M?  C'est  ee  qu'il  esl  ini|inssililf  de  fixer,  et  il  l'est  par 
eonséqnent  aussi  de  lesmitlie  le  Problème  ilaiis  w  f  Hfi  ellet,  sup- 

|)osons  (pie  l;i  ti^uri'  iniluile  de  la  eorde  sml  i mu jMiscc  (le  deux  ditlc- 
rentcs  courl)es  ainsi  n'-unies  en  M;  je  demande  quelle  est  la  l'oree  aeeele- 
ratrice  du  point  M,  lurs(|ue  la  corde  commence  h  se  mouvoir?  > 

La  réponse  est  bien  simple  :  la  courbe  AMB  étant  continuiu  il  est  clair 
qu'on  peut  toujours  prendre,  à  quoique  point  R  que  ce  soit,  U«is  ordon- 
nées consécutives  et  infiniment  proches  zyt  RT,  rt;  or  les  différences  de 
ees  (rois  ordonnées  constituent  la  valeur  de  d^y,h  laquelle  la  force  accé- 
lératrice du  point  du  milieu  R  est  nécessairement  proportionnelle  par  la 
nature  du  Problème,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  rayon  osculateur  en  ce 
point. 

I.  4^ 
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5^  M.  d'Alembert  fait  voir  dans  le  même  paragraphe,  que  «i  la  cottr^ 
Irare  n'éUit  pas  nulle  en  B,  il  s'ensaimit  de  la  constraction  de  H.  Euler 


brusijuemenl  el  sans  degrés  de  la  valeur  (|u'i'll<'  u  en  cet  inslant  à  une 
autre  valeur,  qui  différerait  de  r«Ue4à  d*une  qaandté  du  même  ordre; 
ce  qui  serait  contraire  II  la  nature  de  la  force  accèlératriofe. 

Je  réponds  que  cet  inconvénient  aurait  lieu  en  effet»  si  les  forces  accé> 
léntriees  qui  agissent  sur  chaque  point  de  Is  corde  k  ebaque  instant 
avaient  une  valeur  finie:  mais» dans  notre  cas,  ces  forces  sont  loi^ur* 
intIninu'Mf  petites,  piiisijii'tin  suppose  dv  infiniment  petit,  par  rapport 
à  fir;  par  ('OIl^él|(leIlt  l'arcroissement  (le  In  force  du  point  M  sera  aussi 
infiniment  petit:  ee       n'a  pins  tien  de  rlio({Uiint. 

6"  .VI.  d'Aleniberl  ajoute  encore  une  nouvelle  considération  pour 
prouver  que  le  mouvement  de  la  corde  ne  peut  être  soumis  I  aueun 
calcul  analytique  quand  la  courbure  e«t  finie  en  A  et  B.  «  Qu'on  se 
représente,  dii'il.  j  XII*  la  corde  au  commencement  de  son  mouve* 
ment;  ai  la  cotti4>ure  n'est  pss  nulle  eu  B,  le  rayon  oseulateur  y  sera 
donc  fini:  par  conséquent  la  force  accélératrice  ^  >  i  i  aussi  finie  et  ten* 
dm  il  donner  du  mouvement  au  point  B;  cependant  ce  point  étunt  tixo' 

ment  arrêté  est  incapable  de  se  mouvoir;  ainsi,  d'un  côté      est  finie 

lorsque  «  as  AB  et  lorsque  f  s  o,  et  de  l'autre       «st  toujours  égal  à 

zéro  au  point  B,  quelle  que  soit  la  valeur  de  r...  La  nature  en  ce  point 
arrête,  pour  ainsi  dire,  brusquement  le  calcul;  on  a  deux  forces  accélé- 
ratrices voisines  et  infiniment  peu  différentes,  l'une  au  point  B,  l'autre 
au  point  infiniment  proche  de  celoiolii;  la  seconde  de  ces  forces  produit 
un  mouvement,  la  première  n'en  saurait  produire,  quoique  par  l'équa» 
tion 


nVst  pas  égal  à  zéro; 
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ainsi  la  loi  du  mouvement  n'étant  pàs  continua  pour  (ou»  les  points  de 
la  courbe,  ne  peut  être  représentée  aver  exactitude  par  Téquation  dont  il 
s'agit.  • 
A  cela  je  réponds  : 

I*  Qu*il  ne  me  pnnut  nnllrniciii  (>\;irt  de  dire  que  la  force  :ii-r«Wêra- 
tricf  est  finie  en  B,  et  lend  à  (Jdnncr  du  mouvement  à  ce  point  (';ir  il  est 
liu'ilf  (le  voir  (juc  les  points  A  et  H,  p«r  oii  la  corch'  *'st  lice,  m-  sont 
rcellpment  sollicitt's  par  ;iiiiiint'  fonc  jifcciéiatiict'  peip«'n<li(ulain'  à 
l'axi-,  mais  sinipl(*nient  tires  par  la  forte  de  tension  de  la  corde,  laquelle 
agit  pres(|ue  dans  la  direction  même  de  Taxe,  et  qui  doit  être  détruite 
par  l'hypothèse  du  Problème. 

a*  Sans  m'embarrasser  de  la  valeur,  quelle  qu'elle  soit,  du  rayon  oscu- 

latPiir  en  A  et  B,  je  considère  que  le  -^p'  4"'  ri'pond  exactement  à  ce» 

points,  est  tonjonrs  nul  (le  Ini-niémc.  suivant  ma  constrnolion.  comme 
on  l'a  lait  voir  plus  haut.  D'où  je  conclus  que  le  calcul  .e»l  parl'aileuienl 
d'accord  avec  la  nature. 

Voilé  les  principales  objections  de  M.  d'Alembert  sur  la  construction 
que  M.  Ettler  et  mot  avons  donnée  pour  le  mouvement  des  cordes 
vibrantes.  Il  me  psrait  d'y  avoir  pleinement  satisfait,  et  d'avoir  montré 
1*11  même  temps  que  cette  construction  a  toute  la  généralité  dont  la 
question  est  suseeptilde. 

Quant  aux  anitrs  diUic  ullcs  que  M.  d'Alfudicrt  propose  dans  le  luènu* 
Mémoire  conlrt-  la  llii-oi  ic  di'  M.  lùili-i-,  cl  qui  sont  tirées  de  la  considéra- 
tion des  t'onctions  al^éluiques,  il  est  clair  qu'elles  ne  louchent  point  à 
ma  solution,  uiais  servent  «euleuient  à  coutiruier  ce  que  J'avais  déjii 
avancé  (XV)  sur  TinsuOisance  de  la  méthode  de  ces  deux  grands  Géo- 
mètres, pour  conduire  è  une  théorie  exacte  et  complète  du  mouvement 
des  cordes  sonores. 

Au  reste,  quelque  générale  (|ue  soit  la  solution  que  j'ai  trouvée  de 
«et  important  Problème,  je  suis  bien  éloigm-  de  penser  qu'elle  puisse 
donner  le  vrai  mouvement  de  la  (  (udc,  (|uand  sa  ligure  est  c(»mposée  de 
deux  ou  plusieurs  lignes  qui  l'ont  des  angles  entre  ellen;  car  il  est  évi- 

4«. 
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dent  que  l'équation  différentielle 

dp  dif 

ne  saurait  avuir  lieu  daus  cos  cas.  .Mais  il  est  cerlain  d'autre  part,  et  l'on 
prut  méine  s'en  assurer  par  l'expérience,  que  la  raideur  de  ia  corde  et 
l'action  réciproque  de  toutes  ses  parties  l'obligeront  de  prendre  aussHftt 
une  ftgore  courbe  continue,  à  laquelle  on  pourra  par  conséquent  appli- 
quer notre  construction  générale  du  n"  XLV.  Les  vibrations  qui  suivront 
les  premiers  instants,  et  qui  sont  les  seuti  s  qu'il  nous  importe  de  con- 
naître, seront  donr  («nijours  régulières  et  ism  liiones,  et  leur  durée  ne 
dépendra  en  ain  iiiic  iininièic  de  la  timiic  |iriiiiitivc.  iii;iis  siMileinciil  de 
la  tension,  de  hi  longueur  cl  de  la  giosscm  de  l.i  (  (inic.  (oniinc  on  l'a 
démontré  [XLVlj,  ce  qui  sullit  pour  e\|dii|uer  pourquoi  une  eorde 
frappée  d'une  manière  quelconque  rend  toujours  te  même  son. 
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Mira 

DÉTERMINER  LES  MAXIHA  ËT  LES  MINIMA 

FORMULËS  INTÉGRALES  INDEFINIES. 


{Mitrellamea  TaiiFÙiemùa,  \.ïi,  1760-1761.1 


Pour  p(  u  qu'on  soit  an  fut  des  pi nu  ises  du  Calcul  diffibrentieU  on 
connait  la  méthode  de  déterminer  les  plus  grandes  et  les  inoindrea 

ordonnées  des  eouHtes;  mais  il  est  dee  questions  de  maacmàt  et  im'nôiiù 
d'uD  genre  plus  élevé  et  qui,  quoique  dépendantes  de  la  même  méthode, 
lit'  s'y  ;ij»pliquent  pas  si  aisément.  Ce  SOnt  crfles  OÙ  i!  s'a^^it  (1o  trouver 

l«'S  rourll(■^  iiK-mcs,  dans  l(  s(|iicll('s  une  expression  inle^'rale  donnée  soil 
nn  niaximiiiii  <ui  1111  iniiiiiiiuin  pitr  i;tpiiorl  a  toutes  les  auties  courbes. 

f,e  premier  Pritlili-nie  de  ee  j;eiire,  ipie  les  (îeoioètres  aient  résolu,  est 
celui  de  la  Itrachistoclirone,  ou  ligne  de  la  plus  vile  deseetite,  que  M.  Jean 
Bernoulli  proposa  vers  la  fin  dn  slëble  passé.  On  n'y  parvint  alors  que 
par  des  voies  particulita,  et  ce  ne  fUt  que  quelque  temp»  après,  et  k 
l'occasion  des  recherches  sur  les  lat^êr^nitm,  que  le  grand  Géomètre 
dont  noua  venons  de  parler  et  son  illustre  frère  M.  Iseques  Bemonlli. 
donnèrent  quelques  règles  générales  pour  résoudre  plusieurs  autre» 
questions  de  même  nature.  Mais  ces  règles  n'ayant  pas  assez  d'étendue, 
le  célèbre  M.  Euler  a  entrepris  de  réduire  toutes  les  reelierclies  de  ce 
genn-  à  une  méthode  générale,  dans  l'ouvrage  intitule  :  Methodtts  imc- 
niendt  Uneas  curvas  maxinù,  nunimive  proprietale  gaudentes  ;  sue  soiuuo 
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Problemalix  iioperinwirici  tatissimo  sensu  acreptî;  ouvrage  origiDSl  et  qui 
hrillf  |i;iiiiMit  d'iini"  pf-nloniic  sci.  nce  du  calcul.  Cppcndanl.  qut^lijUf  iiifro- 
»  iiicu>c  et  IfcdiKlf  i|m' snil  s;i  iiii-lliodc.  il  f';nil  ii vducr  (|ii'cl k' n'a  pas  loulo 

la  .simplicité  qu'un  peut  dcsirci  dan^  un  sujet  de  pure  analyse.  L'Auleur 
le  fait  sentir  iui-niéiDi'  dans  l'ArticIi'  39  du  (Jiapitn;  il  de  sun  livre,  par 
ces  paroles  :  t  Desideratur  ita(|ue  metbodus  a  resolutione  geomelrica  et 
lineari  libéra,  qoa  pateat  in  tali  investijtatione  makimi  miainiique,  loeo 
«cribi  debere  —  p  dp.  » 
'  Maintenant  voici  une  méthode  qui  ne  demande  qu'un  usage  fort  simple 

des  principes  du  Calcul  diflerenliel  et  intégral;  mais  avant  tout  je  dois 
avertir  que,  comme  celle  uiétliude  exif(e  que  les  mêmes  quantités  varient 
de  deux  manières  dillercnlcs,  pour  ne  pas  t  iinlVindre  ces  variations,  j'ai 
iutnidnit  dans  tues  calculs  une  nouvelle  carac(<  riNli(|uc  o.  Ainsi  oZ  expri- 
MUTa  une  ditierence  de  Z  qui  ne  sera  pas  la  même  (ju)*  tl/L,  mais  qui  sera 
cependant  formée  par  les  mêmes  règles;  de  sorte  qu'ayant  une  équation 
quelconque  «fZssmdb»  on  pourra  avoir  également  iZ^mix,  et  ainsi 
d<«  autres»  Cela  posé»  je  viens,  d'abord  au  Problème  suivant. 

I. 

PnoBtÉMB  I.  —  Étant  pnpiuée  une  fomude  iniégnUe  indéfiiùe  rtpré- 

tentée  parj'z,  oà  Z  désigne  une  fonction  gudconque  déterminée  des  va- 

ïïùMet  X,  y,  z,  et  de  leurs  différences  dx,  iy,  dt*  d*x,  d*y,  d*z,,..,  trou- 
ver la  relation  que  ces  variables  dowent  avoir  entre  eUes,  pour  que  la 

fonmde  fz  devienne  un  maximum  ou  un  minànum. 

Solution.  —  Suivant  la  méthode  i-onnue  de  maxinus  et  minimis,  il 

faudra  différentîer  la  proposée  J*Z,  en  regardant  les  quantités  x^y^  z, 

dxt  dy,  dzt  d*x,  d*y,  d*z,...,  comme  variables,  et  faire  la  dillërentielle. 
qui  en  résulte,  égale  it  /.érn.  Marquant  donc  ces  variations  par  d,  un  aura 
d'abord,  pour  l'équation  du  maximum  ou  minimum, 
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OU,  ce  qui  en  esl  l'équivalent. 

Or,  soit  Z  tel  que 

9Z  =  ni»'*'  p9dx 'h q id* ae ^  rid** 
+  Nd/  -I-  9idf+  Q3d*y  -t-  R^tf*^  -i- . . . 
+  viM  -^wid»  -i-xid'M  -t-pid*M 

il  en  viendra  l'équation 

J'nix-h J  pàdx-t-J  qid^x-*- J  rid*x-h*.. 

é 

mais  on  comprend  aisément  que  ^ 

l'i  ainsi  (les  autres;  de  plus,  on  trouve,  par  la  métJiode  des  intégrations 
par  parties, 

J  pdùx  —  pàx —- J  dpiXf 

*  ix — fdix  ~-dqix4-  Çd*qix, 

J'f'd'  ox  =-  rrf'ox—  drdox  -+  d'rix  —  J  d'ràx, 

ei  ainsi  du  reste;  donc  l'équation  précédente  se  «hangera  en  cellr^i  : 

y  (a  —  dp  -h  d'q  —  d^r  )dx 

f-  J  {H-d»'t'd*Q-d*K-h..,)ir 

(A)   {  +  Çlv  —  dm-^d'y— d'p  ■^...)is 

f-  '  fi  —  ihj      f/-'  r  —  ...  1 0.f  4  (  (/      (//  + ...  jrfox  -)-(  r  —  ...  l  (/'  -(-... 

+-       (/g  ^  (/'II  -  ...;or-t-(Q-  </I{h-...)</6>--i-  (K-  ...!</■  d  )  -t-... 

\  +(0—  t/y.  -^-t/'p  — ...)o«  -h[x  —  df'+...)dit  -*-(f>  —  ...)d'iz  +...=-0; 
1.  43 
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*  • 

d'où  l'oD  tirera  premièremenl  r«qu«tion  indéfinie 

t     {m—  dp  +  tl*q  —  é*r+...)ix 
(BJ  j  H.(N-drP4-4/'Q-if>R-i-...)fr 

et  ensuite  l'équation  déterminée 

-•-  (P  —  rfQ  -•-  rf»R-  ...)èy  +  IQ  -  rfR+. ..)  dir-i-{  »  )d*  ir 

{'.vllv  t'ijuariDii  se  rapiiot  lr  mi  «liTiiii-r  point  de  riiiti-^ialr  j  '/.;  iii;tis  il 
t'HUi  ubstfi'vei*  que,  conuiif  cIkk-uii  de  ses  icnin'S  comme  (tépeiid 
'd'une  intégration  partielle  de  la  formule  (  pdix,  on  peut  lui  ajouter  ou 

a 

ei>  retrancher  une  quantité  couiitante.  Or,  la  condition  par  laquelle  cette 
eonatanie  doit  se  déterminer  est  qu'elle  fasse  évanouir  le  terme  piaf  au 

point  où  commence  l'intégrale  J pdix;  il  faudra  donc  retrancher  de  pix 

sa  valeur  en  ce  point;  d'où  résulte  la  règle  suivante.  Soit  le  premier 
membre  de  l'équation  fC),  exprimé  généralement  par  M,  et  soit  la  valeur 

» 

de  M,  au  [Hiiiit  où  ronimencc  rin»c};i;ilr  j  Z,  ilrsi^npi'  par 'M.  cl  au 

point  ou  t  elle  liiie;.M;ile  linii.  (U'sigiii  c  par  M',  0»  aura  M  —  M=o  jiour 
l'expression  eoinpiele  <le  re((Ui»lio»  (;]. 

.Mainteiiaiil,  pour  se  défaire  dans  les  équations  U'uuvces  des  diU'éreiii'es 
indétenninéea  ix,  9s,  dttx,  dHy,,,,,  on  examinera  d'abord  si,  par 
la  nature  du  Problème,  il  y  à  entre  elles  quelque  rapport  donné,  et  les 
ayant  réduites  au  plus  petit  nombre  possible,  on  fera  ensuite  le  coellicient 
de  chacune  de  celles  qui  resteront  égales  k  zéro.  Si  elles  soni  absolument 
indépendaiiies  les  unes  des  autres,  l'équation  ^B)  nous  donnera  sur-le- 
champ  les  trois  suivantes  : 

n  —  dp-t-  d'^     i/»r  +  .,.^o, 

N— rfl»^//'0-rf'R-^.  o. 
y  —  dm-h  J'  X  —  d*p-¥-. .  .  =  o. 
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11. 

K.VKMi'i  K.  S<Mt  clicn  lii'c  lu  (  «uiilu-  lii;u  lii>liM  lir'iiir  {laiis  Ir  vicie. 
Noiiiiiiaiil  .r  raiis('i.>ts«'  vcrtirali',  iM  v  vl  z  It-s  deux  oidoniHM-s  lun  i/oiilalfs 
et  pcrpendiculaireH  Tum»  à  rauiro,  lu  t'uniiulc  qui  cxprinio  le  U'iup:^  sera 

laqui'lle  Mnnl  uoniparéi;  à  j  Z,  un  a 

A —  = —  — \ 

«t  difTprentiaiit  par  9,  suivant  les  règles  ordinain»  des  différeatiatiotis. 

j_         àx  ^dx'  -+-  ily^  -t-  dz^  lixodr 

02:^0    —  ^   

,  -zxyj-  ^ X  \dT' -\- dy- dz' 

t 

^  dyôd}-  ^  dz6ds 

dtiiic,  posanit  pour  abréger, 
on  a 

iiy'jr      ^     ^Têdi*  ^xdê 
Ht  touti^  IcM  autres  quantités  f ,  r,  N,  Q....,  égales  à  lém. 

III. 

Pirmitr  cas.  —  Or,  si  le  Prohlèiiie  i'sl  ilr  trouver  en  général,  enlw 
toutes  les  cuurbes  possibles,  celle  de  la  plus  vile  desrente,  on  aura  en  re 
ras  les  èqnatiiins 

M  — o.  —  </P  =  o,  —  rfct^o, 

•  43. 
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savoir 

ces  trois  i>(|uu(iniis  devant  n-pruscnler  une  t  oui  l)f  iiiii(|ue,  il  finit  (nr«'lle8 
se  réduisent  à         si'nlement  :  c'est  de  (|iioi  il  est  facile  de  s'assurer  \r,\T 

le  calcul,  car  la  seconde  étant  oiullipliée  par  a  et  ajoutée  à  la  trui- 
siëme  maltîpliée  par  a  ^=^«    vient,  à  cause  de     = àa^ + éy*  + 


«avoir,  en  différentiant  et  divisant  le  tout  pai   ^  ■, 

.  dx 
—  </-=— =0, 


qui  est  la  première  éqii;itinn. 

Présentement,  si  l'on  intégre  les  deux  équations 

a  -5/  ■  =  o,         —  =  o, 
ii»dt  ^*d* 

on  a 

<i>'  _  •       '/^  ' 

d'où  l'un  lire  d'ai)ord 

ce  qui  fnit  voir  que  lit  courbe  cherchée  est  Intiie  datjs  un  mèuje  plan  ver- 
tical, cl  que  par  conséquent  elle  est  à  simple  nuirburc.  Pntir  la  mieux 
connaître,  rapportons-la  à  deux  coordonnées  prises  dansson  uiénu*  plan. 
Oue  a:  soit  l'une  et  /  l'autre,  on  aura 

+  = 


Digitized  by  Google 


LES  MAXIMA  ET  LES  HINIMA.  ETC.  341 

et  puisque  ^  =  on  aura  en  intégrant,  sans  ajouter  de  constante, 
parée  que  je  suppose  que  Taxe  des  x  passif  par  la  eourbr  même, 

d'ob  l'on  tire 

^a^b  ^a4-»  ^«l't-i 

et  «Mifm 

^  x/ï  <//  j_ 

.  I  '  ah 
«e  qui  se  réduit,  en  posaiil  ^^^  =  <!*  * 

équation  d'une  cycloide  décrite  sur  une  base  horisontale  par  un  cercle, 
dont  le  diamètre  est  égal  li  c» 

IV. 

Sfaintenant,  si  le  premier  et  le  dernier  point  de  la  brachistochrone 
sont  donnés,  il  est  clair  que,  les  coordonnées  r,  y,  z  étant  invariables 
pour  ces  points,  leurs  ditlérences  «Î.f,  rîv.  !iz,  </5.r.  d^y,...  8«'ront 
nulles,  et  par  e<»nsi''<nieiit  aussi  tous  les  termes  de  l'éfjualion  '('.  ;  la  con- 
stante c-  devra  (liiiic  être  détcrmiuéL'  en  sorte  que  la  cycloide  passe  par 
,  les  deux  points  donnés. 

Si  le  premier  point  est  donné,  et  que  la  brachisluehrone  doive  être 
telle  qu'un  t  m  ps  partant  de  ce  point  arrive  dans  le  moindre  temps  à  un 
plan  horixontal  donné,  alors  'H  sera  nul  de  lui-même,  et  Téquation  (€) 
donnera  M'  =  o,  savoir 

-=r-  ix-t-  -là—  ix  4  s  =  u. 

^xdi        ^soÊ  ^xoê 
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<H|u»tîoD  qui  devra  avoir  lieu  seulement  daos  le  point  ob  la  courbe  ran- 
rontre  le  plan;  or.  ce  plan  étant  donné  de  position,  l'abscisse  x  qui  y 
rê|H>nd  .Hfra  donnée  aussi  ;  |i:ir  conséquent,  (»n  aura  =  o,  et  le  reste  de 
l'équation  devra  être  vrai,  quelles  que  soient  fiy  et  d«.  On  aura  donc 

rfl  il:  , 

\xat  ^xoM 

i'v  qui  tniiisioniirni  la  evi  louti-  en  une  druilf  vi-rticalc.  Mais,  si  le  plan 
donni'  au  lieu  d'élrt*  horizontal  étail  vertical  et  |k  r|MMi(liculaire  à  l'axe 
àeny  on  des  s,  on  aurait  alors  iy  =  a,  et  par  conséquent 

:  l).       -  —  O, 

pour  le  premier  cas,  et  ds  s  o,  et  par  conséquent 

dm  dr 

—  .-■   =0,   -;=-  =0 
^xd*  ^xdê 

puiii-  If  MTiiiiil:  |);u  on  (Irlcriiiiiirrait  li  s  nm^lamo  a  cl  h.  cl  I'hii 
IrmiM-rail  i|ui-  la  cu  iDidc  devrait  être  telle  qu'elle  reucuutrâl  le  plau 
•loiiue  à  aii^le.s  dioiLs. 

En  général,  si,  au  lieu  d'un  plan,  ou  pi-end  une  surface  quelconque 
pour  tenue  de  la  brachistochrone.  il  est  clair  que  les  9a?,  iy,  iz  de 
réquation  fCj  devront  avoir  entre  elles  un  rapport  dépendant  de  la 
nature  de  la  surfais*  donnée:  de  sorte  que, 

di  —  îdx  -H  L</r 

étant  supposée  l'équation  diirérentielle  de  cette  surface,  on  aura 

donc,  sulistituant  cette  valeur  de  ds  dans  Téquatitui  iC;,  on  aura 
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d'où  Ton  tire  (téparément 

iM|iiMli)iiis  tjui  Iniil  (  oniiHitiT  qui'  l;i  Niirtni-c-  proposée  (luit  luujours  être 
I  iiii|irc  il  angles  |Kn'  l:i  coiirlu'  i  licii  lifc. 

Si  in  liracliislorltroiic  duit  siiiiplciiicul  èlre  ti-i-iiiiiin-  |iiti  «l«-ux  sui  liM  i-s 
«lunnéeRde  pusilion,  alors  pour  remplir  réqualiuii  Cj  il  est  némssain* 
<le  faire  séparément  *M  s  o  et  M'so,  d'où  l'on  tiré,  pour  le  premier  el  le 
dernier  point  de  la  eourlie,  les  mêmes  conditions  qu'on  a  trouvées  dans  le 
cas  précédent  pour  le  dernier  point  seulement;  on  en  conelura  dont  que 
la  courbe  cherchée  sera  iclie.  d'entre  toutes  les  eycloïdes  pofwihies,  qui 
rencontrera  perpendiculairement  les  deux  surfaces  proposées. 

V. 

Second  cas'.  —  Supposons  maintenant  qtit-  l;t  ^tlil(-hi^tllt  liione  doive 
être  tonte  couchée  sur  une  surface  donnée,  dont  l'équation  soit 

dz  =  pdx  -t-  qér; 

4-huiigeaiU  la  caracUTi.sliquc  d  eu  o,  un  aura  donc 

équation  qui  donne  le  rapport  qu'il  doit  y  avoir  en  général  entre  les 
diflerences  9s,  iy»  ix.  Substituant  cette  valeur  de  9z  dans  l'équa- 
tion (B).  et  faisant  ensuite  les  deux  n)t>lTl<  i<>nts  de  9ae  et  de  9y  chacun 
égal  à  zéro,  on  aura  pour  la  courbe  cherchée 

.   t/z  ds  .  dx 

—  fjd      ~  ~  d  =  o, 

_  ^  ds   _    _(/r_  ^ 
y-xA  ^xdt 

Ces  équations  reviennent  au  même,  étant  combinées  avec  l'équation  ii 

la  surface  ds  =  pdr-hqtfyi  car,  multipliant  la  première  par        et  la 

^sd$ 
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«Ntonde  par        «t  les  joignant  ensemble,  un  trouve»  aprëa  toutes  les 

réiluctioiii», 

dx 

—  a   =  o. 

*  X* 

On  piTlldci  (luiir  iiiic  de  ers  (■(jiiiiliuns  ù  \ultnili'.  cl  ou  la  (  oiiil)iiipni 
av«M'  l'équuùuii  dz  pda:  qdx,  pour  avoir  la  brachistochroiic  clici- 
fhée. 

VI. 

A  Téganl  de  l'équation  (Cj,  il  est  «lair  que  tous  les  termes  de  eette 
équation  s'évanouiront  lorsqu'on  supposera  donnés  le  premier  et  le  dei^ 
nier  point  de  la  courbe:  mais  si  rnn  d'eux  était  arbitraire,  alors  ayant 
^ulurtitué,  au  lieu  de^a,  sa  valeur  ftàx  +  qiyt  on  aurait  les  équations 

(|u'il  l:iu«lr;iil  verilifc  r;ij)|MjiI  ii  cr  |HMtil.  Mitis.  si  Ton  avait  irjii  <■  sur 
la  surl'art'  uiit'  l'oiirix*  à  la«|ui  lU'  lt>  uiuUilc  iliit  arriver  dans  le  temps  le 
plus  eourt,  supposant  celte  courl>e  donnée  par  l'cqualion 

un  aurait  de  même 

iy  —  mix', 

et.  cette  valeur  de  9 y  étant  substituée  dans  l'équation  (C).  on  ferait 

dz  dx        /       */;  dy  \ 

^d$      ^sdt      \   ^adi  s-fàê} 

nu  liien 

{p  H-  qm)d»  ^dx-¥-  mdty  —  o,' 

«'«piatioii  <|ui  ii'iitrn)H>  l4'<;  <-(in<liti>iii>  m  i  r>N.iii es  pour  que  la  l)r<ichi.Nto- 
ehi'one  reiironlre  û  angles  droits  la  courbe  prop(»M'e. 
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VII. 

Rehasqub  I.  —  M.  Euler  «st  le  promier  qui  ail  donné  dm  fornmlm 
générales  pour  trouver  les  courbes  dans  lesquelles  une  fonction  intégrale 
donnée  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  'voyez  \\H\\r,i<^v  dont  on  » 
tait  mention  plus  haut,  page  335  ;;  niiiis  les  turnuiles  de  cet  Auteur  sont 
MHÙns  j;enérales  f|ne  les  nôtres  :  i"  parée  qu'il  ne  lait  varier  (|ue  la  seule 
ehangeatite  y  (iiuis  l'cxiiression  Z;  a"  parée  qu'il  suppose  que  le  preuner 
et  le  dernier  point  de  la  eourhe  sont  fixes.  En  introduisant  ceâ  eoudilioiis 
dans  no8  formules,  elles  devîeudront  eulièrenieni  eonformes  à  r«tles  du 
ProblNne  V  du  Traité  cité;  il  faudra  seulement  mettre  Zdae  an  lieu  de  Z, 

el  ensuite  au  lieu  de  1',  Q,...,  <£r étant  eonstailt. 

vm. 

Hemaikji  e  II.  —  Suit  supposé 

dy  =  \dt,    dK  —  ïkdx,...t    d»—(ndx,    d»  —  ^Jj:,..., 

il  est  clair  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  Z.  elle  prendra 
eette  forme  X</r,  où  X  sera  une  fonction  quelconque  algébrique  de» 
variables  finies 

X,  y,  t,  \,  et, 

faisons  done 
on  aura 

az = a(Xd:rj = a  xrfx + xarfx = axrf* + iîiîi^  =  K'dsix  +  idx 

-t-  Hfdxiy  -I-  v'dxi*    Pdxik + (ydxiB         mfdxia  -h  x'  Jxi^ 

Or, 

4jr  =  Adx, 
d^j'=Bd:f-i^Ad*x, 

I.  44 
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idjr  =  i\dx  +  \èdx. 


on  tr«»overa  de  même 


MilMlituant  ces  valeurs  dans  fexpreflnon  de  dZ,  de  TArtiele  1,  H  ordon- 
nant les  termes,  on  »ura 

itf  "+■  -f- . . . -(  -/^x  ^  . .  .  ]  àd'j- 


Ni/ vis  +  (  P<Cr  +  Qdf'x +. . .  )  ^  A  +  (Qifx* -t- . . .  }4B -t- . . . 


Cette  valeur  d«  dZ  doit  élre  identique  avee  i«'lle  qu'un  »  trouvée  précé- 
demment; eom|UUWDt  donr  les  termes  affectés  de  idv,  id*as„..,  on  aura 
les  équations 

2j  =  /> -I-  FA  -H  'QB  dx     .  . .  +  Bia  -f  ■••/pdx  + . . 

Ç  H- QA -♦-...-»- X*         =  **• 

La  seconde  étant  dilTérentiée  et  ensuite  retranchée  de  la  première, 
on  a 

^=p  —  dq        +  VX  +  Qbdj;  —  \d{j        -^ax  -t-ypiLc  —  *dx  +  -'- 

La  même  équation  étant  muiiiplitM*  par  d'of  et  ensuite  ajoutée  à  eitlIiMn, 
mnllipliép  par  dr,  il  vient 

/,  =  pdx  +  !»<//  ■+■  tads  -h  qd\r  ---  dqdx  -t-  i^d'  y  -  di^d^-h/d  i  -  dxd* 


m 

donc 
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Dillitrenliaol  el  «llaçaiil  et-  qui  si?  délruit.  un  auiu,  h  rausf  <(** 

(m  —  <//>-(- (/'y -t-.. .)'/-!        —  f/P  -t- J'y -4-...ji/r-*-(v  — rfBj-+-rf';i^H-...)</2  - 

fqn:«tif)n  <nii  est  irrlU'-mt'inc  idfiHique.  iM  qui  monirc  par  l'onsj'qiifnt 
qur  li  s  )  ijii;ilii»iis  tioiivn'S  à  lii  tin  de  l'ArlicIf  1  sont  h  llfs,  (inc.  si  i>ii  iM» 
|>miil  (leu^  à  voloutc,  U  li'oisji'tiie  h'ensuit  luujuurs  ut-(-f.sHiiji-eiiiciil. 

IX. 

Problkmb  U.  —  Betulre  la /armule  J^****^  maxùjnum  ou  un  minimum, 
en  SUfposant  que  Z  est  une  fonrtinn  quelconque  algébrique  composée  des 
changeantes  x,  y,  s  avec  leurt  différenets  dx,  dy,  dz,  d^x.  d'y  rt  de 

ta  quanUié  H  =/z'.  Z'  éiam  une  autre  fonction  algébri^  quetc^ 

des  seules  changeantes  x,  y,  z„„  et  de  leurs  t^ffiltenees  dx,  dy^  dt^  d*x, 
d'y,.... 

SoLtiTioH.  —  Soit,  en  diflerentiant  par  9, 

èZ  =  hèU  -4-  ni*  H- pidx  ■+■  qid*je  ^. . .      Ntj^  -K  P9tfr  +  Qid'y  -t- . . . 
•I-  vis    wid*  -t-  ■xid*z 

et 

on  aura,  par  hypothèse, 

in=i ji' -Ji'i-  =J  ($eixA>ffidx-^^id*x^...)i 

donc 

* J*Z  —J  dZ  =J*  (nix-*- pidx-*-qid**-^...)' 

-4-    L  Jin'ix  ^p'id*-^  q'id*  *-*-...). 
La  première  partie  se  réduira,  comme  dan»  le  Problème  I,  à 
J (n  —  dp-t-d*q-'...)ix'^(p  —  dq'i-...)i*-t-{q  —  ...)dix 

44> 
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A  l'égard  de  la  Mconde,  on  la  Iransformera  d'abord  en 

Ur,  soil  la  v:ilt  tir  U\\i\\v.  de  riiUfjjrale  |  L  re|)n'seiile»'  par  H.  pr«'iiaitt 
(  i  ttc  ((iiantiLé  H  pour  constante,  la  transformée  précédente  we  réduira  à 

liii|uelle  se  Iraiisibrinera  iiisénieiU,  par  de.s  integraliuns  par  partie»,  ei\ 
(h  -  Çl)  -dpr  (h  -  Jl]  (h  -  J'l)     ,  .  ,  |ox 

H-       - - ..  .j rfa*  . 
Posant  donc,  pour  abréger, 

/'    /'■(»  -/ './')' 


«•t  de  même 


N  +  N'(H-j'L)=(N).. 
I»  -H  P  ^11  -  J  L j  =  (  1»), 
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SU 


comme  tnasi 


V-»-»' 


(D) 


(|I-/l)=(v, 

(b-/i.)^(.). 

un  aura,  en  générai, 

-h  f  [{M)-rf(i»)+rf«(Qj-...ia/ 

+ J  [(V)  -rf(o)  +*/"(x)-...l<* 

+  [(p)-di,])  -h.  .  -t-[{q)  -...]idx-h.... 

M(  P)  -       •••] 'î.v  + 1  :q) 1 5 +  ■ 

ii'B)-  dix)  +  ■        -i-XlX)  -  ■■  -lid*  +...  =  o. 

ê(|u«lion  réduite  à  la  forme  de  l'équation  (A)  du  Problème  précédent; 
donc,  etc. 

X. 

(À)Hi»LLviHK.  —  O  serait  la  niciiif  niflliode  qu'il  t'auHniit  suivie 
»i  la  (]uanlit«-  Z'  renfcrmail  un<!  autre  fonction  intégrale  indétinie 

ir=  J  Z",  en  sorte  que 

aZ'  =  L'an' -1- «'ajr -I- //ddbr  + . . . . 

Alors  rexprttssion  de  d  J  Z  serait  augmente*;  de  la  turmule 
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or  retle  formule  se  réduit  d*abord  à 

«Il  posant  H'  pour  la  valeur  totale  de  rîntégrale 

/(H  -j  L)  L-. 

Phi'  i-oiLsequeiil,  ii  n'y  aura  qu'à  augnicuter.  cIhiik  la  foruiulc  (Dj,  la 
valeur  de  (nj  de  la  quantité 

•"l"' -/'("-/'•)'•]•. 

relie  de  {p)  de  la  quantité 

^|h-/(h-/l)l]. 

«t  aiusi  des  autrui. 

Il  esitaisé  de  voir  maintenant  le  procède  (lu'il  lauilniii  suivre  ai  la  lur- 

mule  Z'  contenait  encore  une  autre  formule  inté^le  Jz',  et  ainai  de 
suite. 

XI. 

PnoBLÈMK  111.  —  Trouver  i'équaiion  du  meupùnum  ou  du  minimum  de 
la  formule  J^Z,  hnque  Z  est  donné  simplement  par  une  équation  difiren- 
tielle  gui  ne  renferme  d'autres  d^éreitees  de  Z  que  ta  fwvaùérr. 

Soi  i  Ti<)\.  Quelle  soil  l'equiilioti  pro|tit.see,  ponivii  i|u'elle  soil 
délivrée  de  tuut  signe  d'iulegratiun.  il  etit  eluir  qu'eu  lu  tliit'éreutiant 
par  d  on  pourra  toujours  la  mettre  aous  la  forme  suivante  : 
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il'où  Ton  tirera,  •  cause  de  idZ  =  dèZt  ia  valeur  de  iZ  exprimée  par 


«•t  de  Ik 

ijz—j  e'^^  Jef^inix-t-pidx -h,,.]. 

En  8uiv»nf  l»»»  prim  ijx's  élahlis  dans  le  Hroblèmt"  iim'ëdunl,  on  »up- 
posera  quti  G  suit  lu  valeur  luule  dt;  J         ,     fitioant  4*nsuilc 

iie/'^U -Je-/ =.<«), 

......•........•..••••>i( 

on  trouvera  pour  rexprenîon  de  dJ*Z  une  formule  tout  à  fait  wfflblable 
à  la  formule  (D)  ci-dexaus. 

XII. 

SctjLiK.  —  Lea  formulea  qui  l'uni  l'ubjct  des  deux  Prublèmes  pn-d  - 
denla  aont  analoguea  à  oellea  que  M.  Eu^  a  Irailéee  dafta  le  (Chapitre  III 
de  aon  ouvrage  sur  cette  matière. 

Le  lecteur  qui  aera  curieux  de  comparer  nos  M>lutiuiw  avec  cellea  que 
ce  aavant  Auteur  a  trouvéea  par  une  méthode  différente  verra  qu'elleii 
s'aor(»rd«»nl  dans  les  résultats,  en  ayant  ej^ard  a  ee  (|u*on  a  dit  dans  l'Ar- 
ticle VII  ci-desaus.  Au  reste,  M.  l£uler  n'est  pas  aile  plus  loin  et  n'a  point 
examin»'  les  ras  on  la  formule  Z  dépendrait  d'une  équation  dinV>reulielle 
d'un  i)rdre  plu.s^lt^vé.  Le  Corollaire  suivant  ne  laissera  plus  rien  à  désirer 
sur  Cl!  sujet. 
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Xiil. 

CoROLLAiBB.  —  SuppoMiM  que  dans  l'équation  diflerentielle  propoMi» 
il  «e  trouve  dca  différences  de  Z  du  second  ordre,  de  sorte  qu'en  diffé- 
renlianl  par  i  il  vienne 

èd*Z-*-T9tit-h  Vit  —  nix  -^-pèdx-i-  

Je  commence  par  mellro  la  cariH'tJTislique  <i  avant  la  carat  lérislique  9; 
ensuite,  je  multiplie  toute  l'équation  par  une  variabh'  indéterminée  a,  et 

j'en  prends  la  somme,  en  affectant  les  deux  membres  du  signe  J  i  après, 
je  transforme  le  premier  membre 

en  • 

titiiZ'*-i»j-d»)9z  -h J*  [«u-</(«T-tf«)]az. 

et  supposant  «  tel  que 

«iU-tf{«T-rf«)  =  o, 

j*ai  l'équation 

«T  —  iftt        I  /' 

dèZ  ■+■       ^      ^  8=  -  j  {nàx  -^■  pàdx      .  .)mt 

d'où  l'on  tire  aisément 

T  étant  mis  pour  = — - — -  \  et  enfin 

formule  qui  est  dans  le  cas  de  celle  qu'on  a  traitée  dans  l'Article  X. 
Fardes  procédés  semblables,  on  trouvera  l'expression  de  d  lorsque 
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iZ  lent  donnée  pair  une  équation  difTérentielle  «In  ti  isiéiiit-  ordre  et 
au  delà,  (•(  (i  ttc  cxpressiui)  sera  toujours  suweplible  de  la  métliude 
expliquée  dans  le  Prolilème  IJ. 

XIV. 

REMAaQUB.  —  L'équaliiiii  de  condition 

xV  —  d{aT —'(ix)  —  o 

est  du  set'ond ordre,  et  ne  peut  être  intégrée  i|iie  dans  certains  cas  pitrii- 
euliers;  mim  noire  solution  n'en  est  pas  moins  généride.  car,  pour  déli- 
vrer ré(|nation  du  niaxinuiin  on  du  minimum  de  l'ineonnue  ot,  il  ne 
faiidia  (jiic  Iii  <  und)inei-  avee  la  prceedeiite  par  le  ?iiiiyen  de  plusieurs 
diilereuliatiuns  réitérées;  il  n'}'  aura  de  dillieulte  «|ue  la  longueur  du 
calcul. 

XV. 

Sr.oi.iE.  —  Il  est  elair  (|ue  la  nietli(Mlc  du  (lortdiaire  prei  <  <lri)l  sntlil 
pour  deterniiiicr  les  maxima  et  les  niinima  de  toutes  les  Innniili  s  iiité- 
fjrales  imaginables;  ear  dénotant  par  II  la  lormule  proposée,  il  sera  tou- 
jours possible  d'exprimer  n  par  une  équation  diilérentielle  qui  ne  ren- 
ferme aucun  signe  d'intégration;  ainsi  Ton  aura,  en  diiïérentiiini  par  9, 
une  nouvelle  équation  qui  contiendra  dlT  avec  ses  différences  ifdn, . . . , 
et  Ton  en  tirera  Texpression  intégrale  de  #n,  et  par  conséquent  Téqua- 
tion  du  maximum  ou  minimum  par  les  règles  enseignées. 


Appcrdicb  I. 

Par  la  méthode  qui  vient  d'être  expliquée  on  peut  aussi  chercher  les 

maxiuia  et  N  s  minima  des  surfoces couirbeSt  d'une  manière  plus  générale 

qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici.  , 

Pour  ne  donner  lit-rlessus  qu'un  e\eiii|de  très-simple.  snppo»(»n.s  qu'il 
Taille  trouver  l;i  siiihice  qui  est  b  moindre  de  toutes  eelles  qui  ont  un 
même  périmètre  donné. 

i.  4$ 
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Ajanl  pris  trois  coordonnées  rectangles- y%  s,  et  la  surface  étant 
supposée  représentée  par  l'équation 

on  trouvera»  pour  l'élément  de  la  quadrature,  dxdy  v7+jô^~+y' :  par 
conséquent,  la  surface  entière  sera  égale  \ 


p:n'  r.ipport  à  x  t>i  l'autre  par  rapport  à^,  ou  réciproquement.  On  aura 
donc,  suivant  nuire  uiéUiode, 


1)11 


If.s  (Ifux  sigiii's  I  I  marquent  «Icuv  iulegraliuiis 


sufces«iv»*-s,  )  uiif 


re  qufae  réduit  d*abord  \ 


en  difrérenîiant  eten  supposant  <£r,  il^ constantes.  Or, 


donc 


donc 


.Mainti'iianI,  conime  dans  l'expression  \  ^\  à^z  \.^\\^v\\\w  la  diflcn-nfi' 

<l»'  $z,  r  seul  t'taiil  varialilt'.  il  fsl  riair  f|m'  \w\w  l'aire  tlisparailrf  colle 
«liiTéreocii,  il  ne  faudra  i  uusiderer  dans  la  i'orinule 
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que  l'intégration  i-ehitivf  à  a*;  suit  donc-  prise  Tiiite^raie 


J       V  I  -^-  ^  / 


uù  a-  spnl  varie,  il  est  facile  d«  la  traiiaformer  par  de»  ÎDtégrations  par 
partie»  vn 


Vf  (jui  se  rédiiil.  en  supposant  ifh  premiers  et  les  dernier»  z  duniies,  à 

-frf  4*. 

J        I  -h  p'  -h  q' 

\h  flill'erentieile  de  --  — ^—      étant  prise  en  variant  seulena* ut  x.  Soit, 

yï  H- f  +  ^ •  *^ 

pour  abréger, 

on  aura,  en  miiltîpiiuiil  par  dy  et  intégrant  de  iu»uveau. 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  ' 

JJ       •  ^T^-t-q^  \d*  ) 

* 

On  trouvera  de  même,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  variabilité  de  y  el 
poaant  Q  ponr 


V  I  -t-  -h 


45. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  réquation  ci-dessus,  elle  deviendra 

laquelle  devra  être  vraie  indépendamaent  de  9*i  on  aura  donc  en  (géné- 
ral, pour  tous  les  points  de  la  surface  cherchée, 

ce  qui  montre  que  cotte  quantité 

Pf/»  —  Q<£r,   Mvoir  -4^=^^* 

doit  être  une  diATérentielIc  complète.  Le  problème  se  réduit  donc  à  cher- 
cher/» et  q  par  ces  conditions  que 

.         j  ptlf  —  intx 

pmx^qay   et         —  _ 

soieiU  riiiic  rt  l'iiiiHf  (it  >  «liHcn-iilielIfs  cxjh  Ics. 

Il  esl  tl'iilioiil  clair  qu'un  siUisfrra  à  t  es  (  oiidituuis  «'ii  t;iiiiiint  p  i-l  y 
coiiâtantes,  ce  qui  duiuiera  un  plan  quelconque  |>uur  la  surface  cherchée; 
mais  ce  ne  sera  lè  qu*un  cas  très-particuiier»  car  la  solution  générale 
doit  être  telle,  que  le  périmètre  de  la  surface  puisse  être  déterminé  à 
volonté. 

Si  la  surface  cherchée  ne  devait  être  uu  minimum  qu'entre  toutes 
celles  qui  forment  des  solides  «•^nnix.  alors,  zdx^  étant  Télément  du 

solide,  il  faudrait  que  la  formule  i  j  s  «irc^  demeurai  la  même  pendant 

que  l'aulre,  l:i  l'urinulc  /  /  <ir</>'V  i  -»-/»'' -H  y' .  varie;* on  aurait  donc  à 
la  Ibis  le»  deux  équatinns 

o  (  I  j  zJxdyj  :=o    et  i^J ^dxdx^T^yT^  =«, 

savoir 

Qu'on  multiplie  ia  première  par  un  ouulUcieiit  quelconque  kt  «t  qu'un 
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Tajuute  à  la  seconde,  on  aura 

d*où  VùtÈ  tire  Téquation  générale 
qui  aura  lieu  toutes  les  foi»  que 

sera  un»'  tlitloit'iuifllc  coiiiiilfti'.  Donc  la  (iiH'slion  sera  ii'ilnitc  ii  ihcr- 
f\\vv  p  vÀ  q  par  celte  cundilion  que.  pdjc  -\  qdy  ♦'laiil  iiiic  (lillt-rciitielle 
exacU;. 

en  Boit  une  aussi. 

L'équation  de  la  sphère  est  en  général 

(2  -  a)=  -(-      -  b  f     (X  -  c)'  r\ 

re  qui  duniii* 
dulu' 


donc 


 ■  X  —  c    y—  h  _  _ 


qui  «-si  une  dUléreutielle  complète  ni 


-  H-it  =  

r  r 


Soit  prupu»(>  de  trouver  celui  d'entre  tous  len  polygones  qui  ont  un 
nombre  donné  de  côtés  donnés»  dont  l'aire  est  la  plus  grande. 
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La  méthode  de  ce  Mémoire  est  auiat  applicable  à  ces  aorlea  de 
queaiiona,  car  aoient y  une  ordonnée  quelconque  du  polygone,  et  x  Tab- 
ttcîaiie  correspondante,  on  aura  pour  l'élément  fini  de  Taire 


dx. 


comme  il  eat  aisé  de  s*en  assurer  par  l'inspection  d'une  figure  fort 
simple;  par  conséquent  l'aire  entière  sera 

Donc,  suivant  notre  méthode. 

Or,  chaque  côté  du  polygone  est  en  (i(énéral  ^dx*-^éf*\  donc  on  aura 

,    .  -  j— -     dxôdx Jrodr 

c'est-ii-dire 

dxidx  ■+■  dyidx=o 

.*=-'^^ 

substituant  cette  valeur  de  «^i&r  dans  l'équation  précédente,  elle  devien- 
dra celle-ci  :  * 

Qu'où  mette  au  lieu  de  itfy  son  égale  diy,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger. 

a  dx       a  d.T 

on  aura  la  formule  2^/ov(|u'il  faudra  iulcgrpr  par  parl'u's.  iitiii  il»-  faiir 
fiisparaitre  la  (lilfor<>n«'«>  dt-  à^.  Pour  cela,  je  remarque  que  dans  le  v»s 
des  diil'én'iict's  linies  un  a 

dlxix)  ^dBiy^tdijr-^didiy^tdiy-Jt  ds  {iy  +  diy). 
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«U  «n  dénotant  jMir  9y  le  terme  qui  mit  9y, 

donc 
«lune 

OU,  iH^  qui  est  la  même  choie. 


d'z  étant  le  terme  qui  précède  dz  et  qui  par  conséquent  est  multiplié 
par  )v:  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus,  elle  deviendra 

Supposons  que  le  polygone  coupe  l'axe  en  deux  points,  en  sorte  que 
le  premier  et  le  dernier^  soient  nuls,  aussi  bien  que  leurs  diffj^rences  ^y, 

le  tprme  z  iy  qui  est  hors  du  signe  j  «iisparaitra,  et  l'on  aura  simpleiuenl 

J{d*—d'9)ir=Ot 

ce  qui  iluiinera  en  générai 
c'est-à-dire,  en  intégrant, 

a         dx      »  dx 

muitipliiint  par  </xet  réduisant,  on  aura 

adx—  {x  -4-  ^dx^dx-^^  \^y+  ^dx^d)  =  ^rf(jF') -»-  ^</(.r*)î 
et  intégrant  de  nouveau, 

equalioii  li'uii  cercle  dont  le  centre  est  dans  l'axe  des  jc;  dune  un  vitil 
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• 

If  polygont-  rlu-rrhi*  tloit  être  tel.  qu'il  puisse  être  inucrit  dan»  la 

deiiii-cin  niilV  irnce  d'un  cercle. 

Si  Li  li:is<-  (lu  polygone  était  donnée,  alors  il  faudrait  que  le  derniei'-idr 
rùl  ('((al  a  2eru;  ur. 

il  fattdriit  donc  que  la  valeur  totale  de  j  lût  égale  k  zéro  en 

même  temps  que  irelle  de 

l'Sl  aussi  i';;;tli"  ;t  /crn.  iNiin  i  cl;»,  soM  l;i  |iii'iiiH're  lornuif)'  mullipliée  par 
un  coellicicnl  iniietei-niiiie  X-,  et  ensuite  ajoutée  à  \»  seconde,  on  aura 

doue,  faisant 

or     »         as      a  ax 
ou  parviendra  comme  ci-dessus  II  Téquation 

n  —  T  -i-  dx  ~  s, 
qui  se  réduit,  eu  multipliant  par  dx,  à  l'équation 

ads  =  kdr  -t-  ^rf(x')  +  ^d{r)* 

dont  l'intégrale  est 

équation  d'un  cercle  en  général  ;  d'où  résulte  ce  théorème,  que  le  plus 
grand  polrgeme  ^'on  jpaùte  former  avec  des  cdiès  donnés  est  celui  qui 
peut  éire  inscrit  dans  un  cerctr. 

Al.  (ii  ^iincr  A  iléiiionln-  i  i'  tlieorènie  syntlicliqueinent  dans  uu  Mémoire 
imprime  p;inni  t  t  iix  de  r.\(  :idniiii'  de  Hei'lin.  année  i7"ia. 

Si  l'on  veut  que  les  cotes  du  polygone  ne  soient  pas  donnes  chacun  en 
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particulier,  mais  «eiilennenl  leur  somme,  e'est-k-dîre  le  périmètre  du 
polygone,  on  fera  simplement  égale  i  zéro  la  différence  -de  l'inté» 

grale  Jyjdé*  ■+■  iy* ,  w  qui  donnera  Téquation 

laquelle  devra  avoir  lieu  en  même  lempii  que  l'équation  du  maximum 

Multipluiiit  donc  une  de  ces  équations  par  un  coeflicieni  indéterminé  k, 
et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura  en  générai 

jY'.r^^^d.^.^j^^;j6dr^(,^ 

Soit  supposé 

I J         kdr                    »  J  kdx 
-dX't-         ^   _  -  =  «    et   r  H-  -  or  +  ~  =  «, 


on  aura 


Ç{J*ijr  -+-  a^i^-  -+■  iiddlc)  =  o, 
équation  qui  se  (lausloriiH-  par  la  même  méthode  que  i-i-de.sâus  t-n 

d'où  l'on  lire 

dx  —  d"»^o   el  </'u=o; 
on  aura  donc,  en  intégrant, 

s  —       a,   savoir  x  -t-dx  —  g^a, 

et 

'«  =  6,    savoir  b, 
e'est-iHUre,  en  substituant  pour  s  et  ii  leurs  valeurs, 

I  ,  /.  i/\  I  ,  A  df  , 

X       -  rfX  — •  — =r     _..  _^       «,      »■  -t-  -  </»•  H   A. 

«         x'dx'-i-dy'  a  vï^+rfr' 

1.  46 
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Qu'on  nmltiplie  b  première  par  im  et  It  Meomle'  par  4y*  ^  qu'ontuiie 
on  Im  ajonle  eoaemUe,  il  viendra 

+  ^  rfxj  dr  -♦-      -¥  ^  rf^'j  dy  —  adx  bdy; 

et.  en  intégrant. 

équation  d'un  <  t  i  (  !••  imi  ;;<'ncr«l.  Qii  on  K'iiictinc  les  mcnn's  (■(iii;iliMiis  ei 
qu'on  It's  caiiv,  apri's  avoir  transpuse  l«'s  iri-mes  x  -\-  *-da:  et  y  +-  ^'6'» 
on  aura 

ve»  équations  étant  ajuuléi^  eniMjmble  «loniN>nt 

=  rt'  -t-  6'—  j</x  —  ^//r  -»-  X*  -î-  r'  —  («  —         —  {h  —  y)dy  h-  ^«^-4-  ^rff* 

*  11  ' 

=1;  a'  -»-  fc'  H-  r'  —  ^  <far"  —  j 

i  cause  de 

V'rfa'-t-rfr*  —  '  r*—  A* . 

ce  qui  inonln'  <|U<'  fous  les  eûtes  <lu  polvgouo  doivent  élre  e^auK  enirr 
eux,  et  qur  |)ai  r<iii.se(iut'iit  le  polygone  doit  êtrp  régulier. 

A  Tégard  des  termes  sft^,  u^x  il  est  clair  que  ces  termes  disparaitront 
d'eux-mêmes,  si  Ton  sappose  les  premiers  et  derniers  «  ei  ^  donnés; 
mais  si,  la  base  du  polygone  étant  donnée  et  étant  égale  k  e,  l'ordonnée 
qui  y  répond  ne  l'était  pas,  il  budrait  faire  u  =  «>  et  z  =  o,  loistjuf 
X  =  r:  on  aurait  done  b  =  n,  r  =  «r,  et  la  hase  e  deviendrait  le  diamèln' 
du  cercle  oirconserit  au  polygone. 
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APPLICATION  DE  LA  METHODE 

EXPOS&B  DANS  LE  HËHOIVB  PBÊC&DBNT 

*  ik  «utimaii  n 

DlFFÉUËiMS  PROBLÈMES  UË  DYiNAMlQUË. 


(Mittrltaiiea  TmrUtensia ,  I.  Il,  1760-17(11.1 


M.  Euler,  dans  une  AddUion  à  mid  excellent  ouvrage  qui  a  pour  titrr  : 

Methodus  imenienJi  lineos  ctuxas  maximi  minimive  pn^pnielatt  gau' 
dentés  :  sive  sotuiio  Prvhlemaiis  isojirrimeinci  iatitsimo  sensu  accepli, 
a  (l<'moiiin'  «•»•  priiicii)»'  qu»',  dans  h's  li  aji  i  loii'i's  (|iH'  (1rs  corps  dfi-rivntl 
par  d<"s  lurct  s  ««'iilralcs.  riiih'gral»'  df  la  vilfssi',  iiiuiliplicr  par  l'oU'- 
iiiriil  de  la  coiirl)!-,  l'ait  loiijoiirs  tiii  iiiaxiiiiiiiii  ou  un  iniiiiuiiiiii. 

Je  int'  pru|iosf  ici  tle  g(*iiHralisf  r  w  même  principo,  «■!  d'en  t'aiiv  voir 
Tusage  pour  l'vsottdre  avec  fanlité  toutes  les  questions  de  Dynamique. 

pRl>'r,lPK  r;KNr:n*i  .    -  Soirni  Nltit  de  corps  ijn'nn  vnuihii  M.  M  .  M   

tfui  a^issvitt  /rv  uns  sur  1rs  dtilrrs  <l  une  /minicre  tpw/co/it/m  .  cl  •lui  mu/h/ 
de  plus,  si  l'on  reul.  animés  pur  des  forces  eenlnttes  prt)/H>rlion/ir//t  \  n  </,  > 

fondions  quelconques  des  distances;  que  s,  s  ,  s  dénotent  les  rsptu  t  s 

pmctHirut  par  ces  corps  dans  le  temps  t,  et  que  u,  u\  u"  soient  ieurs 

vitesses àktfin deee  feffyw;  ta  Jbrmuk 

M  fudê-t-W  f vld^  -i-M'  r iféf 

sera  lutijouts  un  maximum  ou  un  minimum. 


366         APPLICATION  DB  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTS 

I. 

PitoBLiHB  1.  —  Trowerk  mouifanent  d'un  eorpt  M  attiré  ven  tant  de 
eenipes JSxes  qu'on  votubupar  deiforea9,Q,  R>....  ea^trimées par  det 
fonctions  quèkonqitgt  det  distances, 

S<ii.i  TioN.  -  (".niiiiiic  il  n'y  a  ii'i  <|n*iin        corps  M,  la  AiruiuU'  qui 

ildil  t'In-  un  iiiiixiiiniiii  mi  un  iiiinitiuiin  simii  siiii|ili>n)ent  M  j  uds:  oii 

aura  iUniv.  sutvuul  la  inéthudt-  t;xplu{ut'c  daiit»  le  Mémoire  précèdent, 
re(|Uittiuii 

'}      J  u<Uj  ^  o, 

OU,  en  divisant  par  M  qui  est  constante. 

'(/"*)=•• 

Or. 

ô[udi,  =  ii'jtls  -¥•  iudti 

donc,  changeant  TexpreMion  ue/sj  en  son  équivalente  JHudt), 
comme  on  Ta  «naeigné  f  Article  1«  Mémoire  précédent),  on  aura  l'équation 

j{mid$  +  iud*)  =  o. 

Snîent  [i,  q,  r. ...  les  distaïuei)  du  iurj»s  M  aux  t  eiittes  desTuires  P,  Q, 
K  un  aura,  cuiiiuie  tuus  les  Géomèlies  le  savent, 

Y  =consl  —  j'{fdp-i-Qdq-*-Hdr-i-...)i 

donc 

ttiu^  —  df  [Pilp  -f  QJq  tidr-t-...) 

-—j  iiPdp-*-Pidp^iQdq'hQidq-hiHdr-^Mdr'^.,.) 

ou  en  changeant  ^tip,  ^dq,  odr,...  en  d^p,  d$q,  dor,...,  et  intégrant 
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p»r  parties  les  termes  Jfdip.  Qdi^^  ÏLd9r  

uiu— —  Pip  —  Qiq  —  R^r  -  . .  . 

+ j  (àVdp-dVôp  ■i-Hidq  —  <Hiiq-i'dKdr-dliir-i-...l. 

Or.  par  hypothèse, 

P  =  foiici  p,  0  — ronct.^,   R=: tonct.  r,.. .; 

on  Irouvfra  tluiU',  en  diUV-triitiaiit. 

61*     dV     è()  aR  dH 

o/»      iiji  iltj      or  ar 

cl  par  r<)i)sc(|Ueiit 

aPtf/»  — 4fPdp  =  o,   aQ^9  — i/Qd9  =  u,   aH</r— </Kdr  =  o....; 

donc 

Ndir  =  — Pif— Qjf— R3r— ...   et  4ii</r  =  — Pifld/r— Qrf/df— Ri/Zér— 

en  metlant  au  lieu  de  —  son  é({ale  di\  donc  l'éqaatiun  cî-drmus  ae  chan- 
géra  en  celle-ci 

(A)  f{uidi—fdt9p  —  Qdtif—Hdtdr  )  =  o. 

Il  f;iiit  inaiiitciianl  chrn  lK  r  le  rappurl  qui'  Us tliMV'iviiri's  op.  ')q,  or  

"îr'A  «ml  l'iitr'f  flics,  (■•'  qui  sf  IVra  (liHén'mint-iit  stlun  Irs  liill'ciiMilf» 

sutit  s  <l<'  tniiiiituiiit  t  s  qu'on  ciupiniiTa  ptuir  iT|)ii'st  iili'r  la  Uajfi  ldiiv. 

El,  pivniièreuieul,  soient  prises  (rois  itourdonnees  rertungiet»  j^.  y,  z: 

un  aura   . 

di  î=  ^dif  +  <fy'*-^dz*  ; 

par  «onséqufnt. 

dxtdx     ilrn  dr  -^dsids  _  dxdix  •*-  éjrdiy  +  dz  dis 

en  chttngirant  ^dx„,.  «n  d^x,...\  donc 

uods^-J  i^.^do.^~-dor^~d.zy 
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Qu'on  fane  disparaître  dans  celle  expression  les  différentielles  de 
dy,  9z  par  la  méthode  des  intéi^alions  par  parties,  pratiquée  dans  le 
Héinoire  précédent,  on  aura  la  transformée  suiyante  : 

udx  ^      udr^      iitfs , 
-H  -jj-  o*  +       or  oz. 

Il  lie  s'agit  plus  que  d'exprimer  tc!»  difTén-nccs  ^p,  Hq,  or....  par  les 
da:,  iy,  is.  Pour  cela,  on  «  lipirhera  les  valeurs analytique.s  des  lignes/), 

q,  r        rsipportëcs  hux  «•(innloniK'rs  .r,  v,  z,  et  on  prendra  leurs  difl'é- 

reiitielies  en  metUtnt  d  pour  d.  Soil  supposé,  «n  général, 

dq  =  Mdx  ■hmdy-i'iiLds, 
dr=i  Nrfr-»-  méy-k-vdz', 

il  est  clair  «|u'oit  aura  aussi 

iq  —  VLix  •+■  miy-t-  fjièz. 

Donc,  si  on  fait,  pour  abréger, 

PL  -t-  QM    RN  D, 

P  /  +  Qm  -4-  R  H  m, 

px-^Oh  +  R»'^**. 

ou  aura 

l'o/*  ^  (J6(/ -»-R*r-<-...:=:II4x  +  wi.»--*-M''3«. 

F:ii!);4iii  luules  ces  diitérenles  substitutions  dan»  l'equaliou  ,A>.  elle 
ilevieiidra 

iH)i.    "       .  ,  .'  . 

(uax  -       udy^    .  uds  , 
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équation  qui  doit  avoir  lieut  quelques  valeurs  qu*oii  suppose  aux  diffé- 
rencefl  dj;,  ^y,  9 s;  c'est  pourquoi  Ton  fera  les  trois  équations  suivantes  : 

a  —f — h  mat  =  o, 

fis 

o  sont  rt's  <>(|uatiuiis  (|ui  serviront  h  déterminer  la  courbe  décrite  |)<ir  le 

«  oi  ps  M  el  sa  vitesse  :i  i  liaqui'  iiislaiit. 

Si  on  met  dt  au  lieu  de  ^»  qu'un  multiplie  la  première  équation  par 
Is  seconde  par  ^«  la  troisième  par  ^>  et  qu'ensuite  on  les  intègre, 
on  aura 

d'où  l'un  tire,  en  cliassaul  dt  el  extrayant  la  racine  carrée, 

  dx  dy 

V  (T-  -  j  iï(ùc      ^    —  /  *i  dz 

.équations  où  les  iiuiéteruiinées  seront  séparées  si  Msfonet.a?, 
«  —  foncl.^.  W  =  fonct.  s. 

11. 

Remakqdc.  —  Quant  aux  termes 

udx  ^      udr  ,      udz  ^ 

on  |iounM  se  dispeiist'r  «l'y  avoir  i'^wrA,  en  supposant  que  \v>  deux  evlré- 
miles  de  la  trajectoire  soient  données  <le  position,  car  cette  supposition 
I.  47 
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fera  évanouir  iw  preniiera  el  les  dcrnien  ix,  iy^  ^s,  et  per  coméquent 
autti  toDB  les  lermes  en  question.  (Fo>«s  l'Article  IV  da  Mémoire  précé> 
denl.) 

ni. 

CoBOLLAiae.  —  hnaf^nons  que  le  mobile  M  sollicité  par  les  mêmes 
forces  P.  Q»  R*...  soit  contraint  de  se  mouvoir  sur  une  surfoce  courbe 

donnée  l'cquation  ds=:pdx  +  qé)ri  en  i  lianj^^tsuit  d  en  9,  on  aura 
Hz  =  pria-  -hqày,  substituant  <'fltp  valtMir  <}z  dans  l'i'quatiun  :H  s  H 
faisant  l<  s  doux  coefficients  de  9x  et  de  9y  chacun  égal  à  zéro,  on  aura 
deux  équations 

qui.  awc  Téquation  donnée 

suffiront  pour  résoudre  le  Problème. 

IV. 

AuTSK  SOLUTION.  —  Qu*on  prenne,  k  la  place  des  deux  coordonnées 

n'(  t:iii|;li's  .t  .  y.  un  rayon  variable  x  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe 
dans  U>  même  plan  des X  et  des, y.  el  dont  lu  |)osition  à  (-liaque  instant 
suit  dolerminéc  par  un  anpli-  9.  r.onst>rv:ui(  la  troisii-iiic  cnonlonncc 
«Iii  oii  imaginera  élevée  de  l'extrémité  <lii  liiyoïi  r  |ier|)en(ii<  iil;iin  iih ni 
au  plan  de  l'angle  ^,  il  est  facile  de  trouver  que  l'élément  ds  de  la  euurlie 

sera   

^J^rfç'  -+-  dx*  -t-'dM't 

ainsi  on  aura,  en  diffi^ntiant. 

»  .  _  x'</y  ôf/s  -t-  -ri/^'ôo-  -1-  d.vidx  -t-  dz  odz 

jHtfotfdtp  -t-  xdif*8x  -4-  dxdix  dsdis 

_  _ 
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Mettant  donc  celte  valeur  dans  la  formule  iniégraïe    uidi,  et  faisant 

disparaiire  les  différentielles  de  if,  ia:,  iz  par  h  voie  ordiiuiire  des 
intégrations  pur  parties,  oi  aara 

Après  la  substitution  de  cette  valeur  de  j  uids  dans  l'équation  (A) 

de  l'Article  I.  il  n'y  aura  plus  qu'à  n'duire  les  difTén'iKcs  Hp,  Sq,  ir,... 
aux  différences  dx,  iy,  is.  Pour  cela  soit  supposé,  «n  général» 

*  dp  =  Ldx  tdfh  Ids, 
éq  =  }Adx  mtff  4-  fidls. 
<frs  NiCr -t- n  1/9 -<- vd!i. 

on  aura  de  même 

Op  L'j  r  I  /  d'y  -4-  )  6s, 
àq  —  Môj'  «-  wô^  -t-  jiiâx, 
jr=rNdx-t-nS9-«-  vit. 

Doix  .  si  on  l'ail  les  mêmes  suppositions  que  dans  ia  solution  précédente, 
on  aura  aussi 

Pô  fi  f  •  Kôr  ^  . . .  —  Il  ôx  -♦-  no^  -t-  '^ii, 

H  l'équalion  (A)  deviendra  enlin 

m      ^      a*  at 


(C) 


Mainlenaot.  si  on  suppose,  comme  dans  rAnicle  D,  que  le  premier  et  le 
dernier  point  de  la  trajectoire  sont  donnés,  il  est  clair  que  tes  9ft  iof, 
9»  qai  y  répondent  seront  nulles  d'elles-mêmes,  et  que  par  conséquent 

47. 
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les  trois  ptemiers  termes  de  cette  équation  le  seront  aussi.  Donc,  pour 
satisfaire  au  n-sU;  Ho  réquation.  indépendamment  des  différences  indé» 
terminées  df,  dx.  ^z,  un  f(  n  chacun  de  tours  cocffirienis  égal  k  zéro, 
et  Ton  aura  pour  les  équations  générales  du  mouvement  du  corps 

d$ 
dt 

Qu'on  mette  dans  ces  équations  tà  pour  ~  <  pl  qu'on  intègre  la  preiniprc, 
îipt  es  l'avoir  mullipln'c  par  ^  Jf*  on  aura 


(l'tui  l'on  tin- 

.r'-do 


substituant  celle  valeur  dans  la  seconde  équation  et  faisant,  pour 
abréger. 


y/aa»  — a  J*wWç  =  U, 


on  aura 

OU,  t*n  menant  y  pour 

ce  qui  donnera  par  la  dilliérentialion,  kh  regardant  d^  eummc  cuii»tantp 
et  multipliant  par 

dV  ,         ,  ,  U<1.' 
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T 


savoir,  a  cause  de      %  ^  =  —  p^,» 


«•(Hiatiiiu  i  itnstrurlihif  dans  pltisicurs  cas  partirulifi'N. 

Kniin.  la  troii 
grrts  deviendra 


K[)iin.  la  troisième  équatiou  élaiU  multipliée  par       et  ensuite  inlé- 


d'oii  l'on  tirera  la  valeur  de  dt,  laquelle  étant  comparée  à  celle  qu'on  a 
trouvée  plus  haut  fournira  l'équation 

V. 

CdBui.i. AiBi:.  —  Si  le  corps  était  ohlip'  «le  se  iiiotivoir  sur  une  surfaci* 
rourbc  clonnéc,  alors  rapportant  cette  surface  aux  trois  variables  a-,  ^,  z, 
et  la  supposant  exprimée  par  l'équation 

on  niftlrairtlans  l'cqualion  C;  po'^  ^  au  lieu  de  o;,  ensuite  on 
égalerait  ît  zéro  les  cuellicienta  de     et  de  d^,  et  l'un  aurait 


VI. 

Reu ARQUE  1.  —  Nous  avons  supposé  que  les  forées  P,  K....  étaient 
rouime  des  fonctions  quelconques  des  distances  p,q^r,...\  cependant  il 
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•'Si  (acilc  (le  (ifiiinn 1 1 .  1,  |>;ir  les  principes  df  I)viiami(jue.  >\uv  It's  (  (jua- 
lioiis  truuvt'fs  Si)iil  générales  pour  loules  sortes  de  fortes  aceeleratriees, 
el  l'un  peut  d'ailleurs  s'en  convaincre  par  cette  iteule  raison  que  les 
équationis  dont  il  s'agit  ne  renfermeot  point  la  loi  suivant  laquelle  les 
fiir«es  P.  Q.  R,...  croissent  ou  décroissent,  mais  seulement  les  quantités 
et  les  directions  instantanées  de  ces  forces,  comme  il  est  aisé  de  le  voir 
en  substituant  pour  II,  vet  *F  leurs  valeurs.  Au  reste,  à  examiner  les 
solutions  précédentes,  il  est  évident  que  l'hypothèse  de 

P  =  fonct.  pf  Q  =  fonct.  f ,  R  =  fond,  r, . . . 

ne  seriqu'h  rendre  égale  k  léro  la  formule  intégrale 

4 

{i?dp  -  J?ip  -t-  iQdq  —  dQif  ■hilHJr  —  tlHir...). 

Of.  pour  cela,  il  suilirail  que  les  quantités  P,  Q.  U,...  eus.senl  entre  elles 
un  rapport  tel  que 

o\fdp  —  difip     oQdq  —  dQàq  -t-  à^dr  ~  dRdr  -i- . .  .-r  o; 

soient  donc  P.  Q,  R....  des  fonctions  quelconques  de />,  9,  r,...,  de  sorte 
que  Ton  ail  par  la  diflérenliatioo 

df  —  Kép  -f-  %4q    Cdr  4- . . 

dQ=Ddp-hEdfH'Vdr-t-,,., 

d1k  =  (idp  +  1idq-*- ldrA'...i  ^ 

il  f»l  clair  qu'on  aura  éj^alement 

ol*  —  \op  -(-  Hôq  -f  Cir  -h. . ., 
SQ  —  Dàfi     E-îy  -I-  rôr  -f-, . 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  condition  et  réduisant,  on  aura 
{B-1»){dp6q-dgip)-^-(i,— G)idpir-drip)  H){dqir-  driq)  =. o, 

donc 

B— Ds=o.   C^G  =  «,   F  — lls=o, 
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savoir' 

t/P  dQ  ,/P  ifl{  fiQ  dH 
dq      dp      dr      dp'     dr  dq 

«'est-k-dire  que  V^-^^dq-^fidr-^»,.  devra  être  une  dilTérenlielIr 
complète.  Si  cette  condition  a  lieu,  la  valeur  de  u^ff  aera  simplement 

-  Vop  -  Qôg  -  Kô»  -...; 

autrement,  il  faudra  encore  tenir  compte  de  Tintégrale 

J [i f dp -^dPip  ■*-...) 

pour  rendre  la  formule  J udi  un  vrai  maximum  -ou  minimum  ;  mais  leK 

équations  qu'on  trouverait  «lors  ne  seraient  plus  les  véritables  équations 
du  mouvement  du  corps. 

VII. 

Remarque  II.  —  C«  Prol»li'iiif  est  le  st'ul  auquel  M.  Euler  ait  appliqué 
son  principe.  Il  l'a  aussi  ré.solu  pour  les  deux  cas  des  coordonnéos  rec- 
tangles et  des  rayons  partant  d'un  eentre  fixe.  .Mais  pour  pouvoir  com- 
parer 8<'s  solutions  avec  les  nôtres,  il  faut  remar(|uer: 

I"  Que  M.  Euler  n'a  considère  que  des  courbes  it  simple  courlxire; 

a". Qu'il  n'a  cherché  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  forninle 

J  u<ls  (|u'cu  é(i;ard  it  la  variabilité  de  l'urdouiice  v  dans  le  premier  cas. 

et  à  celle  de  l'angle  que  nous  avons  nommé:  ç>  dans  le  second.  (Voyez 
l'Addition  citée  au  coinniem  enieni  de  ce  Mémoire.  ) 

An  reste,  il  est  claii-  que  par  notre  méthode  on  pourra  eii<  nrc  sai  n  r  la 
solution  de  ce  Problème  en  plusieurs  autres  manières,  selon  les  diUe- 
rentes  sortes  de  coordonnées  qu'on  choisira  pour  représenter  la  trajec-» 
toire  cherchée. 
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VIU. 


Problème  II  céirÈiiAL.  —  Soit  un  système  ^uekonquf  de  plusieurs  corps, 
M.  M',  M% . . . .  qui  ment  ttdUdtés  par  tant  de  forces  centrales  qu'on  vou- 
dra, savoir:  M  par  les  /mcei  P,  Q,  R, . . .  ;  M'/Nir/le»yS>feerP'.  Q%  R'....; 

M*  par  ies  forces  P.  Q".  R"  et  qui  agissent  de  pku  ies  uns  sur  les 

autres  fHir  des  forces  quekonques  d'attiwtion  mutueUe  ;  tramw  le  mouve' 
ment  de  clutcun  de  ces  eoips, 

SoLirrioN.  —  Tout  se  i^uit  à  reodre  \»  formule 


un  iiiuxiiiiuin  ou  un  uiiuiuiuui.  On  l'cra  (luu<-.  suivaul  iiuln-  uit-(liod<>. 


diM  /  uds\  —  Mô  /  uds^-M  i  [uids     u^udt) -.  l  Sl{uouds-t-  uondt). 


Or,  h  cause  que  M  est  constant  (  Articlt^  I )* 


4 


On  Iniuvt'ra  «If  aifuii-.  eu  sunstiliuuU  luuiuurH  a/  pour  — r»  -=■'•••' 


r(  uiuâi  lit-  :»uite;  un  aura  «innc  Téquatiun 


-H  (  M  «du  <(-  M'«'  au'  -I-  M*  M'âtt*  -4- . . .     )  ^  o. 


M;iiiili  ii.iiil,  siiifht  /A  y,  /  les  dislanc(\s  du  rorps  M  aux  ciMihrs  des 

lorci's  P,  Q,  R....,  et  /> .  y  ,  /■  p' .  q  .  r          celles  des  autres  corps 
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M',  M"*...  aux  centrps  de  leurs  fon^eit  F»  Q'.  R'        P.  Q*.  R"*.... 

Sui«nt,  «uti't'  ccb.  /  lit  dislaïu-c  l'iiirc  le  corps  M  el  le  corps  M  .  cl  F  la 
locr»*  avec  l:ii|u*-li('  i  haijii»-  point  ilr  j'iui  ;»tlirc  rhacpic  pftiiil  «li-  raiilr»': 
df  iiirnic  f  la  dislaiici-  ciiln'  les  i  (ii  |)s  M  t  t  M  \  <■(  F'  li'iir  f'rtn  t'  «l'allrac- 
lioii.  cl  ainsi  (If  snilr.  Sou'hl  cricoio  g  la  dislaiicr  t  iilii'  le  roi|>s  M'  »'l  U> 
corp.s  M",  i>l  (j  It'ur  attraclioii,  «'t  ainsi  pour  tous  1rs  aiihrs  corp.s;  on 
aura,  par  \k  principe  gênerai  de  la  conservation  des  ibrces  vives,  Téqua» 
tton 

lAu'-t-  M'«'*  +  M»»'» -»-  . .  ^  MU»  -f.  M'  0'»  -f-  M'U-  + . . . 

-  aM  j  (F  J/»  +  0</y -h  lU/r-»-. . .) 

« 


-aMM'  f  ¥df-iLWi'  f  r4r-....-»M'M'  fùdg-..., 

I  .  I  .  U",...  étant  les  vilesaes  piimiliveti  de»  roi^iH  M.  M',  M"  

Or.  soient  supposéa  . 

P  =  ronct.  p,    Q  =  fonct.       tt  =  fonet.  r,..., 

P'  =  fonct.p',   Q' s  fonct.  f',  R'=:foarl.r'  

F  —  fonct./.. . G  -  fonct.^,. . 

on  trouvera,  par  un  calcul  analogut'  à  celui  qu'on  a  fait  dans  le  Pro- 
blème I,  l'équation  différentielle 

Mueii -I- M'bMm' +  «'«•iw- . . 
^  -M(Po/>  -f^  Qoi/  -r-  Rar  +  ...) 
-  M' (P-i^' H- (ydç' 4- R'« r' +  . , . j 


-  MM  Fo/-MM'Fd/'-".,. 

-ww-Qog-,.:. 

4» 


378         APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 

Il  faut  maintenant  lidiivcr  les  valeurs  des  (lifl('>r<>nrt'.s  iSds,  fids', 
!i</s"...,,  et  rt'lle  rechiTclu'  ilépend.  commr  on  Ii*  voit,  de  la  nature  des 
ri)iir<)(itiii('t>s  qu'on  emploie  pour  représenter  les  courbes  démii's  pwr 
('liii<|ue  l  urps. 

IX. 

9 

Pnmiereas,  —  Soicni.  roniMif  dans  TAriiele  I.  x,  y.  z  inûtiruonlon- 
née»  rectangles  qui  déterminent  la  position  du  corps  M  «hins  tiji  tfmps 

<|ii<'lr(»n(|ue.  el  soient  «le  nii'mc  ,r  .  r',  -  ,  r' .  \  .  :"         tl'juiln  s  <  («ir- 

tlninjct's  i('(  lanj;lt's  »■(  parallelt  s  ii  <  rlli  s-lii  |Miiir  la  |Hisilion  di  s  aiittes 
I  <trp.>  M  ,  M'  dans  le  int'inr  temps;  on  aura,  t-dninu*  dans  l'Arlieie  cite. 


id*=  , 

et  de  même 

.  ...     dx'dij^ -*-dr'dir'  +  dg'diM' 

id^  =  -w'  * 

et  ainsi  de  suite. 

Qu'on  sulislitue  ces  valeurs  dans  l'equatiou  I);.  et  ipi'on  l'assf  <lispa- 
raitre,  comme  a  l'ordinaire,  lesdiU'érentielles  de  5a,  5 >  .      -îi  . 

on  aura,  en  ni-;4ligcanl  touR  les  tenues  lioi-s  du  signe  J  >  qui  peuvent 
Atre  supposés  nuls  par  la  remarque  de  rArliclc  11, 

iids 


fis 


-  {Muèu  -h  Wu'  ou'  -h  y^u'iu"  -t- . . .  )rf/|  —  o. 

Il  ne  s'agira  plus  maintenant  que  de  mbslituer  dans  cette  équation,  au 
lieu  dp 
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a»  viileur  tirée  de  l'équalion  IV',,  et  de  réduire  ensuite  les  diflereneeii 

ip,  iq.  ir   ip',  dy'   àf,  if   h^,..., 

aux  ditrérences 

oj:,  ô^,  ô«,  àx',  dr',  

par  une  méthode  analogue  ii  celle  que  l'on  a  pratiquée  dans  le  Problème 
précédent;  après  quoi,  si  chaque  corps  est  entièrement  libre,  en  sorte 
que  toutes  les  diOereiices  dx,  ^y,  ds,  dv'  demeurent  indéter- 
minée», on  fera  chacun  de  leurs  «•ocnicinits  c^mI  à  /,t'i-o.  el  l'on  iiunt  Ir^ls 
fuis  ;(iil;tiil  <r»'(Hi:ilifin>  «iii'il  v  :i  «li-  lorp.s.  lt'S(|iit'll<'S,  |ii  Iscs  fiisnitlil*-, 
snlln  ^int  |ii'ni-  tli  lt  i  iiiiiM-i  liiuli  -  lf>  vilrSMv-<  i-l  les  roiirhi-s  cIicitIh'o  ; 
lu;l1^  M  un  iiii  |)luM<'uis  (If  r«'S  <  iii  ps  sont  Imi  rs  «le  se  iiiouvoii  ^ur  «les 
<>ourl»es  ou  (les  suira«'es  douiiees.  el  «|u'iU  iigi&senl  de  plu»  le»  uns  Mir 
le:;  autres,  soit  en  se  poussant,  soit  en  se  tirant  par  des  IiIk  ou  des  verges 
inflexibles,  ou  de  quelque  autre  manière  que  ce  soit,  aloi-s  un  ehen'herA 
les  rapports  qui  devront  nécessaireroent  se  trouver  entre  les  diflereni'es 
^x,  iy,  is,  ix\  iy\..,.  On  réduira  par  là  ces  différencia  au  plus  petit 
mimbre  possiMe,  el  on  fera  ensuite  chacun  de  leurs  coelFit  ii  nts  ruai 
il  /t  ro.  ee  (|ui  donnera  toutes  les  équations  néimisaires  pour  la  Milulioit 
du  Problème. 

X. 

(/tnoi.i.AiKE.  —  Supposons  le  système  entièrement  libre,  et  que  les 
eorps  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque:  sii|.|>. 
sons  tiutre  cela  que  tous  les  corps  soient  sollicités  par  trois  forces  P. 
Q.  R  dirigées  parallèlement  aux  coordonnées  x,  y,  s  el  qui  soient  les 
mêmes  pour  chacun  li'eux:  on  mettra  dans  l'équation  (V)  it,y,  »  à  I» 
place  de  /»,  q,  r,  et  Ton  aura 

Huaii  <(■  H' «' au' -h  M'w'aii' + . . . 

=  -M(P«*  +  Qôj'-»-Rai)-M'{Pe*-'  -hQiy'  +  tlit') 

-  M'(P8** Q«r' +  H^s")  -  •  • 

-  MM'  Vif-  MM' Pô/'  - ...  -  M'M'Uag- . . . . 

48. 
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Celle  valeur  de  Mudu-i-MVdM' étant  substituée  dans  l'équa- 
tion {K)t  soit  fait 

«'  =  x-*-X,    »•'    »•-»- V.  s'-s^Z, 

=  x  -I-  X'.  x'  -y  +  \  ,    z'  .-:  z  -f-  /.  . 
•••••••••••••»  •  

«•I  |iar  »  KiiM'ijut'iil 

il  est  clair  que  les  lignes /,/'.  qui  marquent  les  dislaoï^vs  des 
«urps  entre  eux.  dépendront  uniquement  des  lignes  X.Y.Z,  X%  Y'.Z',.... 

(|ui  (Icii-riniiicnt  h-iir  position  respectivi*,  et  qu'ainsi  Ira  cxpn-ssioiis  dr» 
(lillrTriiccs  à/,  à/'f  ig,...  w  irnfemMiront  aiu  uiM'incui  li-s  (lifr»Ti-iMTs 
'î '■,  oj.  oz;  on  r('mîH<|iift ii  de  |iltis  «pn*  ces  iiu-idcs  ilitlV'icii(T>  ^.r,  oi  . 
o:  .scriiril  iilisnliiim  iit  iiul4'pt'n(laiil!'>  dr  Iniitcs  Ifs  autres  ilillcn  in  es 
ô\,  0  V,....  (^iir  il  t'sl  cvidciil  (juc.  l'in noii  iiiuliit'lli'  des  inrps  m-  d<'|M  ii- 
ilsinl  que  de  leur  posilion  r»'s|>tMiivt',  savoii'  des  ligues  \,  Y,  Z,  \  .  Y 
Z',  X",...,  il  n'y  aura  qui»  les  st>uleH  diiïérunrcs  JX,  9\,  dZ, 
dZ',...  de  ees  mêmes  ligiit-s  qui  soient  liées  entre  elles  par  des  rapports 
donnés  par  la  nature  du  Problème;  d*où  il  suit  que  les  termes  airet-tés 
des  difTcrences  ^x,  iy,  ds  dans  l'équation  (E)  devront  être  ehaeun  en 
particulier  égal  à  zéro;  co  qui  donnera  les  trois  équations  générales 

yid^^W  d'S^  +\i'd'£^  +M^...)f«/'  «. 

Ils  lin  il* 

+M'rf^î^ M'-«- )Hrfr 

Or. 

=  — =— =  -ét 

M         «'         m'        "  * 
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dont*,  ti  s  (  (ituitiniis  (irvifiidront  ccltcs-ci  : 


d  ^  '  — •'  ~  -h  i  M     M'  H-  M"  -f^ . . .  )g  J/  =  o. 


+  (M -H  M' +  H' -1-. . .  )R{/I  =  0; 


d'oii  l'on  voil  qui  si  r<ni  |)r('ii<I  ;i  (  li;i(|iit'  m>l;iiil  thtiis  le  sysIèiiH'  lin 
pniiil  li  l  «|ut-  tia  piisitmii  buii  deteriniiiec  pur  Irois  cuurdoniiét'K.  l'une 
pui  allèlf  à  x  el  égale  ii 

Mx-t-M'j  -^-M'x''-^... 
M-l-M'  +  M'  +  ...  * 

l'auln*  parallèlf  à/ t'i  .  ji.il.'  à 

tft  la  li'oi.sièiiii-  paialloli'  à    cl  «'•;:ilt>  ii 

\U  +  W  z'  +  M"*"  -h... 


ri-  |Miint  nit»iivra  conimt'  lri;iit  un  curp.s  sullicilc  .sim|>lfnit'iil  par  li-s 
tiiMS  foiT«>s  P.  y.  R.  Or  il  t'sl  cviiitMil  quo  ce  point  ne  situ  auln*  cliow 
ipic  le  centre  de  gravité  du  système,  savoir»  de  tous  le»  corps  iM,  .M',..., 
t|ui  le  eom||Oj)enl. 

Second  cas.  —  Soit  pris,  comme  dans  l'Article  IV.  au  lieu  deit  deux 
coordonnées  rectan-^les  .r  et  y,  un  rayun  vecteur  x  avec  un  angle  9,  et 

si)ifiil  ilr  rnèine  sulislitucs  aux  aiilrrs  »ih)i doiiiHTS  i  ,  v'.  .t",  v".....  h-s 

raMMis  v»'<  tfiMS     ,  .r'          parlant  tiu  im-me  puiiil  ti\r         li'  r:i\oi)  j  , 

avec  les  aiiplcs  c()rrc.sp(>n(lanl>  y'.  -J'         pris  ilans  le  ineine  plan  de 

l'angle  ^  \  ou  trouvera,  coiiiiiie  ilaiis  l'Arlicle  cite, 

^  x^d^dà^  ■+■  xdff'ox  -¥  dx  dox     dtdô  z 


(F)  ( 


m         APPLICATKIN.  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 
et  de  même 

"        "        Jht  * 
_  J^d^'dit^'    ^dtf'^i:^  +  dx'di*'  +  d^diiT 

dtC  ' 

et  ainsi  <l<  >  autre».  On  substituera  cr»  valeurs  dans  ri  (|u:ttioii  D  <!** 
l'At  ti<  lt>  Mil.  vA  pratiquant  les  mêmes  rétiuctions  que  dans  l'Article  IV. 
elle  deviendra 

^  M        ^      ^  M  [d  ^  j  ôx"  -4-  M«rf  o." 

-h  (M MON  +  M'm'om  4-  Wu'oh"  -»-.,.)«/<  j  ^ 

équation  dans;  lit(|ii<  lli  j'ai  rejeté  lou»  les  termes  qui  itnnt  hors  du 

.signe  Ç -  paiTt'  tjiii'  ces  Iciiiii's  ilt-viniiii'iil  i-vidi'iniiu-iil  ifuls  «l;iiis  lu 

suppusilioii  que  It*  |iri-iiiit'r  iM  le  «Icrtiit-i'  point  «Ir  tlniqnc  tnijerimif 
soiiMil  donnes.  Or.  n  (it-  ciinalinn  cliuit  aiialogue  à  rc(|iiatiun  V.  de 
r.ArticIo  Vlli,  ne  il<  inandria  plus  (juc  des  oponitions  seniidablfs  pour 
IniuviT  le  niuuveiiii-iil  <1(*  cliaqui-  <  orps.  Ou  en  verra  des  exAuples  daus 
les  Problèmes  suivants. 

Xll. 

CuROLLAiHE.  —  Si  \v  système  est  entièrement  libre  uu  qu'il  suit  siui- 
plenifiit  assnjt'lli  ii  si-  mouvoir  autour  d'un  point  fixe,  cl  ((»ul<'s  les 
fon  i's  sollii  ilali il  (  S  ilr-.  1 01  ps  coiicouiTnl  :i  <  <•  point,  |in'nant  ce  puiiit 
pour  le  tenlrc  <les  ravuiis  vei  leurs  .r,  .r',  et  i'aisuiil 

il  est  facile  de  voir  que  $9  sera  alisolumenl  indépendante  des  autres 
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différences  9^,  d^',....  d»,        9af        qoelle  que  soit  raction 

réciproque  des  corps  les  utis  sur  les  autres;  i(  est  de  plus  c>vi(I(>nt  (|ue 
loiili's  les  (linV-reaceS  d/»t  9qt  9/t*..,  (|ui  cutrent  ihins  la  valeur  de 

.M// '")//  — M'«'3i/'         s(»ronl  aussi  indépendantes  de  la  diflerence  S^; 

d'où  il  suit  que  tous  les  ternies  de  retpiation  f  I-'  qui  se  Irouveroiil  aifee- 

tés  de  la  diflérenee  n-^  après  les  sultstilulions  de  <'>ç  <  o*!»,      +  'M'  

à  la  place  de  3^',  devront  être  égaux  à  zéro  separéineni  du  reste 

de  l'équation  :  on  aura  donc  en  général»  après  avoir  effacé  le  dç»,  l'equa- 
tion 

dont  Tintégrale  est 

(G)  ~S   ^   ^^r— ^ -•■  •  .  =  cons»., 

ou,  en  mettant  di  pour  3F'*"        nommant  H  la  conslante, 

et  intégrant  de  nouveau,  il  vient 

mJ  x'rfç  -I-  M'J  X  'Jç'     M*  I  x'»</9'  -f-. . .  =r  m. 
Il  est  visible  que  l'intégrale 

exprime  l'aire  que  la  projection  du  corps  M  décrit  autour  du  centnfdes 
forces,  et  que  les  autres  intégrales 


expriment  de  même  les  aires  décrites  par  les  projections  des  antre» 
corps  M',  M",...,  autour  du  même  centre;  donc  la  somme  de  chacune  de 
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ev«  aires,  muliipruM-  par  lii  masse  du  cwf»  qui  la  décrit,  est  toujours 
proportioniH'llt'  au  tniips. 

Li"  l»'i"li'ur  qui  scr  ii  niriciix  itc  voir  iiiir  «Iciiioiisii  niiou  <|i<  ce  llicd- 
rèuu'  liirt'  di-.s  priiM  ipi  s  de  .Mic;iuii|Uf.  la  trouvera  <lans  un  Mcniouf  <!»• 
M.  lecbevalitM-  d'An  y,  iui|>niuc'  parmi  (l'Ux  de  rAçadémie  ruyale  des 
S<:ienceft  de  Paris,  année  1747:  il  v  trouvera  aussi  Tusage  de  ce  même 
théorème  pour  résoudre  plusieurs  questions  de  Dynamique. 

Au  reste,  nous  remarquerons  que  Téqualion  (G)  renferme  le  principe 
que  MM.  Daniel  Bemoulli  et  Euler  ont  appelé  la  eontervoUan  du  mmteta 
du  mouvement  àrmdatoin,  et  qui  conHielp  en  ce  que  la  somme  des 

produits  de  chaque  corps  M  par  sa  vitesse  circulatoire         et  par  sa 

distance  au  centre  de  ac  (»1  constante  pendant  le  mouvement  du  sys- 
tème. (Vqyet  les  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Scieneet  de  B&iin. 
année  1745.. et  les  OfmtDulet  de  M.-Euler  imprimés  à  Berlin  en  1746.  ) 

La  même  équation  (6;  renferme  aussi  le  principe  de  M.  le  chevalier 
d'Arcy,  que  la  somme  des  produits  de  chaque  corps  M  par  sa  vitesse  u,  el 

par  la  perpendiculairi'  '^J^  ''  menée  du  centre  sur  la  direction  du  rorps, 

niit  toujours  une  quantité  constante.  Voyez  les  Mémoires  de  l'Académie 
defiarist  années  1749»  <7^>-) 

* 

XUI. 

R^VASQUE.  —  Il  est  aisé  de  truiivcr,  (lar  la  méthode  «{uc  j'ai  donut-e 
dans  la  Remarque  de  l'Article  VI.  <{ur  ri(|uatiuu  :l  1  sera  exacte  en 
général  toutes  les  fois  que  ta  formule 

-  \\\ydp  -H  or/«/  -  K</i    . ..)-  «'(!>'»//>'■+- g' -+-  R'*/f  -t-.. .)  -  •  •. 

qui  exprime  la  valeur  de 

M  «     -)- M' «' i/n' +  Si'' u' -1^ . . . . 

si  r:i  une  diUen-ntit'Ilt'  roiiiplètc.  Dans  lt»us  les  aulifs  «  a>,  (•••Ile  eipialion 
II)-  pourru  plus  sei'V'ir  à  Iruuver  les  euudiliuns  de  la  maximité  un  de  la 
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fmnùmté  de  U  formule  intéginli» 

mJ  udt  4-  M'J  u'tU     M'  fuU^  -H, . 

mais  fllf  siTviri  It^jours  ('^ralcnn'iil  pour  lidiivi  r  l>'s  ttnnivcuinits  dt-s 

corps  M,  M',  W,  i|u<  llr>         Miiciil  les  loices  (Imil  ils  seuil  aiiiiiu-.s. 

Ainsi,  sans  i«'eiiiljan'assei'  que  lu  t'onuul*'  tluiit  uuuti  parlons  soit  rt'clle- 
ment  un  maximum  ou  un  minimum,  on  pourra  toujours  cinplover  l'é- 
quation ^U)  dans  quelqu(>  hypothfew  df  fflrr<«  que  ce  soit. 

XIV. 

PaoBLiMB  III.  —  Trois  co/ps  M»  M',  M*  s'attirent  miiiin  tlfnicnt  par  des 
farces  d'af fraction  F,  F  ,  {\  ;  trouver  les  mintes  des  corps  M,  M."  par  rafpon 
au  corps  yi  regardé  coaune  en  rqms. 

SoLUTioir.  —  Les  mêmes  noms  étant  cons<»rvés  que  dans  rArlivIe  IX. 
on  fera  de  plus»  romme  dans  FArticle  X, 

et  l'on  aura 

(ts   —  y  </a  '  •+-  f/)  =  -4- 

,      da'  -  v'f</j"  +  «/  \  )'-♦-{</)  +■  ft  Y  )'  -f-~û/5  -f-  </Z  )' , 
-  ^(djt  -t-  dX'Y^'Jdy^'dYf^Jdsrirdzy , 

d'où  Ton  tirera,  par  la  diiïéi'entiatîon,  les  valeurs  de  itb,  <fds\  èdt, 
qu'il  faudra  substituer  dans  Téquation  (D)  de  TArticle  VIII. 

Biais  pour  mieux  représenter  les  orbites  relatives  des  corps  M',  M", 
soient  pris,  au  lieu  des  coordonnées  rectangles  X,  Y,  X',  Y',  deux  rayons 
vecteurs  r,  r',  avt^r  dk>nx  angles  rorrespondants  9, 7',  tels  que  Ton  ail 


•I. 


\  —  r  COS9,  Y  ^  I  sino, 
X'  =  r'cosî<,  ^'^-f'siny; 


t 
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nyant  fait  ve»  sabstitutions  dans  le^  valeurs  de  ek'»  dW,  on^uro 

///     v^'*'     î«  </-»"//(  rrosç)  +  »</)  d\rsn\%f)     /'f/i'  -f-  f/i'  -t-  '•tlzd'/.     ilV . 
lit  "     \tis'  ■+■  o^tlxd\r'  cos^f'j     ■.!rf)  rf(r'si»ç>'j  -¥-r''d'^''  -*-i/r''  -t-  xdztl'C  "  d/.  ' . 

MaintenanU  si  l'on  veut  regarder  l'orbite  du  corps  31  comme  connue, 
on  prendra  les  différences  d^fr,  itds',  iéif,  en  supposant  d»,  dy,  dz  von- 
stantes;  on  aura 

drfj'=  ^  [dx$d[reos<f)  ■+■  (lydd[rsin<f)  •+■  r'dfid^  •+■  rd(f'it 

i-  dridr-i-  i,ds  dZ)idi], 

td**—      [dxàd(r'  cos'f')  4-  drod[r'  sinf')4-  r''</9'â</ip'  +  r'd^'*ir' 

-4-  dr^idr'  +  (  rfs  dT)idV]. 

Av;mt  (|U<'  de  l^in-  <'cs  siibstilutinns  daiit*  l'équaCion  U;  de  l'Ar- 
l"n  U>  YIIl,  je  rt>in:ir«|ti<'  i|ii<'  les  corps  M  ,  M  dont  on  eherche  !•■  iiiuiiv»'- 
n)t'nt  cliuit  cnlièremcnt  lil>i'»'s  \\:w \'\\\  inuln  si  ilu  Pruldèiiir.  les  di  lin m  t  s 
de  leurs  eoordonnécs  »r,  op,  oZ,  oV  ,  o-,  ,  soiu  iiéeessuireiiieiii  indé- 
pendantes entre  elles;  d*où  il  suit  qu'on  peut  faire  pour  chacun  de  res 
corps  un  calcul  k  part,  en  ne  considérant  \k  la  fois  que  les  variations  des 
trois  coordonnées  r,  9,  Z  ou  r',  9',  Z'. 

Qu'on  ne  prenne  d'abord  que  les  trois  premières  r,  7,  Z  pour  variables.  . 
il  est  elaii  qu'on  aura  idf^o%  par  conséquent  l'équation  mentionnée 
deviendra  simplement 

j  [Wtiàds'  +  (M{i8m  -i-  M'«  ô«'  h-  m  «"ôm"  +  ...)</']  —  o. 

Pour  appliquer  cette  équaUon  au  Problème  présent,  on  commencera 
par  substituer.  Ii  la  placé  de  d<fi<,  aa  valeur  trouvée  ci-dessus,  en  y  mcl> 

tanl.  pour  plus  de  simplicité,  au  lieu  de  ~  son  égale      ensuite  on 

intégrera  par  parties  tous  les  ternies  qui  reiileruierout  des  dillérences 
stilcctccs  du  double  signe  d</,  après  avoir  changé  ce  signe  dans  son  équi- 
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valvnl  d$i  celte  opêraliun  donnera  les  transtunuées  suivante»  : 

(en  rejetant  les  tennvs  qui  sont  hors  du  signe  d'intégration  et  qui  s'éva- 
nouissent toujours  dans  Thypothèse  de  l'Article  II),  et  de  même 

/(dz  +  tfZ ) i/az  fjiàz-*- dZ) 
 S  =  -  J  •*  —  

Kii  joi^iianl  fusciiiblc  l<iiil»'s  ri->  iranslorniées,  fi  v  ajoulaol  l»-  If-rine 
j  'W'^'^*  ^"  valeur  de  J u'ids'  exprimée  par  la  turniuie  sui- 

vante : 

A  présent,  pour  avoir  la  valeur  de 

Muôu  -♦-  M'a' du'  M*m"8m", 

-  on  fera  dans  l'équation  (U)  de  TArticle  VIII  toutes  les  quantités  P.  Q,  R, 

F,  Q'  qui  représentent  des  forces  étrangères  é^les  à  zéro,  et  Ton 

aura 

Huèu  +  M' «'an'  -t-  M'u'au"  =  -  MH'F</-  MM'Paf  -  M'M'Ga^. 

49- 
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Or  il  est  facile  de  trouver  (|iir 


g=s  — XJ»+(V'-ÎF-»-  (2' — Z)'  =  Vr'»+p»— ar'rcos  (?'-?)+ (Z'  -  Zy  : 
(t*où  Ton  tirera»  en  regardant  toujours  s  ,  r'  et  Z'  comme  ronstanteR, 

*/=  — j — »  *r = 

ig=  —  — ^-  '-ir—  ^'os  o/.. 

Ayant  finit  ces  Hubstitutions,  on  ajoutera  ensemble  les  valeur»  de 

M'  Ç u  Qfh  ,  et  (11-  Ma  'W/  4-  M'//'  îiu      M"//'  <">«".  et  Toti  aur»  iiiif  l'ornuilc 

tillt'gralc,  don!  ili;i(|U('  Icrinr  crMiluMnlrii  une  des  dilTén'iKM's  o'^,  nr.  oZ, 
«'t  qui  devra  ('trc  égale  à  zeiD.  qiit  lU-.s  i|»f  >oi«Mit  les  val('ur>  de  ees  flifl'e- 
rences.  Ou  trouvera  donc,  eu  l'aisaut  séparément  égal  à  zéro  chacun  de 
leurs  coefficients*  et  divisant  par  M'. 

^  rf £^  -H  „,„<p ^  _ ,oo»9  rf ^  -H  ^'•^"'jj  -'^^  U'Gdt  =  o. 

équations  qui  se  réduisent  li.la  forme  de  celles  de  TArticlelY,  en  sup- 
posant 

rslnçrf-^  — rcos'y'/^^ — ~  i^ll'Gal  =  —  orf*. 


cos 


al'  ut     J  g 


dt  g 

Et  ces  équations  suffiront  pour  déterminer  Torbite  du  corps  M',  on  sup- 
posant connues  les  orbites  des  deux  autres  corps  M.  M". 
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Qu'cMi  fasse  maintenant,  dans  li  s  cxitiession.s  de  îids',  ods",  o/ .  5^', 
les  changeantes  r',  f',  Z  variables  au  lieu  des  r,  9,  Z;  on  trouvvra,  par 
des  raisonnements  et  des  opérations  semblables  aax  précédentes,  trois 
autres  équations,  qui  ne  différeront  des  équations  ci-dessus  quf  psrre 
.  qu'il  y  aura  9*7  k  la  place  de  r.  Z  et  réciproquement.  e(  ves 
équations  seront  relies  de  l'orbite  du  corps  M*. 

XV. 

CoHOLLATRE  I.  —  Si  Ton  ne  connaissait  pas  Torbite  absolue  du  corps  M, 

alors,  pour  detcrmint-r  les  valeui's  des  quantitt's  ~»  'y^-       il  faudrail 
'  •  tii    (Il  lit 

aussi  Tairi'  varier  les  trois  changeantes  or, /,  9  dans  les  valeurs  de  ds^  ds', 

dsl\  ce  qui  donnerait  * 

d</»  —  ^dx  idx  -4-  drody  ■+■  dz  ddt), 

id^  =  ^[dr-i-  4/(rcosf))4<fr  -1-        i/(rsln?)]difrH-(d!s  -i-  dl)id», 

odt  =  jg5  [c/Lr  +  d[r'  cos<f']]ddx  h-  [dx  ■+■  d{r'  sin?')]  jrf/  -•-  (</»  ■+■  d'/.'}ids. 

Un  siilislilneiail  ces  valeurs  «latts  l'equatitiu  générale  D  de  l'Ar- 
lieie  Ylli,  et  taisant  après  les  reduiiiuns  ordinaires  les  truis  i-uellirienls 
de  Hae,  9v,  9z  chacun  égal  à  zéro,  on  aurait  trois  équations,  par  ttv- 

qui'Ue»  un  pourrait  liélerminer  les  vali  ui>  iW  ^»  An  reste,  ees 

équations  revietulraienl  au  niémé  que  celles  de  l'Article  X,  eu  ,v  t'aisaiil 
Pt  Q,  R  chacun  égal  à  zéro. 

XVI. 

l/iRoLLAiRb  II.  —  Les  équatiuus  qu'on  trouverait  pai  la  méthode  dli 
Corollaire  précédent  ne  renfermeraient  point  les  forces  F,  F'.  G,  iiiaÎK 
seulement  les  changeantes  r,  f,  r',  9'  avec  leurs  différent»»;  mais,  pour 
ne  pas  trop  chargifr  de  différentielles  les  équations  du  mouvement  Afv 
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«•orps  M',  M",  il  sera  mieux  de  chercher  les  valeurs  de  g^»  ^»  en  con- 
sidérant diroclernent  les  orbites  iibsolues  cli-  ces  deux  corps. 

Que  .r  .  v'.  t".  y' .  z"  siiient  les  (•rdonnccs  rectangles  des  ()rl>ili's 
dont  nuus  pariniis  :  (ui  |iar\ieiidra  it  une  équation  (|Ui  sera  la  même  (|ue 
l*é(|ualion  'Ej  «lu  Prubiènie  il,  et  dans  laquelle,  k  cause  que  les  corps 
Mnl  libres,  il  faudra  faire  les  coetfîcieots  de  ix,  9y,  Sz,  O-r ,  iy',..., 
chacun  égal  k  séro.  Or  il  eat  facile  de  trouver  que 


/'=^^(*'~*)»  -h{x'~ry  -»-(«'' 

« 

puur  uulre  cas,  il  suliit  de  l'aire  varier         z  seulenivul;  on  aura  donc 
0/  —  jr—ix  —  -  j,  •  oy  j—it. 


On  subsUtuera  ces  valeurs  dans  l'eipression 
et  à  cause  de 

r'  —  X  —  \  —  r  ros  tp,     r'  —-  y  -  \'  ^  r  sin  o.  j'  —  r  —  Z, 

x"'— X  =  X'  =  r' C0S9',  x"  —  x=\' ~  r' ain<f',  s'—z —  '£.', 

on  aura 

y^uiu     M' m'  iu'  ■+■  là'  u  ou" 

=  M  (    -y  ^-  y,  )  *  *  +  M  ^  *  j 

„/M'FZ  MFZ'w 
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Mettant  celle  valeur  de 

(l;iiis  l'(  (|ii;ition  E).  l'I  fais:mt  c^mI  ii  /i-i-o  s('|>ai-«"m«'nl  rli:i<  iiii  «les  Imis 
lufllicii-nis  lie  '}.r,_^v,  às,  il  viendra,  upirs  avoir  divise  If  loul  {>ur  iM. 

«t  rois  dt  à  la  place  de  ^* 

^^„,N1'Frslnip_^irFVsin.^^^^^ 

Par  là.  les  valeurs  dt-  II.  'I  de  l'Arliote  XIV  dvvieiidruiit.  aprë» 
i|tieiqut>8  réductions  furl  simplfs, 

M-(|-|i)rr'sln(»'-ç)  =  «». 

(  M  +  M')     +  M'  j| Ir  -  r'  coa (9'  -     +|ï  r'  cos(ç'  -  ^) j  =  D, 

XVll. 

PaoBLiJiB  IV.  —  I/a  «071»  91  âanl  toUicilé  par  UtfU  de  /imxt  ^uon 
voudra  !V      R        et  tinuU  après  lui  deux  autres  caps  M',  Vi"  par  te 

moyen  dcuj:  /ils  de  longueurs  données,  trouver  (e  mouvement  de  cha- 
(■un  de  cri  fn>is  corps.  On  su/t/tose,  pour pbu  de  SM^Ucité,  qu'iisse  meuvent 
tous  trois  dans  te  même  pian. 

Solution.  —  Soient lea  longueurs  données  des  Bis,  c'est-à-dire  les 

distances  invariables  des  corps  M',  M*  au  corps  M;  x,y  les  courdonnces 
rectangles  de  l;i  rmirlie  déerile  par  le  corps  M,  et  9.  ç.  les  angles  (|ue  le» 
lignes  /,/'  forment  à  cba(|uc  instant  avec-  l'axe  des  x;  prenant  x't-y\ 
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■z^,  y"  pour  les  euordoané«s  rectaiif;les  des  autres  corps  H',  H"»  on  aura 

=s  jr  ~f  COSç",        rxy  ~f  sillf  % 

tt*''  —  df*  dy'*  =  rfr* + ii/(aiii  ^dx  —  CO89  dy)d^^f*  rfç*. 
A^»  —  rf*"»  -4-  rfr^  =  4Ar'-4-rfr»-f-  nfi^ln^'dx  —  tw^'dy^d^  -♦-/'•rfç'», 

l'on  lin» 

ij*/»  =  ^^^^  èdx  -t-djri dy), 

•f-/(/9(coS9</«  +  sin9(/^-)à9  -t- /[sin^  </x  —  tos^dy  fd^)èdp], 

A-  f* d^' (çQ%rsf  dx  +  sili  v''/)  ;  09'  -t-/'  sii)-v'(/«  —  fosv  (/)•  -1-  f  dr^')id9'\. 
On  .siili.stitucra  i-fs  valfui*»  tlaii:»  les  intégrales 

Çuid$,    Ç  i^idtr,  Jifèdr 

lit-  ri'(|ii:itinit  I)  i\v  j'Artii  lr'  VIII,  et  laisaut  les  Iniusluruiations  et  les 
irductictns  urdinaires,  on  trouvera 

j,.6d,  =  -j{<i'pT^d'l^orjr 

(cosodx     sin 'j  f/v  -  .        ,  siii ùdx  —  roso dy  —  fd-^  _i  ,  1 

El  Ton  aura  pour  Ç t^^Sdsf  la  même  expression  que  pour  Ç u'rfds'.  en 

niiiiquiint  seulemt  iii  iruii  trait  le.s  lettres  y  et /,  eomme  il  e»t  aise  de 
s'en  assurer  par  le  eaicul. 
Pour  avoir  roainlenaot  la  valeur  de 

Uttiu -h  ti  n' èu'  H'ii'dw', 
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on  aura  recours  à  Téquation  (|toéra1e(U)  de  l'Article  VIII,  laquelle  don- 
nera pour  le  caa  présent 

Mmôm  -i-  Wu  iu'  -htA"u  iW  =^—1A(?ip-*-{iiq-*-hàr}—  —  ÎA{Uèx-¥-taiy), 

en  fiiisant  les  mêmes  suppositions  que  dans  TArtiele  1. 

Il  R*y  a  plus  qu'à  mettre  ces  dilTérente»  transformées  dans  Téquation 
fD);  or.  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

M  (  ,1      +  oA)  +  M'rf  [^^  {dr  -/rosçrfç)]  ^  M-J       (dr  -r  «-osf  If»')]  =  \x\, 

^  (cosf/x  ^l-siiif  cfy')  — M'</  1^  -—^  (^liiiçifer  — cosç^-»- 
^^^^  î ros<i>'</jp    sin  ç'  rfr)  -  M' (sin  ç'  rfa:  -  rosf  ^-  +/'  </ç')  j  =  1^']. 
on  trouve 

Vl'où  l'on  tire  par  notre  méthode 

quatre  équations  qui  suffiront  pour  déterminer  le  rapport  des  indéter- 
minées au  temps  f,  et  par  conséquent  le  mouvement  de  rba- 
i'.un  des  trois  corps  M,  M',  M*. 

XVIII. 

Corollaire  L  —  Si  le  corps  M  était  mû  dans  une  rainure  courtu'  ve- 
préaentée  par  l'équation 

alors  ii  n'y  aurait  qu'à  mettre,  dans  l'équation  (H;,  mhjc  \m\w  ^v.  «H 
1.  5o 
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faire  emuite  chacun  des  trois  coefficients  de  èw,  fff,  itf'  égal  à  zéro;  ce 
qui  donnerait  pour  les  équations  du  mouvement  des  corps 

Si  I»'  corps  .M  cljiit.  inilrc  ci  hi,  oltli^i-  de  iinMivoit  ;i\t'<  iiii»'  vil«'>s<' 
«ioti(  la  loi  à  cliaquc  point  dv  lu  cuurbc  lut  doiiiK'e,  aloi>,  coiiiiue  le 
mouvement  de  ce  corps  serait  entièrement  donné,  on  aurait  Hae^oet 
iyssoi  c'est  pour(|uoi  il  faudrait  supprimer  les  équations  ta;]  s  o  et 
{y]^o,  et  mettre  dans  les  deux  autres  f^]  =a,  [9*]  =0,  au  li(«u  de 

77'  !l  <  leurs  valeurs  données. 
lit  tii 

XIX. 

(>iROLLAiRK  11.  —  Supposons  qui'  les  trois  corps  M,  M'.  .M",  au  lieu  de 
se  tenir  par  des  fils,  soient  attachés  k  nue  vei^  inflexible,  en  sorte  que 
l'angle  des  lignes  /,/'  soit  constant  et  égal  ii  sr:  on  aura  donc  en  ce  cas 

• 

;rnisi.  il  Ile  t;iiiili;i  qu'colir»',  dans  l'cqualion  M  ,  y -+-  y  pour  9'  cl  05 
pdiii  ,  i  t  l;ns;int  ensuit»-  U's  r«»«l)iri«'Uls  île  o  j-,  ày,  cliaouii  en  par- 
lirulier  cyai  à  zeio,  on  aura 

XX. 

UoaoLLAiRE  III.  —  Si  l'on  veut  de  plus,  dans  le  cas  du  (Corollaire  pré- 
(rédent,  (|U(*  le  corps  M  se  meuve  dans  une  rainure  eourbe  dont  l'équa- 

timi  soit  f(y  —rndx,  mettant,  comme  dans  l'Arliclc  XVIII.  mîix  au  lieu 
de  dv,  e(  taisant  chacun  égal  à  zéro  tes  coeliicieiiU^  de  dxel  if,  un  aura 
Himplenicnl  les  deux  equaliunjt 

l*î  +  mLr)  =  o.  el  [,>]  +  [t'l  =  o. 
Mais  si  la  viteSi>e  du  corps  M  est  aussi  donnée,  en  ce  ras,  !ix  et  0  >-  elani 
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nul»*  îi  ne  restera  que  rêquation 

dans  laquelle  il  faudra  mettre,  an  lieu  «le      ^«  leurs  valeurs  donnée». 

XXK 

GoROLtAïae  IV.  —  Si  les  corps  H'.  M"  étaient  Im  s  pui-  un  même  fil,  de 
,  longueur  donnée,  le  long  (luquc>l  l'autre  corps  M  pùt  couler  librement 
par  le  moyen  d*un  anneau,  on  pourrait  résoudre  le  Problème  de  la  même 
manière  en  faisant  les  quantités y^/^  variables  dans  les  expressions  de 

A',  tbr  el  (le  Icui-s  (lillV'iriic.'s  itbf. 

Pour  cela,  il  ii'n  :mi-:)it  iiii^menler  la  valeur  de  ds'*  trouvée  t*i- 
dessus  (Article  XVll;  de  la  quantité 

e(  ensuid-  cfllc  (ic  ods'  <li'  tu  quiUilitt' 

(sin^  dx  —  roS9  tfy-   fd^\d^  if—  (rosf  dx-t-ain^dy—  df)idf 

■+•  (sin  9  rfx    eos  9  c(|t)  dfi^  —  ros9  dfid»  —  sin  9  dfidy 

«liviscf  jtar  ds  \  <-'«>st  pourquoi  hi  valeur  la  furnmUr  i(ilcf;r:tlc  j  u  oth' 
serait  augmentée  de 

j  "  — ^  (/{  di       '      ~       ^  'v"^*V 

H- 1  ^ (sin 9 rfjr  —  ros9 rf»- -^fd^)  -^-d    {rw^dx  +  sln9f/r  —  <//')j 3/|  • 

Ët  Taulre  formule  intégrale  /  u"èds''  srrail  aussi  augmentée  de  la 

a  * 

même  quantité,  en  marquant  seulement  d'un  Irait  les  denx  lettres  ^H/, 
Piir  là,  l'équation  fHj  deviendrait  de  celle  forme: 

{Ij       -  I  [(x)^x^(.r)d»--(9J«9~(v']'i?'-Hi/)'i/-H/;o/'J^.., 

5o. 


3W         APPLICATION  DB  LA  HATHODE  PRÉCÉDENTE 
dans  laquelle 

(9'  )  ^  [9'J    M-  ^  (sin?' rfx  -  co»9'rfr). 

(y")=M'  '-^  (sin<}i  </x  —  «•osç  f/>  —  /«/^i)  +  .M  </ j^^(cosy«/a  4- si»       — rf/}^» 

« 

Maintenant,  les  deux  corps  M',  M"  étant  attaché.H  Hxemeilt  aux  extré- 
mités (lu  til  qui  est  supposé  inextensible,  il  faut  )|ue  la  somme  îles  lignes 
/ et  /'  soit  eonstaiite;  soit  cette  somme,  cVst>àMlire  la  longueur  totale 
(lu  iil.  égale  k  a,  on  aura 

f-a-f  ei  </'  =  -d/5 

on  fera  donc  ces  sulislitutiuns  «laiis  l'équation  il),  et  mettant  insuite 
(  hacun  égal  à  zéro  les  caetricienls  des  diflerenceK  restantes  hx,  îîv,  u^. 
oçi',  o/,  on  aura  les  cinq  équations 

(*)  =  o,  {r)  =  o,  (ç)  =  o.  (ç')  =  o,  (/J-(/'}  =  o,  • 

lesquelles  donneront  le  rapport  des  cinq  indéterminées  x,  jr^  f*.f't/  >v 
temps  I. 

XXTI. 

Coiioi.i.AiiiK  V.  —  Si  le  i  nrps  M  était  tixe,  ou.  ce  (jui  revient  au  même, 
si  le  Iil  qui  joint  les  deux  eorps  M',  M"  passait  à  travers  un  anneau  imnio- 

é 

(*)  On  ■  rtlaUK  dins  ow  forandssi  Im  nuingii  M'  «I  M*  qui  sont  onusfr^  iIhilh  l4>  it>xt«  pri- 

WM.  •  {Nom  de  l'ÊditfVr.) 
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bile,  on  aurait  pour  Ion  <£r,  Jbf  el  dx,  Tiy  chacun  égal  à  zéro,  et  lei 
équations  du  mouvement  des  deux  corps  seraient 

(<p)  =  o.  (^)  =  o  et  (/)-(/')  =  o, 

savoir,  à  rause  que  dx  ^o,  dy  —  o  ftif  =  a  —/, 

at         •*     dt  ' 

et 

dt  dt       *  ' 

Les  deux  premières  équations,  étant  intégrées,  donneront 

et,  ces  valeurs  substituées  dans  la  troisième,  on  aura 


\<//  Kilt 


id 


3f=- 


/■  («-// 

laquelle  étant  multipliée  par  ^*  et  ensuite  intégrée,  devient 
d'où  l*on  tire 

dt=  ^  


XXlll. 

GoROLLAisB  VI.  —  Si  dans  le  cas  du  Corollaire  précédent  les  deux 
corps  M'.  M"  étaient  attachés  k  une  verge  droite  el  inflexible,  alors  on 
aurait  9'  =  9  el  9^'  =  i^,  el  les  équations  (f)  s=  o,  ff ')    o  n'en  feraient 

I  *)  Uanit  ati  Article  i*l  Uan«  U'  «uivanl.  Ltgnngi*  m-  iieiil  ^  cuiiiitU-  île.»  iiui>st'.>.  il  en  n'»- 
Mili**  que  Iw  formule»  obtmMM  le  rapportant  as  muI  ca»  oà  In  mtm*  M'  rt  M*  «mt  ésahv 
ehlrp  bIIiv.  •    (  Aitfr  i«-  VÊditfiir.) 


398         APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 

plus  qu'une  seule,  savoir  (?)  -h(f')  ^  o;  on  aurail  doue  simplement  les 
deux  équations 

ni  ai  at 

lf.s(|iirlli->  (litiiiicnl,  (*ti  <*iias.saiil  <//, 

f  >/    "I  </?_  iff  _ 

rt'  —  ao/"    ay*         (o*  —  taf  •*■  •*/')  rf?  ~" 

Otte  équation  #tanl  multipliée  par  ^zr^^^:  ,/'^  ensuite  intégrée. 
vn  regardant  df  «omme  constante,  deviendra  celle-ci 

 do  df*   *h 

qui  se  rédoit  il 

XXIV. 

PaoBLiHE  V.  —  IVouver  Is  mowemetU  d'un /U Jfxe  en  une  de  tet  extn- 
nùtdi,  et  dtargi  de  tant  de  oorpe  pétants  qu'on  vombu  M,  M',  N'  

Solution.  —  Ayant  pris,  comme  dans  TArtirlo  K,     y,  s,     y,  s",  ' 

4^,  v%  z",...  pour  les  coordonnées  rectangles  des  corps  M,  M'.  M"  «u 

ad'abun)  réqiiation  K  .  Soit  maintenant  /la  portion  du  til  interceptée 

entre  rexirémilé  fixe  e(  le  eorpsMi  soient  aussi/'./'  ....  les  portions  du 
même  (il  iiiien  (  iiiei  s  euire  ies  corps  M  et  M',  M  el  M' ,  et  ainsi  de  suite; 
un  aura  ie.s  équation» 


 /  , 


Digitized  by  Google 


k  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES  DE  DYNAMIQUE.  m 

l'origine  des  abscisses  ar,  af,  af,...  étant  à  l'extrémité  fixe  du  Al.  On  lire 
d«  là   

*'=  *  -  )•)'  -(z'  -  z)\  . 


«t  par  «oiMéquent 

« =     -     '  ^  (  r'  -y)  ay  -  èr)    (*'  -  - 

\x'  —  x  x'  —  x'       \jr'  — X     xj         xf  —  x 

Vx'  — jf      X/          \jr  —          x'—x)  •       x  —.r' 
H  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  si  on  suppose,  «  v  qui  est  alwoloinent  arbitraire,  l'axe-  des 
X.  af,        vertical,  et  que  P  exprime  la  pesanteur  absolue  des  corps.  îl 
^  faudra  mettre  dans  l'équation  fU)  de  l'Article  Vlll  ^x.  ^di;',  au 

lieu  de  ftp»  ip\  —  P  au  lieu  de  P,  P'.  F  et  toutes  les  aulreti 

forces  Q,  R.  Q',...  égales  à  zéro;  on  aura  donc 

Uuèu     M'hMm'  -4-  M'«f»ar-t~..  .z=.9{Uèx-t-  M'èx'     U'èx^-*-.. .  ). 

ïuhnul      Mib.stiliilioiis  liaiis  l'fquutiou  iU.)  vilfv  ci-tlevanl,  e(  oi'dtin- 
nunt  les  termes,  elle  deviendra  de  la  forme  suivante  : 

■ 

dans  laqufllt'  ou  aura,  apri's  ii\oir  mis  au  lifu^de  '-■  > 
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400         APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 
valeur  commune  dt, 

(^i="-[<'^;-ï^('*-4;)i 

et  les  valeurs  de  [x],  [s*].  ['*]>•..  seront  les  mêmes  que  celles  de  [y]* 
[y]*  [^Ito^en  y  mettant  simplement  «.  s',  s",...  au  lieu  dey,y»y,„.. 
On  fera  donc,  suivant  notre  méthode, 

[x}so.   [«']  =  o,  («'î=o  

ri|Uiitiuns  qui.  avec  celle»  qu'on  a  trouvées  plus  haut,  suiiiioui  pour 
I  t'>.ou(lre  le  Problèiuv. 

XXV. 

CoBOLLAiRB.  —  Soîeut  les  corps  M,  M'.  M',...  înBniment  petits,  et 

placés  à  des  distances  égales  les  uns  des  autres;  marquant  par  la  lettre  d 
la  différence  de  deux  coordonnées  consécutives  quelconques,  on  aura  en 
général 

x'  —  x     ûx  ar  —  jr*     r  —  x  Ax 

Soit  <to  chaque  petit  poids  dont  le  til  est  chargé;  soit,  de  plus,  dési> 
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gnée  par  TA  la  «oinnie  des  valeun.de  dm  ^dt  —d^^  pour  toute  la 

langueur  du  Hl,  et  la  somme  indéfinie  des  mêmes  valeurs  prise  relaUve- 
ment  h  rabwiase  »,  marquée  par  la  lettre  S,  de  cette  manière 

il  eut  facile  de  voir  que  les  équations  f^j  =  o,  {y'\  =o,  [^"J  =  o,...  se 
réduiront  toujours  à  relle-ci  générale  : 

que  de  même  les  équations  [«j=o.  {yjsso,  [x'Jso,...  »«  changeront  «n 

■''"|.''»*ï4('*-''s;jJ-';iiL^*-"-{"'-^ÎJh''- 

Ce  seront  donc  ces  deux  équations  qui  serviront  k  déterminer  le  mou- 
vement du  fli;  mais  il  y  faudra  encore  ajouter  une  troisième  équation 
qui  se  déduira  de  ce  que  rhaque  élément  du  fil,  dont  Texpresaion  géné- 
*rale  est  ^dx*    Ay*  h-  ds*,  doit  demeurer  constant,  pendant  que  le  fil 
varie  de  courbe.  Cette  équation  sera  donc 


savoir 


•   gf  =«. 

Dans  le  cas  de»  oscillatioaa  intinimeni  petites  on  a  ^  — t>t  paire 

qu'alors  chaque  point  du  Al  répond  loiijmin  k  trèft>peu  près  au  même 
point  de  Taxe:  de  plus,  si  on  regarde  le  fil  comme  uniformément  épaiH. 
et  que  Télémenl  de  sa  courbe  Vd*"    d^*  +  da*  soit  dénoté  par  ds,  nu 

aura  dmss4s,9t  la  formule  intégrale  Sdlm  ^PA  —      j  se  réduira  à 

SPdsdt  =  9tdt,  k  cause  de  Vdt  constant,  «  étant  la  longueur  de  la  partie 
I.  Si 


V(»^  M'PLICATION  DK  LA  MKinuDE  PHK<:ÉI)EMK 

(lu  (il  t|iii  iV-pimt!  à  l'ahscif^Sf  x;  par  i  nnst^niriit.  si  l;(  loniîiit  iir  l<>l;i!<'  du 
tii  isl  /,  t)ii  ;iiira  1  =  l'/.  et  U'h  deux  premioivs  equalion»  «It-vuMidroiil 
«•«•lles-fi,  lieau(-uu|i  piu.s  siiiipie.s. 

"(•'^-fi>*)-'""''3i"-"=- 

■  ''•(''w*ïî'*)-'*''e('-"=«= 

la  iriiisièine  sera  inulile. 

XXVI. 

Sf:c)tJK.     Si  les  lils  /,  /  ,/"....,  qui  joii^Mii  iit  les  corps  M,  M',  M'...., 
l'iaii'iu  exti'usibles  et  élastiques,  on  aurait  aims  les  équations 

/ if,  ='xi*    yiy  • 

fif  =(*'  -  «)(«*•-  ix)-*'iy^r)iiy  -  ir)  (*'  -  - 
el  ainsi  de  suite. 

On  trouvera  de  plus,  en  appelant  F.  F.  P*....  les  forces  d'èlaitieilé  ou 
.  de  contraction  des  fils  /,  /',  /",...,  que  réquatîon  (U)  deviendra 

^  ^  ^  %  • 

Mu']ii  '  W'ii'nii'  >  \\"  II'  i^it   4- .  .  .  ' 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  appliquant  le  principe  de  la  ron- 
servation  des  forces  vives  au  cas  dont  il  s'agit  ici. 
On  mettra  donc,  dans  cette  expression  de 

Mttdtt-i-M'ii'aH' M'ii-a»* -4-. .  .,■ 
au  lieu  de  2/,  ^f  '.  a/",...,  les  valeurs  )|u*»n  vi«  iit  de  trouver,  et  un  la 
substituera  ensuite  dan»  l'équation  (K;  de  TArdcle  IX:  ce  ((ui  donnera, 

après  avoir  ordonné  les  termes  et  mis  dt  à  la  place  de  ^i      p-»*-  * 
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un«  équation  de  cette  fonne  ; 

j*  [(x)  ix  +  (jc')  ix'  ■+■  (x*)  ix'  +  >-)  ^  »      { y  )  èy  h-  (  y  )  ô ^  . 

+  (*J(Î«  +  (a')^»' +  («") a*' -»-. . .]  =^ o, 

(iuiis  laqucllr 

«■("^-'""l-Cy"'^''-^'')-". 


ir  I 


(.r)  =  Mrf^-»-(j;F  -  ^ilpî:  F')  rfl, 

O")  =  M'rf^  +  (^^^-^  F'  -  F"]  iU, 


cl  lt>s  atitrrs  expressions  .  f3^)seroii(  Ifs  mêmes  que  tes  (y),  {y'), 

'  y"  :  »'ti  t'hati'jciUlt  sculnncnl  v  en      v'  en  r  .  v'  en   

De  «-ette  ét|iuttii)n  on  tirera  lionc,  suivant  notiv  métliude,  le.s  «qUM- 
tions  particulièrf^s  « 

( r)  ~  •»»  (r'i  -    (r") = •>  

(s)  —  n,    (i')  =  o,    (»'')'=o,. . .,  ■ 
qui  B(*ront  «  rllcs  ilu  inouM-mcui  descdrpsM.  M  .  M'  ,.... 

XXVII. 

(îniioLLMRe.  —  Si  Ton  veut  que  le»  masses  M.  M',  M"....  mîeni  îi)fiiii- 
menl  petites  et  placées  k  des  distances  infiniment  petites  les  unes  dfs 
autres,  ennservanl  les  suppositions  faites  dans  TArticle  XXV.  un  «ura  en 

Si. 


m         APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 

général  M  ^  dm,  f—  àt^ai  —x^  Ax^y^y  s  d^,  s*-*  s  s  ds*  et  Ton 
trouvera  que  les  équations  ci-dessus  se  chanferont  dans  les  troU  sui- 
vantes : 

ama-n  — d— i — Ui  q, 
dt  d« 

'  iib  la  quantité  F  marque  l'élasticité  variable  de  chaque  élément  du  fil. 
Si  l'on  fait  abstraction  de  la  pesanteur  P,  et  qu'on  suppose,  outre 
t  t'h.  les  oscillations  du  fil  infiniment  petites,  en  sorte  que  l'abscisse  x 
demeure  toujours  la  même  pour  chaque  élément  As»  la  première  équa- 
tion se  réduira  à 

Fdx 

dont  l'intégrale  ^st       =i,ce  qui  donne 

I  _  ± 

et  cette  valeur  étant  substituée  dans  les  deux  autres  équations,  on  aura, 
it  cause  de  k  constant, 

dmd^,=di^kdi,   dmd'^  =  ii^kdt, 
dt       ûx  dt  d» 

Soit  X  l'épaisseur  du  lit,  en  sorte  que  dm  ~  Xdx  (il  taudrait  uii-dre  ii  l;i 
rigueur  dm—Xàst  mais  comme  on  suppose  les  vibrations  infiniment 
petites,  il  est  clair  que  d^  et  ds  seront  aussi  infiniment  petites  par  rap- 
port à  àXf  et  qu'ainsi  ds  sera  k  trës-peu  près  égal  è  dx),  on  trouvera  en 
diflTérentiant  et  pranant  dt  et  dx  pour  constantes,  ce  qui  est  permis, 

HL  —  ^^    rf**  _  Ir  d»jf 

équations  connues. 


Digitized  by  Cooglj 


A  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES  DE  DYNAMIQUE.  «05 


'  XXVUl. 

,  HanarquB.  —  Le»  équatioiM  tranvée»  pour  If  mouvement  d'un  iil 
vibrant,  élaatique  ou  non»  peuvent  encore  l'être  d'une  autre  manière 
plu«  directe,  en  regardant  d'abord  le  fil  comme  un  assemblage  d'une 
infinité  de  pointa  mobiles;  c'est  ce  qu'il  est  bon  de  faire  voir  pour  déve- 
lopper davantage  l'application  de  notre  principe  général  i  ne»  sortes  d«> 
questions. 

XXIX. 

Phublkmk  —  Tnmver  le  mouvenu m  tl  un  Jii  irtfulensihie,  doiU  tuas 
les  points  sont  soilicités  par  des  forces  quelconques  P,  Q.  R,  

SoM  TKJKi.  —  En  conservant  les  noms  donnés  dans  l'Artirl»*  XXV, 
soient,  dr  [dus,  u  la  vitesse  de  rhaquo  (dément  du  tll,  »•<  ds  le  [u  til  *'spn«-e 
qu'il  parcourt  dans  le  temps  dti  il  est  facile  de  voir  que  U  l'urmule  du 
principe  générai  deviendra 

Sc6n J  ud*. 

On  fera  donc,  suivant  notre  meiiiode,  l'équation 

qui  se  réduira  d'abord.  ^  cause  que  dm  est  eonstsnt  pendant  que  le  fil 
varie  de  courbe,  à 


Sdima 

savoir  à 


\Jmdizso, 


Sdm  j  [uid*  -i-dttds)  =  Sdm  ^  uids-t-  Sdm J  uiudt  —  o, 

d»  * 

en  mettant  di  pour  —  • 
•  u 

Maintenant,  si  on  prend  pour  chaque  élément  du  til  trois  eoordonnées 


* 


UH»  APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 
rectangleg  x,ytZ,  comme  dans  le  Problème  I,  on  aura  aussi 

\ds  —  ^  [dxdôx  H-  dydiy  -h  dzdàs) 


et 


ds  ,.  C 

«•Il  mettant  iU  pour  — ;  donc  l'intégrale  ^dm  j  uàds  ilevieniira 

9 

«n  Imiisposant  les  signés  S*  J,  ce  qui  est  évidemment  permis. 

On  changera  aussi  par  la  même  tranqiosition  di^s  signes  la  formule 
S(/i7i  J  uHudt  en  J'sdmuSudt,  et  l'on  aura  l'équation 

(Kl  Sdm  Quittât  —  d 'jj*-  i.f     '/  ^*  ô  y     d'^'jnz  j  o. 

M  s'agit  iiiaininiant  de  trouver  la  valt-ur  i\v  ^dmiiriudt.  Or  il  n't'sl 
pas  dillieile  ilt>  voir  que  l'équation  fU)  de  l'Article  VIII  appliquée  à  la 
question  présente  donne 

Sdm  ui»  =  —  SémiPip  -t-Oiq-t-nir-t-...). 

1)11  iiura  donc,  en  umllipliant  par  di  dont  la  valeur  est  la  même  pour 
tous  les  éléments  du  Al . 

ou  bien  en  mettant»  selon  les  suppositions  de  TArt.  I,  n  ix-hmia:-t-H'Hs 
au  lieu  de  Pàp-t-Q9q -h 

{\\  »dm  niadt^  —  SdmiUdtix  -i^vdtèr  -h  'rdlit). 

t^elle  valeur  suli.stiluec  dans  l'équation  'K).  il  vu-utira 

(L)  -Jsdm^{d'^j^ndt)àx-^{d^  +  mdtjiy  -  ('^ ^ j «  J  « 
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.  Présentement,  r(mimi'  chaque  élément  du  lîl,  As  =  y(|,r*  ,jv*-^  ds', 
(«I  lupposé  inextensible,  un  a.  comme  dans  TArticle  XX\\  l'équation 


j   dàx      ,  </d)      .  fiàz 


On  a  de  plus,  par  la  même  raîaon. 


<■«'  qui  donne 

djT  d  dx -4- d  K^dr -f- ds  dd  J  M, 
iiavoîr,  en  transposant  les  deux  caractéristiques  9,  d. 


d'où  l'on  tire 
«■1.  en  intégraiil. 


09 


...        ,        .,        .àrdoy -h  izidz 

d* 

i^xdénoUs  la  valeur  de  9^;  lorsque  Tintégrale  marquer  par  S  est  zéro, 
savoir  la  valeur  du  iae  k  la  pi«mië{e  extrémité  du  fil.  La  substitution  dr 
cette  valeur  de  9x  dans  Téquation  (h)  changera  l'expression  intégrale 

m  oelle-ci 

Or  la  dilFôn'nr»'  t'tant  fonstîintc,  pi'iit  èliv  dégiijçéi'  du  signe  d'inté- 
gration: donc  si  ItU  exprime  la  valeur  totale  de  rinlégrale 

l'expression  S«&n  +  Udi^  d-x  se  réduira  li  eelle^i  plus  simple, 
Ttbi^se,  Il  s'agit  maintenant  de  faire  disparaitre  les  dilFérenccs  de  dv  cl 


408         APPLICATION  HE  L\  METHODE  PHECEKENTE 

»  j  dans  rautn  exprewion  [sdm  {f^     tt'^)&{^àij'-i-~^di»j  j; 

c'est  de  quoi  l'on  viendra  aisément  k  bout  par  la  méthode  de  rArticie  IX 
du  Mémoire  précédent.  Suivant  <  ptt(>  mcihodo,  on  trouvera  que,  si  Idt 
représente,  comme  ci«devant,  la  valeur  totale  de  l'intégrale 

et  qu*on  fasse,  pour  abréger, 

Tdt—Sdm  \d      +ttdtj^  Vdt, 

•>ii  aura 
«>l  de  même 

Sdm\d      ^  Il dij  S  jjd«*  =  s^i' -  - 

où  les  termes  qui  se  trouvent  hors  du  signe  d'intégration  S  doivent  être 
pris  avec  les  conditions  énoncrcs  à  li^fin  de  l'Article  I  ilu  Mémoire  pi-é- 
cédent;  or  la  valeur  de  Udt  qui  répond  au  dernier  point  du  tU  est  nulle, 

parce  que  Sdm(d^  +  ndt^  devient  alors  égal  i  Tdt^  et.  pour  le  pre> 

inicr  |»oint.  (  ctti'  valeur  est  égale  à  Tfif,  p;iree  ipie  S</m  ('/*^  -t-  Il 
v>l  égal  à  2ero;  «loiic.  si  l'on  marque  par  >,  V,  'z  les  coordonnées  qui 
répondent  à  ce  point,  on  aura  —  ^  j'^^  '  d  y  pour  la  valeur  eucte  du 

terme  -^^  «7*  **  '  »  pour  celle  de  rautre  terme  o». 

Par  ces  substitulinns,  on  aura  donc 
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l'cquatiuii  (L/  se  changera  en  celle-ci  : 

(M)  ,        j  -J -hdmd'^-^dmndtjir 
d'où  Ton  tire  pour  tous  les  points  du  fil  en  général 

d  — g^-^ — h  dm  l  "  ^     "     )  — 

et  ces  équations,  avec  celle  qui  a  été  trouvée  précédemment 

serviront  pour  déterminer  le  mouvement  du  fil. 

Si  Ton  fait  dans  ces  équations  n  s  —  F,  s  s  o.  —  o,  elles  revien- 
dront au  même  i|(ie  celles  ilt-  T Article  XXV,  comme  il  est  facile  de  s*en 
assurer  par  un  calcul  fort  «impie. 

\\\. 

« 

ScoLiB  I.  —  Maintenant,  pour  satisfaire  au  reste  de  l'équation  (M)«  on 
fera  encore 

•■(jiMlton  (lul  :ip|i:irli«  iu  inni|ii>'iiii'nt  an  iHciiHcr  |)<iint  du  lil. 

Supposons  d'iiliord  ce  point  aiiâoiument  ti\e  :  il  est  diiir  qu'un  aura 
9  '«  o,  d =  o.  9  '«  —  o.  ce  qui  rendra  nuls  tous  les  termes  de  Véqua- 
tion  dont  il  s'agit:  donc  les  équations  trouvées  k  la  fin  de  l'Article  pré- 
*  cèdent  suffiront  dans  ce  cas  pour  résoudre- le  Problème. 

Mais  si  l'autre  bout  du  fil  est  aussi  fixe,  il  faudra  Taire  alors  quelques 

1.  59 


410  APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 
(•hlingeaients  à  ces  équations.  Pour  cela  soit  reprise  l'équation. 

on  iritiivn:),  un  inlégraiit  ))ar  parties  avec  l'addition  dex  i-unstanle» 

«jr  =  4'x  —  5«-dr  —  3— ^*  -•-         r  +  -rr-  i 'a  +  S  (d      o)-  -h  d  ,— 0  ;  )• 
djf  •      dj:-         d \r   •      a  x  \  ax  •        dx  / 

Dr'sijînniis  par  r  ,  y  .  j'  les  vah'urs  de  a-,  y.  z  qui  rt''|><>ii<li'iil  à  l'i'VlPf- 
inih'  (lu  lil.  <'t  r;ip|)nrioiis  l'équalioa  qu'on  vient  de  trouver  à  ce  point, 
ou  aura,  en  traiisposunt. 

rintégrale 

S(d4^5r-+-dv  â^") 

\  dx  ■         djr  / 

étant  prise  pour  toute  la  longueur  du  fil.  Cette  équation  étant  vraie  pour 
tous  les  inslanls  du  niDUvomcnt  du  til,  nn  potit  la  multiplier  par  tU,  et 
en  prendre  rinlvgrale  relativement  au  temps  /;  on  aura  donc»  en  aifee- 

tant  tous  les  termes  du  signe  ^ > 

'^^^tx'y^^rx'^'Y'''-''^ 

équation  qui  doit  avoir  lieu  en  même  temps  que  l'équation  générale  (M ) 
en  faisant  da;',  dy,  da',  d'à;,  (ïy.  9 's  égaux  à  séro  conformément  à 
rhypothès^,  ce  qui  la  réduit  i 

-/8(d,^o,^dJiô,J^/:.o; 
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je  multiplie  done  cette  éqnatioo  ptr  un  eoefRcieot  indéterminé  i,  et  je 
l'ajoute  I  Téquation  (H);  j'ai,  k  cause  Aéi'x,iy,i 's  égaux  k  téro, 

d'où  je  tire  pour  le  mouvement  du  fil 

et  la  troisième  équation  sera  la  même  que  dans  l'Article  précédent. 

XXXI. 

SooLiB  II.  —  L'équation  (N)  étant  multipliée  par  un  cœflBtnent  indé- 
terminé A.  et  ensuite  ajoutée  b  l'équation  (H),  on  a  en  général 

y  '  |^(da:'3«'  +  dydr'  +  di'd  «')       -  (d 'X  a  Vr  H-  d  '/  3  >•  +  d  •«  i'*)^^  rf*] 

Les  termes  aflèctés  du  double  signe  J  S  fourniront  d'abord  pour  1«  mou- 
vement général  du  fil  les  mêmes  équations  que  dans  l'Article  précédent; 
ensuite  les  autres  termes  affectés  simplement  du  ngne  donneront 
l'équation 

(dx* «  *•  -t.  d  >  ô  >  '  +  d  3 '  ô .-  )  5 ''-î  -  (d     'x  -f-  d  »•  ô  r    d  *i  «  'i)        dt  =  o, 

d'où  l'on  tire  les  conclusions  suivantes  : 

i"  Si  le  tii  est  tixement  arrêté  à  ses  deux  extrémités,  les  ditférenres 

5a. 


kir        APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENT^ 

ô'a;.  îfy,  i'z,  iaft  ày't  àz'  sont  nulles  par  olli-s-mémes,  el  ré(|ualion 
tloni  il  s'iij^it  ne  fournit  aucune  condition  nouvelle;  c'est  le  cas  de  TAr- 

licle  préiédcnl. 

S'il  n'v  a  qu'un»'  «K-s  pxtrcmifi'-s  ihi  fil  (pii  soil  fixe.  al*ii»  ou  aura 
siinplcmnii  c?  'j-,  J  'y.  o'  ;  ini  âx' ,  iy' ,  dz'  t>gaux  it  zéro;  dans  le  priv 
UMt'r  ras.  il  n-slcra  I  rquatiun 

à  laquelle  on  w  peut  satisfaire  qu'en  mettant  k  =  o;  dans  le  second, 
l'équatiun  restante  sera 

-  (d'jT  a'*  -h  dy  4  y  4-  d's  J'»)î!^  i/r  =  o, 

laquelli-  dunnera  nécessairement 

/r  4-  T  s  0,  savoir  T  =  —  ilr. 

3°  Si  le  ftl  esl  attaché  d*UD  c6lé  k  une  vei|;e  fixe  le  long  de  laquelle  il 
puisse  couler  par  le  moyen  d'un  anneau,  el  que  l'équation  de  la  verge 
soit  en  général 

é*  =  mdx  -t-  ndyt 

alors  un  supposera 

a<j=*md*«-i-*iiay,  ou  as'=m'd.f'+ii'ay, 

s(>lun  que  ce  iiera  le  premier  ou  le  dernier  puinl  ilu  til  qui  «iecrira  la 
courbe  donnée;  et  snbstituaul  dam  l'équation  ci-dessus  la  valeur  de  ^  's  - 
ou  de     on  en  tirera  pour  le  premier  cas  les  deux  conditions 

d  >     'm  A  's—o,    il  y  -<r  n  il  z  —  o, 

et  de  plus  i  s  o,  si  rautre  bout  du  61  est  libre,  et  pour  le  second  cas  on 
trouvera  de  même 

djf'  +  «'d«'=so,  il^*'-ni'd»'=o, 

et  (le  plus  T  -h  X-  ^  o,  .si  le  premier  point  tlu  iil  esl  libre. 
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4"  Si  les  deux  bouts  du  fil  coulent  le  long  de  deux  courbes  représen* 
tées  par  les  équations 

nii  iiH'ttr;»  'mo  i  ^  'niy  pour  d'à,  et  m'  $jc'  ■+■  n  $y  puur  ds,,  et  l'on 
fera  vt\  i'uiisi'(|ut-m:o 

5**  Si  les  deux  bouts  du  fil  sont  attacbés  l'un  k  Tautre,  en  sorti»  qu'il 
eu  résulte  une  eourbe  rentrant  en  elle-même,  on  aura  dans  ce  cas 
je'  =s     y  =  "yt  s'  =  *s,  et  Téquation  générale  se  réduira  à 

d'où  T  =  o  comme  dans  le  |trt'inier  i     ilu  n  '  1. 

Toutes  i'«s  équations,  au  reste,  devront  se  vérifier  au  moyen  des 
constantes  qui  se  trouveront  dans  les  équations  générales  de  TArticle 
précédent  aprts  leur  intégration. 

XXXU. 

ScoLiE  111.  —  Imagiuous  que  le  til  «oit  emporte  par  uu  <-orp»>de  masse 
finie  M' attaché  à  son  extrémité  et  animé  par  des  puissances  quelconques 
f*  Q",  R'.....  Il  est  clair  que  dans  ce  cas  la  formule,  qui  doit  être  un 

maximum  ou  un  minimumi  ne  sera  plus  simplement  Sdin  j  uds,  mais 

Sdm J  udtH-H'Jt^d^. 

t'ti  iioinmiiiil  u'  la  vitesse  du  corps  M'  et  Us  l'élément  de  la  courbe  qu'il 
décrit.  Or  (dic  dernière  formule,  étant  traitée  comme  celle  du  Pro- 
blème 1,  donnera  pour  sa  ditférenlielle 
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on  ajoutera  donc  cette  quantité  au  premier  membre  de  Téquation  géné- 
rale de  PArticle  précédent,  et  Ton  aura  celle^i  ; 

Lvs  leriiifh  ailecleii  du  duuble  signe  |  S  dotincroiil  [imir  le  inoiive- 

menl  du  fil  t-ii  général  les  mêmes  é(|ualions  de  l'Arlit  le  XX\,  i|u'il  est 
inutile  de  répéter.  Les  autres  termes  fourniront  l'équalloo 

^U'd^  -t-  M'U'dt  -  kdtj  iT' 

-t-  -^M  o  «//  -  ô.r' 

-•- (d 'X        d  >■«  y  +  d  •»  d rf#  =  o. 

Or,  si  le  corps  iM'  e.ni  libre,  en  sorte  que  les  différentiations  <^x'«  &y\ 
9s'  demeurent  indéterminées,  on  fera  , 

M' ^rf ^  +  ÏL'ét^  --kdii^o, 
w(d^^^é»)-^^kdi^o. 
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C«-  sont  les  équations  qui  serviront  à  déterminer  le  mouvement  du 

rorps  M', 

Si  Cl'  corps  étail  i-uiilrainl  de  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée  par 
l'équalion 

on  mettrait,  iwmroe  i  l'ordinaire,  mlèaf  -4-  n'èy'  au  Heu  de  9*\  H  Ton 
en  tireraif  les  équations  • 

A  l'égard  des  ternies 

qui  appartiennent  au  premier  point  du  fil.  ib  fourniront  les  mêmes  con- 
ditions que  dans  l'Article  [H%cédent,  selon  les  diflerentes  circonstances 
du  mouvement  de  ce  poini.  Mais  si  l'on  imuginait  de  plus  en  ce  point  un 

autre  corps 'M,  animé  des  puissances  P,  Q,  R  en  soHe  que  le  lil  iVit 

emporté  par  deux  corps  M,  M'  tixemenl  attaches  à  ses  extrémités,  alors 
on  aurait,  pour  la  l'ormulc  du  maximum  ou  du  minimum, 

S«/in ^  udt -¥-iA' u'tls' -h  M  J  ««/  '*, 

el  l'on  troiivciail,  en  laisaiil  le  calcul  de  la  même  manière  que  ci-dessus, 
que  le  premier  membre  de  l'équation  (P)  serait  augmenté  des  termes 


ce  qui  ne  changerait  rien  aux  formules  trouvées  pour  le  mouvement  du 


m         APPLICATION  l>E  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 

til  fi  de  l'autiT  coi  ps  .M  :  niais  on  iiurait  «le  plus  l'équation 

^  I  ^'  M  Bj(// -I-  ^(T  H-/.;(//J  6^- 

-t- 1  M  >l      ^  'M'Vrf/         I T  H-  k)dtï\  3'«  =  0, 

«l'oii  l'iMi  lirci-nii  puni  li  iimmi vi  nn'iit  «In  ruriKs  M  det>  formules  analogues 
à  i-fllfs  tju'oit  u  trouvt'cs  jixur  if  cor^js  M'. 

XXXIII. 

PnoHLLMi  Nil,  —  Hèsoitdre  le  Problème  précédent,  en  sufpouml  que  le 
JU  son  cMt'NSiUe  I  I  i  lns/if/ue. 

SoM  Tio.N.  —  S<»ll  K  le  ressort,  t'ost-;i-iiin'  la  l'oi'cc  de  rotilraction  d«' 
*  lKt(|ii)-  t  lémenl  du  tiU  on  aura,  en  général,  par  l'équation  (U)  de  l'Ar» 
tirlu  Vlll. 

èdmuiu  =  —  iidmi1Hp-i-Qiq-*'tidr'h...)  —  a¥ôfi 

ce  qui  donne,  en  multipliant  parift,  et  mettant  ïlâaB-t-nây-i-V&z  an 
lieu  de  P(^/>  +  0(^9 -I- R^r -h . . . ,  et  d«  au  lieu  de /, 

(  Y)     Sdmitiudi  —  —  Sdm[ndtix  ■t'wdlèr-*-Wdiif)  —  9lfdtiû*. 

Or 

donc 

ûxiûX'i-éxiily'hAsiA»  àxài.x -4-  6  y  dor  ■4-dj iiz^ 

âs  ili  ' 

dotK  .  inriiaiii  <'»'iif  v;ilt'iir  rlans  SF///(?d«,  et  intégrant  par  parties  ave« 
les  roiiâlaiiU  s  iit  t  i-ssaires,  on  aura 
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MainteDanit  pour  résoudre  le  Problëme,  il  n^y  a  plu»  qu*h  mettre  dans 
l'équation  fK)  de  rArticle  XXIX,  au  lieu  de  Sdfnu&uA,  la  valeur 
qu'on  vient  de  trouver,  et  Pon  aura,  en  ordonnant  les  termes, 

J"  r  K'  dt  'Fét  I 

-^■\^û^^^dt-dmVdt-'dmd^\'jz]=^o. 
d'oii  l'on  tire,  pour  les  équations  générales  du  mouvement  du  (il. 

i^dl-dmi^Udl+d'i^j^o, 

^'^{di^dn.(^di^d^J  • 

,ï§±di-dn.{^di^d'^)^o, 

re  qui  s'aiconit'  -Awv  ««'  (jiiOii  a  trouvé  dans  l'ArlirIt»  XXVIJ,  tu  incUanl 
w  el  H  =  o,  el  —  P  au  lieu  de  H. 
On  aura  de  plus  l'équation 

V'dt  'Pd7 

(d*'  d*'  +  d/'     -I-  da'  «  »')^  -  (d  '*  e  '*  +  d  \r  i  \r  +  d        ~  =  o, 

qu'on  truiUTa  atusi  qu'où  a  l'ail  ci-devaul  l'niualiuu  (P),  el  qui  douut'ra 
par  conséquent  des  conclusions  semblables  sur  le  mouvement  des  deux 
extrémités  du  fil.  J'en  laisse  le  détail  au  lecteur. 

XXXIV. 

PHOBLÙAib  VIII.  —  Tromtr  le  mouvement  d  un  corps  de  Ji^ure  quel- 
conque animé  par  des  força  quelconques. 

Solution— Soient  nommées  d/n  l  Uaque  particule  du  eorps.  u  sa  vitètMtie 
I.  -53 
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«t  dM  res|M<!e  qu'elle  puroourt  dans  le  temps  dt  i  on  aura,  coroine  dans 
TArlifle  XXIX,  S<An  Ju^  pour  la  formale  qui  doit  être  un  maximum 
ou  un  minimum. 

En  suivant  la  méthode  expliquée  dans  cet  Article,  on  parviendra  de 
même  à  l'équation  0.) 

«t  il  n\  aura  plus  <iu'à  aubatituer  dans  cette  équation  les  valeurs  de  «fir. 
tfyt  às  et      ây,  èa  convenables  à  ehaque  particule  du  corps  donné. 

Pour  trouver  ces  valeurs,  je  prends  dans  rintérieur  du  corps  un  point 
quelconque  fixe  que  j*appdle  le  centre  d<>  rotation  et  dont  je  supposa 
que  la  position  soit  représenter  par  \es  courdomiées  rectangles  X,  Y»  Z: 
je  rapporte  à  cp  contre  cliacun  dos  autres  points  du  eorps  par  le  moyen 
•  de  trois  nonvelles  coordonnées  />,  q,  r  prises  dans  les  mêmes  axe»  que 
les  X,  Y,  Z:  j'ai  ainsi 

par  conséquent 

d*  =  dK+dp,  dy  =  dY  +  dq,  dz  =: dSL -t- dr^ 

et  de  même 

ix  =  dX-t-ipt  dj-  =  dX  +  âf,   ix  =  i'£'i-dr. 

Il  s*agit  maintenant  de  trouver  les  valeurs  des  difTérences  d«  p.  q,  r 
pour  chaque  point  du  corps;  pour  cela  il  fiiut  considérer  le  monvemrnt 
.  du  corps  autour  de  son  centre  et  déterminer  les  variations  qui  en  résuU 
tent  dans  chacune  des  lignes p,  q,  r.  Or  il  est  facile  de  voir  que,  quel  que 
aoit  ce  mouvement,  il  puut  toujours  être  regardé  comme  formé  de  trois 
monvemenls  de  rotation  autour  de  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux, 
et  passîtnl  |Ktr  le  rentre  dont  imns  jiMi  Imis;  donc,  si  l'on  prend  pour  les 
axes  de  rotiiiioii  ceux  des  coonioniK-cs  />,  y,  r,  on  trouvera  par  un  calcul 
très-simple  que.  tandis  que  le  corps  tourne  autour  de  l'axe  des  r  d'un 
mouvement  angulaire  «fil,  la  ligne  p  croîtra  de  la  quantité  qdti,  ei  la 
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ligue  q  décfoitrtt  de  la  quantité  pdfi%  que  de  toémc,  en  nommant  </Q 
Tangle  de  rotation  autour  de  l*axe  des  les  lignes  p  t\  r  deviendront 
par  ce  mouvement  ^+rtfQ«  r—pdQi  et  qu'enfin  Tangle  de  rotation 
autour  de  Taie  des  p  étant  <f  P,  il  en  résultera  dans  la  ligne  f  un  aocroîs» 
sèment  égal  à  rtfp,  ot  dans  la  ligne  r  un  décroilsement  égal  à  çdf. 
Donr,  en  ajoutant  ensemble  toutes  ces  diflérentes  variations  des  lignes 
p,  q,  r.  et  exprimant  les  variations  totales  par  dp^  dq^  dr,  on  aura,  en 
générai. 

(Q)      dp  =  rdQ^qdK,   dq=rdV~pdH,  dr=—qd?-pdQ^ 
et  par  conséquent  aussi,  en  changeant  d  en 

ip=:riQ-*-q9ttt   *J  =  raP  — j»dR,   ir^^fiP  —  pil). 

On  aura  duni-  par  là 

ix  =  iX-*'  riQ  ^ôH, 
iy=iiY-^rif-piH, 
ii  =  iZ  —  qiP  —  piQi 

dx    'it\       i/ij  //R 

Ti^di^'la^'ivr 

dr     d\  du 

it='3r'*"'-dî 

dz      df:       dV  </() 

dt^  m  ~^isi  'Pdï' 

d'où  l'on  tirf> 

.dx      .d\       .d^^      .  d{i       .rf«      .  rfK 

'^in='^-dr^"*-si*'^iîr*i'^dî^'^'dî' 

savoir,  en  mettant  pour  dij,  dr  h  ui.s  \alcin>. 
.dx     ,d\      jdQ  ^    .dti       dPdii       dM'      dfdR  </R' 

un  aura  de  la  uiénie  manière 

.dr     jd\  .     .rfP        ,'/K       dV        dVdij       -/Hrt'K  dH' 

''•St=''-3t^'"''dï'P'^in-fiïr-f  r   '  u,  '^w 

jds      .dZ       .rfP       .dQ       dp'      dfdK      rfg»  i/QrfR 

5î. 


hW         APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 

Substiluanl  ces  valeurs  dan»  Péquatioa  (L)  ci-deuua,  et  faisant  «irtir 
hors  du  signe  S  les  quantités  if X,  ifY.  dZ,  â\,  âZ,  «/P,  dQ,  dK, 
èP,  èQ,  qui  sont  les  mêmes  pour  diaiiuc  |)oiii(  du  corps,  fnfin 
ordonnant  h  s  twmes  par  rapport  à  ^X,  <^Y,  âZ*  &?,  ^R.  on  aura 
une  équation  de  la  forme  suivante  : 

(S)     J  {[XJdX  +[V]oV  +iZjôZ  +  if]ol'-»-iQ]d(^-f-[HjôKr--«. 
dans  laquelle 

—  Spdm—   H  î»  Il  dm  dt, 

d\      .    ,    I  .  dV      dOdH\       ,  , 

idm 


-    .    i  ,dH      dVdQ\     a    j  j. 
[Z]  =  Mrf  ^  -  8rrfi«  3^  -  Sfi/fl.  [d-^-^  -^^) 

(P]    »rdmd^-}iqdmd^-i-{»r*dm  +  éq*(lm)d^ 

,    ,di)      .     ,    ,'/H      .     ,    dO'-dtC      .     ,  ./PrfO 
-f-  !>{ti^dmd       —  Siprdmd       -t-  »qrdm   >/*ri/m  — j^-S- 

[Q]  =  Srdmd  ^  -  Spi/mrf  ^  -t-  {Sr*dm         Jm}  </  ''jj 

■4-  Sftqdmd      +  bqrdma-^  +  aprdm  —  htfrdm 

,    dnd\{       ,    ,       .     ,     f/l'./H      ...   ,    ,      ..,    .  , 
r  s>pi/dm  -i-{i>i  'dm-'Sfp  dm)  -  ♦  MI* •/«i<// —     //#//« f//. 
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•i'9qrani<f       —  >pt  ilm<l  -j^     ^injtlm  -   -t-aqrdm — — 

.M  cNiiriiiit'  la  v:(lt'iii  (II'  iiflm,  savoir  la  iiia>si'  t  niit  rr  du  cdrps. 

(À'IU-  l'qiiatïiiii  duiiiu-ra  la  sollllioi)  <lti  l'inbli  iii*'  t  ti  l;iivaiil.  i  iiiiiiiir  a 
l'ordinaire,  les  (rueliieifnl.s  des  diilV'rL'iices  niarquc-t-s  par  â,  cliacuii  t-ii 
parlîrulier  égal  k  zéro,  comme  on  va  le  voir  dans  les  Corollaires  suivante.  • 

XXXV. 

RliMAitgi  K.  On  peut  siiiiplififr  les  i-\ présidions  de  [Xj,  [\ TZ  , 
P  ,  Q  .  '  R  eti  Inisaiit  fnmlter  le  (•••iilre  de  rolali^m  «Inris  le  reiilre  de 
j;ra>ite  du  imps.  (.:tr  ;ilur>  les  iiih  jjri'ales  ^pt/ni.  Syr/m.  ^rd/n,  ipii 
evprinieiil  la  snmiiic  des  luoiuenls  de  limles  les  paitieules  du  eorps  par 
rapport  à  ses  trois  axes  de  rutaliuii,  deviciidionl  iieeessaireiiieiit  égales  à 
xéro,  par  la  |)ropnété  connue  de  ce  centre. 

A  l'égard  des  autres  intégrales  S/i'<An,  Sq*dm  il  faut  ofaa«rvi>r 

que  leur  valeur  dépend  de  la  position  instantanée  du  corps,  «l  qu'elle 
varie  par  conséquent  avec  le  temps  t, 

Bneflèt. 

eu  niellant  SU  Uctt  de  sa  valeur  rdQ  -t-  yi/R;  on  trouvera  de  la  même 
manière  ^ 

d{Sq*  ém]  =  i(SqrJm)d1f  - *{Sffqdm)dVi, 
4/( S 1^  (fin) s  —  » (8 qrdm) df-i(Sprdm) dQ, 
jtH&pqdm)=£{&prdm)df  ■hl^rdm)dii    (}iq*dm  —  Sp'dmydti, 
d(8prdm)=  -{&pqdm)dP  ■hi»r*dm-'Spi>dm)dQ'*-[Sq^dm)dK, 
diUqrdm)  =s  {Sr*tlm  —  Sq^dm)d9  —  {Spqdm)dQ-{  Sprém)d1H. 


m         APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÂDENTE 

Ce  mnl  ces  équations  qui  serviront  à  détenniner  les  valeurs  gi'^iiérales 
des  quantités  S^'db,  Sf'cAn.  Sr'<AR,  Spqdm,  S/r«&R,  Sfrcfln  qui 
entrent  dans  les  expresMons  [XJ,  [YJ,...  de  l'équation  (S);  mais  c'est 
de  quoi  il  ne  parait  pas  facile  de  venir  k  bout,  h  cause  de  la  difficulté 
d'intégrer  ce?  aortes  d'équations. 

XXXVI. 

Ci>RULL4iRi';  i.  -  Or,  si  le  corps  esl  entièreiiM'nl  lilirt-,  vu  sorlc  que 
les  différences  9x,  iy,  9s,  dP,  dQ.  n'aient  entre  elles  aucun  rapport 
déterminé,  il  faut,  pour  vérifier  Téquation  (S;,  faire  les  cœffletonts  de 
ces  diflërences  chacun  en  particulier  égal  ii  xéro,  ce  qui  donne  les  nx 
équaUons  fXJso,  [YJbo,  fZJso,  [V]=\o,  [QJso,  [R]so,  par 
ok  Ton  peut  connaître  le  mouvement  du  corps  k  chaque  instant.  Si  l'on 
fait  dans  ees  équations  ^pdm  =  o,  9iqdm  =  o.  S>rdm  =  o,  wlon  J'Iiypo- 
thèse  de  TArticle  précédent,  les  trois  premières  deviendront  celles-ri  : 

ût 

lesquelles  montrent  que  le  centre  de  gravité  du  corps  se  meut  de  la 
même  manière  que  si  toute  la  masse  du  corps  était  réunie  dans  ce 

centre. 

Les  trois  autres  équationi)  ne  conlii  iitlroi^i  que  les  \;uiaL>lcs  <i^.  dQ, 
</R  d'où  dépend  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  du  centre  de 
gravité;  aina  ce  mouvement  sera  tout  il 'fait  indépendant  do  celui  du 
centre  de  gravité. 

Imaginons  que  le  corps  ne  tourne  qu'autour  d'un  seul  axe,  on  suppo« 
sera,  dans  les  équations  fPJ  =  o,  [Q]  =  o,  [Rjsso,  deux  quelconques 
des  trois  variables  <f  P,  dQ,  dtL  égales  i  léro.  Soient  d'abord  dQ,  d.  R 
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égales  h  i^ro,  on  aura 

dp 

{Sr'dm  ■+-  Sq'dm)d      -h  Swardmdt  —  S4  i/dm  dl  =  o, 

df  dP* 
~{iprdm)d -j^  -i-l&pqdm)-^  ■4'SUqdmdt  —  Smpdtn  dt  =^0. 

On  irouvt'ra,  de  plus,  pat'  les  formules  données  à  !•  lin  de  l'Arlirlt* 
préc-édfilt, 

d{Spqdm]  =  (9prdm)df» 
d{SprA»)^—{Spqdm)dP, 

d'ob 

1*  nr^dm    Ii4>dm  =:  eoiist., 

constante  que  j'appellerai  A; 

d(Spqdm)  _  d(S^rdm) 

savoir  : 

[Spq  dm)d(&pq  dm}  —  —  {Sprdm)dlSprdtn),  • 

«e  qui  donne»  en  intégrant  et  réduisant, 

(9pqdmf    (êprdmf  3=  comt.; 
«oit  celte  constante  égale  à  fi*,  un  aura 

Sprdm  ^  V>*  -  (8^  dmy, 

donc 

(li^pqdm)  _.^|» 
yb'  —  iipqdm^ 

d'où 

Apqdm=iBtia{»-ht), 
m  etanl  un  angle  ruustant  tel,  que  Bsin«  =  'S/H/ibn,  au  eommenrement 


%%k  APPLICATION  D£  LA  METUitUË  PRËCÉUËNT£ 

de  la  rotalion  du  corps;  par  conséquent, 

doue,  gi  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  Iniis  t'({uatious  ci-dessus,  on 
aura 

* 

Ad-^  -i-Smrdmdt  —  SVqdmdtss^o, 

li  P  dp* 
BsinCdf»- Ppc/^  ^.Bcos(ac-i-P)-^  ■¥-»1lrdmdt —  S^'pdmdt^o, 

-  Bm>s(«  +  P)tf  ^  -l>  Bsin  (« -h  P)^' -t- 8IIf  4lin  A  -  8  Vfvtfmdf  —  o. 

l/a  première  de  ces  équations  étant  multipliée  par  -^i  et  ensuite  inté- 
grée, donne 

dp 

e  étant  la  valeur  de      lorsque  Psso,  c'est-^-dire  la  vitesse  primitive 
de  rotation;  donc,  substituant  dans  la  seconde  et  dans  la  tmisième  équa- 
tion, au  lieu  de       et  de  ^»  leurs  valeurs,  on  aura,  après  avoir  divisé 
•  par*. 

—  jSin(a  -H  P){SGir</m  —  S4  qdni, 

-^eM{»'*'P)J  {Smrdtn-Vlditt)dP 

+  Bc* cos(at  H-  P)  -i-  Sttrtbn  —  SVpdm  ^ 

Y  ''OS  («    P)  {%wdm  —  S  Vf  dm) 

—  ^sin(«H-P)J  {^mrdm—  i»^ qdniidP 

Be*  5ln(«  +  P)  -H  8IIf  «fm  —  ^mpdm  —  o, 

et  ces  fquuliuiis  reniVciueruiil  l«>s  cundilious  iiccv^s^tires  pour  que  le 
corps  tourne  librement  autour  d'un  axe  immobile. 
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Si  les  forces  H»  v,  Y  sont  nalles,  ou  constantes,  on  bien  si  elles  sont 
proportionnelles  ï  p,  f ,  r,  on  a 

!itBrdm^i^'qdm=:o,  S1ilrdm  —  ii^pdm  =  o,  iUqdm  —  S9pdm  =  oî 
par  conséquent. 


c'est-à-dire  que  le  uiouvement  de  rotation  est  uniforme.'el  les  équations 
précédentes  se  réduisent  à 

Bo*  C08(a  -(-  P)  =  o,   Bc*  iiin(a  +  P)  =  o, 

ce  qui  donne  B  ^  o;  on  aura  donr 

^{Spqdm)'  +  i.Sprdmj'  —  o, 

ce  qui  ne  peut  arriver,  k  moins  que  l'on  n'ait  SpfAnsso,  Sprdmsso. 
Voiifc  donc  les  conditions  par  lesquelles  on  délerminera  h  position  de 
Taxe  dt>  rotation  au  «h  tlans  du  corps.  Il  est  clair  que  ces  conditions  sont 
sullisanlos  pour  une  telle  dcU-rminalion.  puisqu'un  snil  que  \.\  position 
d'une  droite  qui.  passe  par  un  point  donné  ne  dépend  que  de  deux  va- 
riables. 
Soient  maintenant 

*   '     d9~o,   dH  =  o    ou     d9  —  o^  «TQ^o, 

dans  les  équations 

(P]=o.   lQ]  =  o.   (R]  =  o; 

i)n  trituveiit,  p;ir  ili-.s  pinicdes  senil)lid)les  ii  iniv  inir  noiis  ven(»iis  de 
pratiquer,  les  conditions  de  la  rotutiun  du  corps  autour  de  deux  autres 
axes. 

Dans  la  supposition  de 

Smrdm  —  SVqdm^o,-   SHrdm—S'Vpdm  =  o,    Sllf <fm  — ii0/»</m  =  o, 
I.  54 


«96  APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 
les  équations  dotit  il  s'af^t  seront 


(  Sr'  dm  -hSp'  dm  )  rf       —  o. 


puur  le  CHS  où  </  P  —  o,  </R  s  o,  et 

—  {%prém)d  ~  -  {Sqrdm )  ^  =  o, 

^  (Sp'dm-hSq'dm)d  =0, 

pour  le  cas  ob  P  =    </Q  =  o. 

Dan»  le  premiep  cas  on  aura  donc        =  ».  c'est-à-dire  que  la  pofa- 

iiMii  M  i;i  onitdi'iiic,  L-t  lie  plus  i>qrdm  =  o,  'Spqdm  =  o  pour  la  ilt'tcriui- 
natiou  tic  l'axe  de  rolation. 

Le  second  ras  donnera  pan  illenieiil  d  ^  =  savoir  la  rotation  uni- 
forme, et  S prdm  =  o,  Sqrdm  =  o  pour  la  détermination  de  son  axe. 

On  trouvera  donc  Irois  axes  fixes  aiiloinde  <  haeiin  desquels  le  corps  M 
pourra  tourner  liltreiiieiil  et  uuilorniéineiil,  i  n  cinTchanl  daii-ï  1  c  ctups 
la  position  de  trois  droites,  qui  pusi>enl  par  son  centri-  de  gravite,  et  ijui 
soient  telles  que 

Spqdm=o,  Sprdm=o, 
Sqrdm  =  9f  Bpqdin=o, 
S  qr  dm  =  0t  8/>^<Ait  =  o, 

savoir  : 

&pq  dm  —  o,   Sprdm  ~  o,   Sqrdm  —  o, 

p,  g,  r  étant  les  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  de 
chaque  particule  du  corps  par  rapport  à  chacune  de  ces  droites;  d*où  il 
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«st  aisé  de  conclure  que  les  trois  ai«s  de  rotation  dont  il  s'agit  sont 
néceMairement  perpendiculaires  entre  eax. 

Au  reste,  quel  que  soit  le  mouvement  du  corps  autour  de  son  centre  dr 
gravitét  il  y  aura  toujours  un  axe  instantané  de  rotation  qui  passera  par 
ne  centre,  et  qui  sera  facile  à  détermint'r  dès  <|u'i)n  t-oniiaitra  les  mouve- 
vemcnts  nngulniros  dV,  //Q,  ^/R.  Soifii!  //.  //,  r'  les  cnordoniircs  qui 
rcpondcnl  a  cliacuii  des  puin(8  placés  d;tiis  I'mxc  duiil  nous  pai  htns  :  il 
esl  clair  que  res  puintâ  devant  être  immobiles  puur  un  iuslaul.  on  doit 
avoir 

équations  dont  la  troisième  est,  comme  on  le  voit,  une  suite  nécessaire 
des  deux  premières;  c'est  pourquoi  on  fera  simplement 

ce  qui,  en  i-egai'daiit  //,  c/',  r' comme  varialdes.  et  riP,  dQ,  f/K  comme 
cuiisiantcs,  doMtic  une  diditc  dont  la  posiliun  est  aisée  it  déterminer  pstr 
rapport  aux  axes  des  coinddtiiiecs  p',  q\  r' . 

Dans  le  premier  instant  du  mouvenieui  un  a,  en  faisant  df^o, 
ifQso,  «iRssodans  les  équations  [Pj  =o.  [QJ  =o,  [R  ,  =0, 

iSr'dm-4-9i»dm)d^+lSpqdm)d^-(Sprdm)d^ 

■4'9mrdmdl  —  V¥qiimdt  =  o^ 

iSfdm  -h %f^dm)d ^  +  {^i>qém)d^  4- [,%qrdm)d  ^ 

-\-%fLrdmdt  —  SWpdmdi  ^  o, 

{iip'dm-*-6ii'dm)d^  •i-(êqrdm)d^  —  {iiprdm)d^ 

-hSUfdmdt-Svpdmdt  =  a;  . 

de  plus,  les  equaliont» 

r,4. 


%S8         APPLICATION  DB  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 

étant  divisées  par  di  «t  èaraite  diflTéreiilîécs.  donnent,  à  cause  de  «/Pso* 


d'où  Ton  tire 


rfO         q'     ,!\\         dP  p- 


«■«s  valeurs  substituées  dans  les  équations  cî-dcvant.  on  a 

-I-  %mrdmdt  —  Wqdmdt=zo, 

y-  Cir'dm  -i-  ^p*dm)^^-i-  {Spqdm)^  -»- Sflf  rfmj 

-t-  ^Hrdmdt  —  SVpdmdt  —  o, 


I  Sp'dm  ■+■  Sf'Jm  —  (Sf  rc/m)  —  —  i>fn  dm,     1  ''^^^ 


et.  en  éliminant 


■SUqdmdt  —  Smpdmdt  = 


(S/rfcbn)//  —  (Sr'ilm  H-  Sp'rfm)^'  4-  (Sf r<An)r'  "  S^Fp^m  —  Sllrrfm' 

(Sr  (//H  -(-  Sf/'</w)//  —  (Spqdm)q'  —  {Sprdm)r'  _  S^'qdm  —  Srart/wi 

équations  qui  dunnoiil  It*  rapport  des  cuorduniit'cs  p  ,  ^  >  r  cuire  elles, 
et  par  conséquent  b  position  de  l'axe  de  rotation  au  commenremeni  du 
mouvement. 

XXXVII. 


GoROLLAiRR  II.  —  Si  le  rorps  nVsl  pas  absulumenl  libre,  iD  ii^  qo'un 
de  SCS  points  quel('on(|ue  suit  dliligé  de  s<'  mouvoir  sur  une  surtiu  »•  don- 
née, alors,  prenant  ce  point  pour  le  centre  de  rutatiuu,  et  supposant  la 
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âUi'l'acf  exprimée  par  i'équaliun 

dZ  =  md\-*-ndY, 

on  m-  fera  «|in"  lut  llr»-,  tlans  rt  iiiialKui  S,,  woX  -î-  «o  V  jmur  oZ,  fi  l'un 
aura,  au  lieu  de»  trois  équutiuus  [X j  =  o,  j  Y  j  =  o,  j  ZJ  —  o,  ces clcu)t-ci  : 

[Xl  +  «[Zl  =  o,  [Yl  +  i»[Z]  =  o. 

Usi  trois  autres  ne  recevant  auton  chan^ment.  Ibia  ai»  pwr  rimplifirr 
les  expresaiona  de  [X  J ,  [  Y  J , . . . ,  on  veut  que  le  centre  de  rotation  soit  le 
centre  de  même  de  gravité  du  corp,  auivant  la  Remarque  de  l'Ar- 
ticle XXXV,  alora  on  ne  doit  plus  prendre  X,  Y.  Z  pour  lea  coordonnées 
de  la  surface  proposée,  mais  X  Y  4- y',  Z  -t-  r'.  />',  r'  étant  les 
coordonnées  qui  déterminent  hi  position  du  point  qui  ae  meut  aur  cette 
surface  par  rapport  au  centre  de  gravité;  on  aura  donc 

dZ-t- dr'=m(d%'*-  df)  +  «  (<|  V  -i-  «ff'), 

«l  mettant  au  lieu  de  dp',  dq',  dr'  leurs  valeurs 

r'dQ-^^d^,  r'd9-ffdïiy  -q'dV-j^dQ, 

et  urduunanl  les  leruiui», 

dZ  =  mdlL-i-ndY  +  {^  +  Hi^)df-h{^'t-mr')dQ-i-{mr'-Hi/)dH; 

on  trouvera  par  un  raisonnement  semblable 

il  —  mi\        Y  -H  («'  -H  nr')iP  -H  (/>'  -i-  mr')iQ  -t-  [mq'  -  ap')dh; 

donc,  subaUtuant  cette  valeur  de  iZ  dans  Téquatton  (S),  et  faisant  les 
coefficients  des  différences  restanteschacun  égal  i  léro.  on  aura  tes  cinq 
équationa 

[X]-i-ii«[Zj  =  o,  [\]^n[l]^a, 
[P3  +  (ç'  +  jir')l2]=a,   (Q]  +  (j»'-l-mr')['z]=o.  [Rl-l-(«r'-jv')[2]=.«, 

et  pour  la  sixibnie  équation  on  prendra  celle  qu'on  a  trouvée  ci-deasua. 
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savoir 

Mais  si  l'on  supposait  que  If  point  qui  rcpuiiii  aux  i-uuiduutices /»', 
q  ,  r'  t'ùl  tixemeiit  attaolié,  alors  un  IVriiit 

f«  qui  donnerait*  en  mettant  au  lieu  de  t^',  dq\  dr'  ^eurs  valeura, 

i/X  =  — r</y     v'/W-    rfV^i  —  r'rfP-f. ;>'</»,   rfE  =  v'</P -//rfQ; 
on  aurait  par  la  même  raîiion 

et.  cea  valeurs  substituées  daiiï;  l'cqualiuii  S;,  un  trouverait,  en  taisant 
les  coefficienls de  9P,  $Q.      chacun  égal  à  zéru,  les  trois  équaliuii» 

—  r'  '\  \  -^ç'j_Zj-H[P]^o. 

XXXVill.  ^ 

ConoLLAiMC  III.  —  Imaginons  que  le  corps  soit  posé  sur  un  plan  ou 
sur  nne  surface  quelconque  le  long  de  laquelle  il  puisse  glisser  libre- 
ment, en  tournant  sm  Ini-iiinnr  d'une  manière  quelconque;  soient  p\ 
q\  r'  les  coordonnées  de  la  tiuperticie  du  corps»  et 

dr' :=}Êidp  ^Vidif 

son  équation  dillerentielie,  il  est  clair  : 

i"  Que  tandis  que  le  curps  a  ses  divers  mouvement.s  d\,  d\,  d'L, 
dPt  dQ,  <fR.  chaque  point  de  sa  surface  parcourt  les  espaces 

dans  la  direction  des  coordonnées  X,  Y,  Z; 
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a"  Que  le  point  d'attouchement,  étant  mobilè  sur  cette  surface,  par- 
courra de  plas^ans  les  mêmes  directions  les  espaces  df\  dr^,  savoir 
dp',  dq',  Mdp  '^-Ndq\  d'ob  il  suit  que  les  espaces  entiers  parcOanis  |Mr 
le  point  touchant  seront 

dY  't-r'dP'-jfdH-i-d^, 

dl  -  ^dP-pfdq  +  }idp'  -t-  Nrfy'. 

Or,  ce  point  devant  ausû  se  mouvoir  sur  une  surface  représentée  par 
l'équation 

dl=md\ ■¥  nd\, 

ou  bien 

d»  =  md9-^n^t 

fil  »p|)olant  j,  V.  z  l»'S  roort)nnn»M's  tif  cfllc  sinTiuc  pour  les  disf  in^'tici 
des  X,  Y,  Z  qui  appartieniH  iil  au  centre  d)'  gravite  du  corps,  li  iHudia 
mettre  dans  cette  équation,  au  lieu  de  dx,  dy,  dz,  les  quantités  «|u'o^ 
vient  de  trouver,  ce  qui  donnera  après  les  réductions 

dZ  =  md\  4-  nilY  -4-  [q'  h-  nr']dP  -^•{p^  -i-mr')dQ-i-[mq'  —  iif^)dK 
-h(m-M)dp'-^i,H-}i)dq'. 

Cette  équation  appartiendrait  en  général  h.  tous  les  points  dans  lew- 
quels  la  su^ierficie  du  corps  pourrait  rencontrer  la  surlisctf  proposée; 

mnts  (liins  notre  caSt  ok  l'on  veut  que  les  deux  surfaces  se  tourhent.  il 

faudra  de  plus  supposer  qu'elles  aient  les  mêmes  tangentes  dans  leurs 
points  de  rencontre,  c'est-à-dire  que  m  =  M,  n=sN:  donc  l'équation 
trouvée  se  réduira  à 

dZ^mdX-i-  ÊtdY  +  {^^.it^)d?  +  [^  +  mi^)dQ  -«-  (mf*  -  np') rfR. 

Par  les  uienies  raisoiiuemenls,  un  trouvera,  en  eonsideraul  les  dille- 
rences  maripiées  par  d. 


n=mi\  +  ni\  -H  (9'  -t-  nr')^?  -H (  jp' + «r')eQ  -4-  (m^'  -  V)4R. 
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Il  n'y  aura  donc  plus  qu'à  sulwtituer  cette  valeur  de  iZ  dana  l'équa- 

ûm  (S),  et  à  égaler  ensuite  k  zéro  chacun  des  coorTicîrnts  des  diflTé- 
renée»  dX,  d  Y,  dP.  dQ»  dR.  ce  qui  donnera  les  cinq  équations 

lX]  +  mlZ]  =  o.   [Y]-i-»[Z)  =  o, 
[PÎ  +  (fl'-»-iir')[Z]  =  o.   {Q]-Kp'-l-«r')[Z]=a.   [Rl  +  («fl'-«/)[Z]  =  o. 

lesquelles  étant  jointes  avec  l'équation  ci-dessus, 

stM-YiitMit  il  (IfU'iiiiiiiiT  If  iiiodsciiiftit  ilu  cnri». 

Si  l'un  vuuluit  qu«-  U'  coi'i)!»  n'eût  à  iliaque  iii:>luul  qu'un  uiuuvoinenl 
autour  du  point  touchant,  c'esl^nlife  qo*il  n*eûl  aucun  mouvement 
pour  glisser  te  long  de  la  surface  sur  laquelle  il  se  meut,  alors  il  est 
clair  que  les  espaces  parcourus  par  le  point  d'alloucbement  sur  la  sur^ 
face  dont  nous  parions  et  sur  celle  dn  corps  devraient  être  euctement 
les  mêmes;  il  faudrait  donc  que 

d\  4-  r'dQ  ■*'dp'  =  dp\ 

dY  -h  r'rfP  -//dH-t-dq  ^  dg', 
dl'^qCdP  —  ffdtL^dr'  =  dr', 

savoir 

dX-^.f'dQ  +  ^dh^o,  dY-*-r'dP-pfdK=o,  dZ^g-dP:- ^dtk~o, 

f  l  part-illement 

aX-t-r'aQ-i-4'eR  =  o,   4Y-t-r'dP-^'4R=o.  6Z-f'«P-f'4R^o, 

d'où  l'on  aurait  pour  i\»  92  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  second 
cas  de  TArtiele  XXXVII,  et  ces  valeurs  substituées  dans  l'équation  (S) 
donneraient  par  conséquent  aussi  les  mêmes  équations  pour  le  mouve- 
ment du  corps,  mais  ave*  rctie  diflerence  que  les  coordonnées  p',  q',  r' 

rppondnrK'nt  ici  non  plus  à  un  point  fixr,  mais  à  un  point  niohili'  qui 
i-iiangi'  «  initiinu'lk-inont  de  phn-e  tant  sur  la  surface  du  l'urps  que  sur 
celle  le  lou($  de  laquelle  le  corps  se  meut. 
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XXXIX. 

SooLiB.  —  Les  expressions  fX],  sont  en  général 

+  S  ^rf  ^  +  w  </l^  rdm  -  S     ^  ^        4  <//«. 

-^S{dj^l-hadtydm-&{d^-t-  Vdf)  pdm. 

[tL]=l»qdm)d^-lSpdm)d'^ 

+  8  (</ Il .// )  </ rfm  -  S  l^rf  ^  +  BJ  rf/^  y>i/iw. 

Dans  les  formules  de  rArliclc  XXXIV  nous  avons  mis  à  la  place  de 
p.  q,  rieurs  valeurs  liréi's  di'  l'cqiijitioii  Q  .  rt  cftu-  siibsUtution  a 
inlroilnit  It's  quantités  Sji'i/m,  Sff'fim,  S/  '</m,  ^pqfJm.  ^firrim,  '^qrrirn 
qui  ru-  peuvent  ètir  déicrminérs  qn''  |i;ir  riiiti'j^'r;ition  des  équation.s 
données  dans  l'Article  XXXV.  Or.  pour  cmUt  ccI  cnilKirraK.  il  n'y  aura 
qu'à  exprimer  les  coordunnei.>.s  p,  y,  /  par  d'autres  variables,  dont  les 
unes  dépendent  uoiquemeni  de  la  niaation  du  corps  et  soient  par  consé- 
quent les  mêmes  pour  chacun  de  ses  points,  et  les  sutres  au  contraire 
soient  différentes  pour  tous  les  points  du  corps  et  demeurent  toujours 
les  mêmes  pendant  qu*il  change  de  situation.  Pour  cela,  ayant  imaginé 
deux  axes  perpendiculaires  l'un  '»  l'autre,  qui  pasitent  par  le  eentr»  de 
rotation  et  qui  demeure»!  toujours  fixes  au  dedans  du  corps,  on  renwr- 
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quera  :  i **  que  la  position  de  ces  deux  «ses  relativemeot  à  un  pian  fixe 
(]u«'l(  onque  ne  dépend  que  de  trots  variables  qu*on  peut  nommer  P. , 

Q,  R;  2"(jii«'  la  position  de  f>hai|ue  point  du  corps,  relativement  à  ces 
axes,  (Icperifl  rticiHX'  (ti*  trois  autres  variables  (pie  j'a[>|H'll»'rai  5.  'Ç  ; 
«l'où  il  snll  <|iir  la  prt^itioii  de  cl)a(}ue  poiiil  <lii  corps  pat  rapiiort  à  un 
plan  livc  tpicli  onquc  dépendra  en  tout  de  six  variables  1*.  Q,  R,  ç,  ç>,  ^, 
el  qu'ainsi  les  quantités p,  q,  r  ne  seront  que  des  fonctions  de  ces  mêmes 
variables,  fonctions  toujours  faciles  à  déterminer  par  les  éléments  de 
Géométrie.  Ayant  donc  trouvé  les  valeurs  de  p,  f .  r  en  P,  Q,  R.  i, 

nn  en  tirera  aisément  celles  âe  d^y  d'^,  d'^,  en  faisant  varier  P.  Q, 

^  (1/       al  lit 

R;  on  siilislituera  t-nsiiilc  Iniili-s  (  «s  valeurs  dans  les  expressions  ci- 
di  ssiis.  t  t  l'on  intégrera  les  termes  aU'eclés  du  signe  S,  en  regardant 
I,  ^.  ^  comme  variables,  après  quoi  il  ne  restera  plua  de  variables  que 
les  P,  Q,  R  qui  représentent  la  position  du  corps  h  chaque  instant. 

Au  reste  les  expressions  de  r  dont  nous  venons  de  parler  peuvent 
servir  aussi  à  trouver  les  valeurs  des  'différences  ip»  iq,  ir.  Soient  en 
général  pour  chaque  point  du  corpo,  c*est<k-dire  en  regardant  |,  f ,  Ç 
«•omine  constantes, 

(ip=  \tip  -h  i\(/Q-h  (:</R, 

on  aura  également 

sDap-|.BiQ-«-F«R. 
érsG«P<»-HaQi-.l  «R, 

el  par  conséquent 

ir  =  m  +  iq -iY-*- M -^-EiQ -h  ntL, 
t»=iZ  -^-ir^  iZ-t-GiV  +  BdO-t-UK. 

Substituant  ces  valeurs  ti  ius  i'étpiation  1 1.  .,  on  aura  une  eijuation  de 
la  aième  forme  que  (S),  dans  laquelle  les  quaulités  |X|,  (YJ,  {Zj 
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seront  esprimées- comme  d-deasus,  et  les  fPJ.  fQj,  RJ  auront  les 
valeurs  suivante»: 

[P]    ( S A</iiiJ  1/ ^  +  (  SD</m) ^  -H  (SGi/m) <i  ^ 

-•-«[(rf^  ^     (''a  (''Ï  ^  '*  '^')  ^\ 

[Q]  =  (S  B tfm) ^  -I-  { S  E^m)  -h{S1iém)d^ 

■^^[(d^  -t-  a</ij  B  +  ^d^  E-i-  (4/^  +  Vdtj  hJjji*. 

• 

Je  laisse  au  lecteur  le  détail  de  Tapplication  de  cette  équation,  qui 
n'aura  aucune  difficulté,  après  ce  que  noua  avons  dit  dans  les  Corol- 
laires précédents. 

XK. 

PaoaLèMB  IX.  —  Tnmer  te$  lois  du  mouvement  des  flmdet  non  ëUu- 
tique». 

SoLUTioH.  —  Il  est  vinble  que  rcqualiuii  (L).  qui  a  servi  pour 
.résoudre  le  Problème  précédent,  a  encore  lieu  ici,  cette  équation  étant 
générale  pour  un  système  quelconque  de  corpuscules  dm,  agités  par  des 
forces  quc>l(-()ni|ut;s  P,  Q.  R  

Soit  D  la  densité  de  chaque  particule  du  tluîde  tim,  on  aura 

dm-=1iàxdyés, 
et  Téquation  duiil  il  s':igil  s^ni 

J  »dxâydsi»y\d^  -t-Udi^ix  -t.  ^d^^  -t-mdt^ir 
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J«  meta  l'exposant  '  au  signe  S*  pour  exprimer  lee  trois  intégrattonii  que 
ce  signé  renferme,  relativement  aux  trois  variables  s^t-y,  a,  intégrations 
que  nous  aurons  souvent  oecanon  dans  la  suite  de'  oousidérer  chacune 

en  particuHer. 

Maintenant,  commo  le  fluide  est  supposé  incompressible,  il  faut  que 
If  vnlniiM-  (Ir  rhu(|ii*-  pnrtiriile  dm,  lequel  est  exprimé  par  da?d^ds, 
reste  toujuui-s  le  inéiuc;  uu  aura  donc      '  * 

d^ds  ddjTH-ddrds  «fdz-i-djrd/i/dx-^o, 

savoir 

</(]r      dûy  d<lt 
dx       ày  Ai 

OU,  en  mettant  d^fau  lieu  de  dà^ 

■3î""^-d7**dr=": 
On  auia  par  la  même  raison 

d^  dx  4i)dr  +  d«ds  <d/-t-d«d^-3d<  =  o, 

ou  bien 

d/-d<  ùix  -^-éxAs  dé^  +  dx  d/-ddj  =  o, 

ce  qui  iioiine 

dix     —  djF  I -r^  +  -3—  Il 

et  par  conséquent 

(«)  8d =  a*  =  « 'X  -  8dx  (il^^  1^  )  ; 

9 est  la  valeur  de      quand  Tinlégrale  Sda-        +  -'^jj  est  nulle; 

or,  oomme  cette  inté|p«Ie  doit  être  prise  en  variant  seulement  «,  il  s'en- 
suit que  la  quantité  ^"x  sera  constante  par  rapport  à  mais  variable 
par  rapport  k  ^  et  a,  c'eat^^ire  que  cette  quantité  sera  une  fonction 
de  y^i»* 

Donc,  mettant  dans  l'équation  (a),  ii  la  place  de  d«,  la  valeur  qu'on 
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▼ienl  de  troiiv«r,  l'expressîmi  inlégrale 

»     dr  ds  D    ^ Otfij  a« 
ar  changen  en  celte-et  : 

S*  d«  dr  ds  D  (<f  ^  +  n<if  ^  a 

-  8.  .X  d,      [U  ^4  .  D.,j  Sdx  (^^  .  J. 

J'écris  d'abord  le  premier  membre  transformé  ainsi  : 

S>  d.r  d<  SddrD  Udt^  i's, 

«•x|irf>sioii  <|ii'uii  voit  bien  être  équivalente  à  la  proposée.  Or,  soit  la 
valeur  tulale  de 

e\|iriin<'t'  par  Jdt,  il  est  clair  qu'on  aura,  à  cause  que  à  est  ttonstani 
|)iir  rapport  a  a  , 

donc 

Je  mels  de  même  le  second  membre  sons  la  forme  suivante  : 
8.dr  d.  S [  D  (rf^    di)  9d*        ^  ^)} 

j'opère  sur  l'intégrale 

avivant  la  mélbode  de  l'Article  IX,  Mémoire  précédent:  j'aurai,  en  sup- 
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posant,  pour  abréger. 

la  transformée 

où  il  n'\  a  plus  qu'uu  seul  signe  d'iulégration;  la  t'urniule  proposée 
ilevicndi'it  donc 

ou,  ee  qui  «si  la  même  chose, 

dans  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que  de  faire  disparaître  le»  ditTéreuves 
de  ijr  et  )s.  .  . 

.  Pour  cela  il  est  nécessaire  de  distinguer  d'abord  les  intégrations  rela« 
tives  à  la  variabilité  de  y  et  de  z,  en  mettant  cette  intégrale  sous  la 
forme  suivante  : 

dr  dx 
Or,  par  la  méthode  ordinaire  des  intégrations  par  parties,  un  trouve 

Sdx—^^-Udto}~s>dr-^ir. 

J'etrih  Sdy-        ^dv  iiu  lii-u  (!♦•  Sd  ,L<//j^J.>  qui  lui  csl  «  j,';!).  pour 

dénoter  que  celte  intégrale,  de  même  que  la  diUcn-uticllc  tWStIt,  doit 
être  prise  en  ne  considérant  que  la  variabilité  de  v  s<  ii(.  Soient  mainte- 
nant y  la  valeur  de  y  lorsque  Tintégrale  Sdy^-^^^iy  commence,  et 

v'  sa  valeur  lorsque  cette  intégrale  finit:  et  soit  exprimé  par  'U  ce  que 
devient  U  en  y  mettant  y  à  la  place  de  v,  et  par  U'  ce  que  la  même  quan> 
tité  devient  en  faisant  v    y';  on  trouvera,  par  la  Remarque  faite  k  la  fin 
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de  l'Arliele  I  du  Mémoire  précédent,  que  la  valeur  complète  du  terme 
Vdtiy  sera  V'Jtiy-Vdt^  y. 
Mais  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  nature  de  nos  formules,  il  «st 

aisé  de  voir  que  quand  U  =s'U  Tintégrale  Sd»D    ^  -h  n  itj  est  nulle, 

et  que  quand  U  s  U',  cette  intégrale  est  précisément  égale  h  Tdt;  c'est 
pourquoi  Ton  aura  *U  s  T  et  U'  «s  o;  donc  enfin 

On  trouvera  par  des  opérations  et  des  raisonnements  semblables 


Sds 


ds 


donc 

s»d*drd*uifc(^+^) 

se  changera  en 

-  S-dxd*  Trfr  ay- 8»d*ds  Sdr^^^^ar 

-  S' dx  d/- T  A  a  *  -  S- dx  dj Sàt^^^^iM. 
pu,  en  réduisant. 

-  S'dx  d  a  Trfl  d  >•  -  S'dx  d«  T  A     -  S'd^d/ d«  +  ^        d  j  j  ^ 

donc 

9 ijt  dy  ds  D {é^  -t-  ndi^  ix  s»dr  ds  T  tfl  a -  9> dx  ds  T  ét  iy 

-  8^  d X  dr  T  rfi  a  's + 8^  d x  d  r  d ,  (      hr^        a«) . 
donc  l'équation  (a)  deviendra 

IJ^IS'  dj-  da  1  lit  à  x  -h  S=  d  j  d  z  1  <fl  o  y     S-  àx  dy  T     j  'a) 
4.  dr  d.  I  (4  +  .*)  J  »r 


m        APPUCATION  DE  LA  M&THOBE  PRtCtOENTE 

«l'ob.ron  tire 'pour  le  moutement  de  chaque  particule  du  fluide  en 
général 

Bnsuite,  pour  satisfaire  au  reste  de  Téquation.  on  fera 
(/)      S' d  >-  d2  T  A      -4-    dx  di  Ttf(  dy  <»•  8*  4dr  dr  Tifia    =  o. 

xu. 

GHkOi;.i.AiaB  I.  —  La  valeur  de  VA  est 

l'ilUcjjiiile  l'Iiiiil  pris»'  cil  \;iri;uil  s^'uU-mciil  .r;  nir  siilisliliit-ni  donc  celle 
valeur  ilans  les  équations  e/.  mai.s,  puur  |iuuvuir  taii-e  disparaître  le 
signe  S.  on  prendra  les  différentielles  de  cps  deux  équations  en  suppo- 
sant j-  seul  variable,  re  qui  donnera,  en  uu-lLaul  pour  -  j^— ■  ^  valeur 
*  —  D  (</  ^  4-  Il  rfl^»  deux  équations 

d[D(c/|^iitf/)J_d[D^rf;^^^rf/jj 

d[t»(d^-Hgrf«)j  d[p(^j^^>y^/jj 

i*  d*  • 

qui  jointes  k  Téquation  (  b)  trouvée  ci*des8us  feront  roniiaitife'  les  valeurs 
de  x,y^  z  pour  un  temps  quelconque.. 

5tLII. 

CoROLLAïas  II.  —  TeUos  sont  les  équations  par  lesquelles  on  peut 
déterminer  en  général  le  mouvement  d'un  fluide  non  élastique  scdlicilè 
par  des  forées  quelconques  P,  Q.  R,...,  qui  agissent  suivant  des  dirpis 
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lions  quelconques»  ou  liicn  par  (U  s  forces  n»  v,  V  dirigée»  suivant  les 
lignes.!  .  V.     (f)innic  il  est  uisé  lie  le  voir  en  examinanl  les  valeurs  de 

c*s  qiiantili's  II,  cr,  4    Ailiclc  I  . 

pour  mieux  cniinaitrc  les  <'M|iialiotis  dont  il  s'aj^il.  cxpriiiioiis  par  c,  /î. 
7  It  v  \  iicsM  s  lie  (  lia(|iic  parlictilf  tlii  lluitlt"  parallMcint'iil  aux  <  iiiirttnM- 

iit  i  N  r,  y,  z,  <-Vi>l-à-<Jirt>  Ifji  valeurs  de  ^»  ^  ;  on  aura,  en  divisanl 
par  dt, 

"("'^)  "(■'^0  _  ,i|i,n, 

...  d  a      cl  2.      d  y 

dï"d7^dï="- 

On  voit  par  ces  équalions  que  les  quantilés  ce,  jS,  7  sont  néccmairement 
des  fonctions  des  variables  2  qui  (iétcrniim-nt  la  position  des  parti- 
cules à  chaque  instant,  et  du  temps  écoulé  depuis  le  eominencement  du 

mouvement;  or,  dans  l'instant  fii,  il  est  riair  que  les  variables  t.  y,  z 
deviennent  jc  +    dl,  y-t-  ^dt,  s-t-ydt;  donc  les  variaticms  des  quan- 
tités a,  /S,  7  dans  cet  instant  ne  seront  pas  seulement 
mais 

»•(  scnuit  les  vali  ui;.  de  </«,  t/ft,  dy;  donc  si  iiii  >uIi.h(Uiic  vvs 

valeurs  dans  les  équations  [hj,  et  qu'on  suppose  pt»ur  plus  de  siniplieite 
les  forces  FI,  o.  M  nulles  ou  telles  que 

d(Dn)_dtUo)  d(l)n)_d(D«rj 
dji"  d*  '      35  djr  ' 

I.  56 
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et  de  plus  la  densité  1)  cuustanlo,  un  aura,  lu  divi.saiU  par  D  et  marquant 
toutes  les  difTérenoes  par  </,  ce  qui  est  «bRolament  indifférent  icît 

il' 7  if'x        ,</'3t  f/'a        il  X  il il  OL  il'^       rfa  </y 

Mdy  ~    dvdr     ^  77)-      '  drdz      dJ-  dj-      d^  dV^  Tl'z  d^ 

rf'ae  rf'g       a  <^'«    .     d'à      dada      da  dp      da  df 

Ces  équations  peuvent  s'abréger  en  suppusaut 
ce  qui  les  réduira  à 

{du        du      ^du         du         îdx.     f/â  v       dxdy       d1  dy 

,  \lir^'di^^dy-^^  di^l'idi''  d7)  ^  dï  d7  -  dz  d.r  ^""^ 
(A)  <  .  ^ 

i  f/v      A  (/y        c/v        /'(/a      c/Û\      d»  dp      dy  </â 

(  rfT -^«s       -^^3?    isï ^) 3?  '  ^  a? 

On  peut  satisfaire  à  ces  deux  équations,  en  faisant 

</«     </3  d»     dy  dp  dy 

foiinne  il  est  farilc  tic  sfu  assurer;  or  la  trinsii-nif  de  ces  loiidilion^  e»t 
évidemuient  une  suite  nécessaire  des  deux  premières;  donc  un  n'aura 
réellement  que  deux  conditions  à  remplir,  lesquelles  pourront  s'expri- 
mer plus  amplement  en  disant  que  adae  -+-  J3<^  +  yd»  doit  être  une 
différentielle  complète;  et  ces  conditions  jointes  avec  celle  que  donne 
Téquation  (i).  savoir»  en  changeant  d  en  d, 

dx      dp  dy 
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MTviront  à  delcruniier  li-.s  uiuuvemeiUB  du  Uuidf  dans  plusieurs  eus  par- 
tieuiien. 

Ces  cas  se  réduisent' à  ceux  ob  l'on  Mup|)n>t  .jur  les  particules  du 
fluide  décrivent  des  courbes  învarisbies,  ce  qui  arrive  quand  les  rapports 
des  vitesses  a.  /3,  y  sont  indépendants  du  temps  /.  c'est-è-dire  quand  les 
quantités  a.  fi,  -/  sont  siniplemcnt  des  l'onctions  d<>  x.  y,  z  niulti{ili<-i's 
par  une  mi'nic  tniictiuii  de /.  Car.  suit  mis  dans  les  é(]ualions générales (Aj 
5«,  'jf'j,  O'j  il  la  place  ilc  «,  fi.,  y  i  5  étaiil  une  fonetioii  tjuelronque  de /. 
«■I  a,  j3.  y  étitnt  iMaintcinini  r(  gar(lé»-s  (-(tinnie des  tuuclions  iildéteriuinéi'M 
de  X,/,  i  i>au:>  ij,  un  iruuvera.  après  avuir  divisé  par 

u  tlO         du.         il <J.         du         j  <l a      ''h  \      ii»  dy       d^  dy 
t'iît'^''  dx  ^  ^  dy  '     dz  ^  ^\Tr  ^  dy^j  ^  dz  7!^-  '   dz  dx  *' 

y  J6        f/y      „</v        dv         Ida.      dâi      dxd&      dy  dSi 

Or,  comme  les  termes  |ï  ^*  ^  ^  sont  lés  seuls  qui  renferment  t,  il 

faut  nécessairement  qu'ils  soient  égaux  à  zéro  séparément  de  tous  les 
autres,  pour  que  tes  équations  soient  posHbles;  on  aura  donc  fx  s  o, 
V  ss  o,  ce  qui  satisfait  encore  au  reste  de  Tune  et  de  l'autre  équation, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut. 

Il  y  a  pourtant  un  cas  où  les  équatious  précédentes  peuvent  être  véri> 
liées  sans  supposer  |t  s  o  et  y  s=  o;  c'est  celui  où  l'on  aura 

c'est-à-dire  où 

i^a-ht  et  J  =  ;^. 

a  el  6  étant  deux  constantes  quelconques:  car  alors  les  termes  ^  ^> 
se  trouveront  entièrement  indépendants  du  temps  <»  ainsi  que  tous 
Mes  autres. 

Au  reste,  en  combinant  les  équations  fi  so,  y  s  o  avec  l'équation  (i), 

56. 
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on  peut  «éparer  les  indéterminées  «,  fi,  y,  et  Ton  aura 

*/'«      d'x  ii'a 

*     '(il  ''i^ 

'iTx'  ^  liz' 

(l'y       d  y  >l'y   

//F      Ift    ^    dt^  ~~ 

XLITl. 

Rkm  ahqi  k.  —  O":""'  îK"*:!  Il'ouY**.  par  le  nioyiMi  des  etjiialiDiis  de 
l'Ai  lit  lf  |H  <  ccili'iil .  1rs  v;ili'in'>  j^i'iirralc^;  «le  or.  j>,  y,  il  fiiiidt  ;i  dr  [dus 
délerimner  rt'S  valeurs,  en  sorte  (jiie  les  iiarlieiiles  coiiligues  aux  jtarois 
du  vase  dans  lequel  le  fluide  se  meut  pui&seni  couler  le  long  de  trs 
parois;  Roient  af,y,  %'  leunt  coordonnées,  et 

l'équation  qui  roprésenle  la  figure  du  vase  donné,  en  mettant,  au  lieu  de 
é/t  i%\  leurs  valeurs  «'«dr,  |S'<ft,       oc',     y*  dénotant  les  valeunt 
de  «,  |3, 7  lorsque    y,  s  deviennent     y\  %\  on  aura  Téquation 

qui  devra  être  vraie  indé|)endamment  de  t. 

Dans  II'  eas  où  le  temps  /  n'entre  point  dans  le  rapport  des  vilesM's  a, 
jS.  7,  il  est  clair  qu'il  n'entrera  pas  non  plus  dans  l'équation 

inuis  ali>rs  les  valeurs  de  «,  jS.  y  étant  beaufoup  moins  j^énerales,  il 
pourm  arriver  que  celle  équalion  ne  se  vérifie  qu'en  supposant  que  le» 
quantités  p,  q  aient  certaines  conditions,  c*est-&-dire  que  le  vase  ait  une 
certaine  figure;  c*cst  ce  que  M.  d*Alcmberl-  a  déjà  remarqué  dans  un 
excellent  Mémoire  sur  les  lois  du  mouvement  des  fluides,  imprimé  dans* 
le  premier  volume  de  ses  (^minUe$  mathémaUques,  Hais  ce  savant  Géo- 
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mètri'  prôlend  «Iç  plus  i\uv,  loi-stpic  \o  vase  ;iura  iiiic  ;uilrc  <îj,Miri'  (HU'I- 
cnfiquc.  If  inoiivfiiiciit  <lii  lhii(l<!  lie  jmxiiiii  plus  i  lrc  soumis  au  tal«  ul  : 
t  'i'>t  (le  ipini  je  (ic  snuiiiis  toinhiM'  (i'aci  unl  ave»  lui;  car  il  nie  si-uihlc 
<{ue  (oui  ce  qu'il  faudrait  conclure  alurs,  c'csl  que  la  suppusitiun  parti- 
culière de  ^  =  o  et  v  =  o  ceaserail  d*élre  exacte,  et  que  par  conséquent 
les  valeurs  de  y,  fi.  y  de  pendraient  de  la  résolution  générale  des  éi|ua> 
lions  (il). 

Il  est  vrai  que  M.  d'Alembert  prétend  que  les  équations  ^  b  o,  v  =s  o 
sont  les  seules  vraiment  exactes  pour  détenniner  les  lois  du  mouvement 

de»  fluides;  il  se  londe  sur  ce  «jue  le  rapport  desintesses  fi,  y  doit  être 
indépendant  du  temps  /  dans  les  particules  qui  coulent  le  lonj;  des 
parois  du  vase;  d'où  il  inlere  qu'il  doit  l'i  lrt' aussi  en  j;énéral  dans  Irtntes 
les  particules  du  Iluidc;  mais  dUr  < unscquencc.  si  j'ose  le  dire,  ne  me 
parait  point  assez,  juste.  Eu  ellei,  on  peut  (ri-s-l)icn  imaginer,  ce  me 
semble,  des  l'ondions  de  .r.  v.  s  telles,  que  la  variable  t  né  disparaisse 
de  l'expression  de  leur  rapport  que  lorsque  X.  Y,  3  deviennent y't  z\ 
«t  sont  liées  par  l'équation 

dz'  •=  pdxf  qify*. 

Kn  ^'énéi-il,  il  me  parait  certain  (pi'en  résolvant  les  équations  h  .  i 
par  des  inellu  di  s  iiii;il(ij;ues  à  celles  que  j'ai  expli(|uées  dans  les  licc/ier- 
rhas  sur  le  Sun .  iiii|>riiuées  ci-devant,  on  aura  une  solution  applicaide  a 
tous  les  cas  possibles,  et  par  laquelle  ou  pourra  déterminer  le  mouve- 
ment des  fluides  qui  se  meuvent  dans  des  vases  de  flgure  quelconque,  et 
qui  ont  reçu  au  commencement  des  impulnons  quelconques. 

Il  ne  pourra  y  avoir  de  diificulté  que  dans  les  seuls  cas  où  le  fluide  se 
divisera  en  se  mouvant  et  cessera  de  former  une  masse  continue;  mais 
alors,  iiyani  trouvé  par  le  calcul,  ce  <|ui  est  toujours  possible,  les  endroits 
où  le  fluide  doit  se  divi>er  en  plusieui'ïs  portions,  Ott  considérera  ensuite 
eha(|ui>  portion  à  part,  et  on  en  déteriniaeni  le  mouvement  en  la  regain 
dant  <  omuic  une  masse  isolée. 

Nous  a\oiis  observe  dans  l'Article  prtci  ilriil  (pi'il  v  a  un  cas  où  les 
équations  tji.  =  o,  v  =  o  ne  sont  pa.s  ludispcn.sables  dans  rbypotliëse 
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tjtic  les  r!<|i|>orls  des  vitpssrs  «,  jS,  y  soient  indépend^inls  du  temps  /. 
M.  il" AU'iiiIm'tI  ;»  lait  aussi  ccltt'  n'iiiHr(|iH'  d.uis  l'Article  X  de  son 
MeiiHuie  (  Ile  ci-flr  s-su»;  mai»  il  Irouve,  par  ses  l'ormules,  que  le  ras  dont 
il  s'agit  est  eelui  oii 

au  lieu  que,  suivant  les  nôtres,  re  eu  est  celui  où 

Or  celte  différence  vient  d*unc  légère  méfirlM  qui  s'est  glissée  dans  les 
crIcuIs  de  M.  d'Aiembert.  mais  qui  n'influe  d'ailleurs  en  rien  sur  le  reste 
de  ses  ingénieuses  rechercbes. 

Pour  faire  sentir  la  vérit<>  de  ce  que  nous  avançons  iei,  examinons  les 
équations  que  M.  d'Aleiid)erl  donne  <lans  l'Article  I  du  Mémoire  cité 
pour  les  fluides  pesants  qui  se  meuvent  dans  un  plan.  Ces  équations  sont: 

— B6/>- A6y-gïJ  _  d{-  QqA.—  6pB  -  pT)_ 

^esl  la  gravité.  5  est  une  fonction  (|uelc()n(|ue  de  /  comme  ci-dessus:  $q, 
5/}  expriment  les  vitesses  que  nous  avons  nommées  a  et  y,  et  les  quan- 
tités A.  B,  A',  B',  T  sont  telle»,  que 

d{9q)  s  f  T  </f  4-  9  A  tfx  -t-  9B  dz.   d{9p]  =pTdt -t-9A'dx-h9V  d», 

La  première  de  ces  équations  résulte  de  l'incompressilniite  des  parti- 
cules du  fluide,  et  revient  par  ronséquent  au  même  que  l'équation  {ij 
ci-'deaaus  en  y  faisant  ^  =  o.  A  l'égard  de  la  seconde.  l'Auteur  la  tire  de 
cette  considération,  que  les  forces  verticales  et  horizontales,  perdues  à 
chaque  instant  par  les  particules  du  Ûuide,  doivent  se  faire  équilibre; 
l'HS  forces  sont,  selon  luiv 

g—96p-  .Kùii  —  ql,    —  Sq.K  -  dp»' —  pj. 
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ce  qui  tloniie,  [utr  les  luis  {iénéralt'S  «U*  rfijiiilihn'  ili  s  lUiides,  l'iM|uaiiiMi 
dont  nous  parlons.  Or  je  dis  que,  suivant  les  liypulhèses  de  M.  d'Alem- 
bert,  il  faut  écrire  6*  au  Kea  de  $  dans  les  expressions  des  forces  en 
(|uestion.  Car  il  est  facile  de  voir  que  ces  forces  sont  en  général 

savoir  : 
c'est-h^ire 

— aî  ar*  -i"^-  ^z?  ^r' 


mais 

dx^mdt  =  6qét,   dz=:ydt  =  6pdti 
donc  ces  quantités  deviendront 

Ainsi  l'on  aura  à  la  rigueur  Téquation 

B  9'f  -  A  fl»f  -  gT)  _  rf(-  »f  A'  —  ^ji  B'  -  pi) 
d%  *  dx  ' 

de  laquelle  le  temps  1  ne  dispsrait  que  quand  0*  est  proportionnel  h  T» 
c'esl^knlire 

Idt  rfô 

-gr  =     =  consi.; 
d'où  Ton  tire,  comme  ci-dessus, 

au  lieu  que,  ttelun  l'equaliou  de  M.  d'Aletuberl,  cela  doit  arriver  lorsque 

ss  eonsti, 

ce  qui  donne,  eu  intégrant, 
comme  cet  Auteur  !*a  trouvé. . 
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xuv. 

(iaNni.i.AiHB  lu.  —  Si,  au  liea  de  considérer  les  vitesses  u.  /.  on 
veut  considérer  les  variables  jp«  s  eUe»-inémes,  on  remarquera  que 
ces  variables  ne  peuvent  être  que  des  fonctions  du  temps  t  et  des  valeurs 
qu'elles  avaient  au  coiniuencement  du  mouvement  quand  fBO,  valeurs 
qui  doivent  être  entiiTcnieiii  arbitraires,  pour  que  la  solution  du  pro- 
blème ait  toute  la  généralité  |)()ssil>l(>. 

Dénotons  res  valeurs  par  X,  Y.  Z.  c'est-à-dire  supposons  que  les  va- 
riables r.  V.  <ini  rejn-esculeot  lii  position  tic  rbaque  particule  du 
Ihiide.  après  un  d  iu|is  ijuclt  iiiii|ue  /,  soient  an  i  omineiiremenl  du  inoii- 
veuient  X,  Y.  Z;  les  dillereiices  de  x,  y,  z  s'exprimeront  eu  jjeiuTal  de 
la  manière  Huivanle  : 

.litïer.  I.  «/  \  M  d\  ^  S  </ /. -t- x  il  t. 
.lilTéi .  r      \>>l\  ^\\,l7.^'fi  lit. 

«lillér.  s  -  S  </  \  -f-  r    Y     t  «/Z     y  «//, 


de  sorte  qm* 
et 


à*^Sd\-t-TdV-^tdl. 

Sul>>tiiii;iiil  dans  le»  équations  l'/q'),  (h;,  u,  fi,  y  au  lieu  d«'  '^r  y^t 
«t  supposant  d'ailleurs,  pour  simplifier  le  calcul,  D  constant,  et 

àjVU)  _  d(Dp)     d(Dn)  _  d(l)yj 
ïî"  às  '      d<  dx  * 

un  trouvera,  après  avoir  divisé  lês  deux  premières  par  Hdt,  et  la  troi- 

skeuie  par  dl. 


(0 
{m) 


^■dt  ^Si  ^Si 


iy        <\jr  '     dz  djr 

dat      dâ  dy 
dx     ay  . 
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Or       exprime»  comme  on  sait,  le  coefiieienl  qu'aurait^  dan»  la  diF- 

tï- initial  ion  tU*        siippos*'  inie  «  lut  cxpriiiicf  par  uni'  Innrlioii  ilt-  .1 , 

V,  s.  /;  »'t  ainsi  des  autres  cxprcssinns  si'iiiM:ilili  s.  Oom  .  |iiiis(nii'  les 
(|uarifil<''s  v.  fi,  y  sont,  par  li\ pollii'st',  des  ton*  li<ni>  tlf  X,  Y.  Z,  il  faudra 
substituer  dans  *,  fi.  y.  à  la  plate  des  varialile^  X.  Y.  Z,  leurs  >aleui"»«*li 
.T,  y,  s.  et  diiïérentier  ensuite  en  prenant  x,y,  2  pour  variables,  ou  birn, 
ee  qui  revient  au  même.  difTétentier  d*atiord  le»  quantités  «,  jS.  7,  <*n 
faisant  varier  X,  Y,  Z.  et  subsUtuer  cfnsuite  au  lieu  de  X,  Y,  dl  leurs 
valeurs  en  da;.  d^,  d«. 

De»  expressions  de  dx,  dy^  ds,  données  ci-dessus,  on  tire  par  les 
règles  communes  de  TAIgèbre 

rfX=    •— 

rfY  =  fl^S-PU/dx  -i-(Lll-N8)  djr  ->-(XP--LK)d» 

K 

rfZ   _  . 

K  elant  nus,  pour  abréger,  au  lieu  de 

LQU  -  MPL  +  MRS  -  NQS -K  NPT  -  LRT. 

Or  da  est  la  différence  de  et,  qui  nait  des  différences  dw,  dy»  d»,  ou  bien 
des  différences  X,  ifY,  dZx  donc  on  aura  en  général 


on  aura  de  plus,  à  cause  que  la  différence  de  d;  est  une  différentielle  com- 
plète. 


donc 


rf«_rfL  dx  f/M  (/a  </N 
é\~  dt'    d\      dt  '    dï      dt  ' 


I. 
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on  trouvera  de  même 

.substituant,  au  lieu  de  d\,  d\ ,  dZ,  lus  valt'urs  irouvcfii  (-i-devaiil,  il 
vieillira 

d«  =t  —  B  —  —  dx 


dy 


m- 

KTJ^  +(RS 

-*-(PT- 

(NT- 

rfL 

ML)^  4  (LU 

K 

+  (MS- 

(HR- 

■NQ  MNP 

K 

-LR,^ 

+  (LQ- 

K 

(QU- 

-'"'^ 

-KPT-=- 

K 

(NT- 

(HR- 

K 

-LR) 

K 

(QO- 

RT)^  +  (RS 

+  (PT- 

{NT- 

MU)^^  +(Lli 

—  : 

/// 

-i-(llJ*- 

(MK- 

d» 


d|»=  îE   —  «Ix 


dr 


dj. 


ds. 


noue  pnMiant.  dans  r('\|>iM'ssioii  de  r/jf,  le  nM'Iliciciil  df  d.r.  dans 
i-elie  (le  dp  le  coefficient  de  ày,  cl  dan»  colle  de  dy  le  coellideiU  de  ds. 


A  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES  D£  DYNAMIQUE.  tôl 
on  aura  les  valeurs  de  ^*    réquation  (m)  deviendra 

(OU-RT)^+(RS-PU)^+/PT-QS;'^ 
-i-(NT-MU)^  -<-(LU-  NS)^  -»-(M8-LT)^ 
-h (HR  -  NQi      -KNP  -  LR)^  -H  (  LQ  -  NP)^  -  o, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

d'où  l'un  tirera  K  =  eonsl.,  savoir  : 

LQU  -  MPU  -i-MRS-  NQS-»-  NPT-  LRT  =  M, 
H  étant  une  fonction  de  X.  Y,  Z,  sans  i,  savoir  la  valeur  de  K.  lorsque 

A  Végud  des  deux  équations  (/),  on  remarquera  que  d  est  la  même 
chose  que  ^j^-y  c'est  pourquoi  il  n'y  aura  qu'à  diflërentîer  la  valeur  de 
da  trouvée  i  i-dessus,  en  ne  faisant  varier  que  t,  et  l'on  aura 

de  la  même  manière  on  trouvera 

^7t^llF''^-^dp''^^W'^' 

•     On  suhsiituera  donc  dans  ces  exprassions,  comme  on  a  fait  ci<des8UR 
dans  celles  de  da,  djS,  dy,  les  valeun  de  i/X,  d\»  dZ  en  d»»  d^,  ds, 

et  prenant  les  coefficients  de  d^et  de  ds  dans  la  diATérenlielle  d^*  et 

5,. 
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cuux  de  d jp  dans  les  deux  différentielles  d  ^  «  d  ^  «  on  aun  les  valf  un 
de 

*îf 

dr  *    d*  '     d*  •    d*  * 

JesqiK'llt'N  fiMiit  nus»  . s  ;i  la  |»l:>rr  de  ct-s  ()ii;inlit(  S  ihiiis  les  (  (iiiiilinii.s  /,. 
il  nous  vieiitirii,  «mi  ùLiiit  le  (Icnuiiiiiialeiir  rDiiiiiiuii  k,  les  di-ux  rqualions 

(NT-MU)^+(LU-NS)^-f-ril8-LT)^ 
d'I*  (/'U  </'R 

=(QU  -  RT)^  +{HS-  piJ)Î3^  +  (Pr  -QS)^, 

(MH-NQJ^+(NP-LRJ~4-(LQ-MPJ^ 
=  (QU  -  RT)^  -KRS-  PU)^  -h(PT-  09)^. 

Si  l'on  met  dans  ces  deux  équations,  aussi  bien  dims  i  v\U'  qui  a 
été  trouvée  pn  ridcmment  pour  L,  M.  N,  P.  Q,  R>  S,  T»  V,  leurs  valeurs 

dx    dx   dx    dr    dr    ér    ds    d*    é*  , 

77'  IV       iv*      1%*  Tf'  «quatoons  gé- 

nérales qui  ne  renfermeront  que  les  changeantes  y,  a  avec  leurs  diffé> 
renées  relatives  à  X,  Y»  Z»  f,  et  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  la 
poritîoR  de  chaque  particule  du  fluide  k  chaque  instant  de  son  mouve- 
ment. 

XLV. 

SooLiB.  —  Les  équations 

d(Dn)  _  d(UB)     d(UU)  _  (1(1)4  ) 
d.r         d*  *      d»    ~    d*  ' 

<\\ii'  nous  nvons  siipiiosccs  ilans  rArtirIc  XLII  pour  siniplitirr  les  (nr- 
uiulcs  ont  lii'U  quand  toutes  les  Ittri  es  II,  a,  4'  siuil  telles  (|tic  Irnrs 
actions  sur  les  parlicules  du  fluide  se  délruiseiU  nmtui  lli  uiini,  c'est-à- 
dire  que  les  particules  du  fluide  animées  par  ce»  forces  se  font  équilibre. 


Digitized  by  Google 


\  niFKKHENTS  PROBLÈMES  DE  DYNAMIQUE.  U3 

Kii  t'Ilet,  si  l«'  lluid»'  est  en  repos,  les  vitesses  et,  p,  7  sont  nulles,  «t  le» 
éqmttionH  A  ;  se  réduisenl  ;»  celles  (pie  nous  venons  île  rapporter. 

Au  reste,  |)(inr  pmivoir  luire  us;i^'e  «les  eqiiiitions  dont  il  s'agit,  il  n'est 
pas néee,ssiiire  <{ue  les  <|nanlités  D,  II,  rz,  M  soient  uniquemeni  des  (onc- 
tions de  x,  i  comme  il  semble  qu'on  pourruil  le  eom^lure  de  la  forme 
même  de  ces  équations. 

Supposons,  par  exemple,  quêtes  quantités  D»  n,  v,  V  renferment  outre 
les  variables  at^y*  s  encore  une  quatrième  variable  /  représentée  par  uni' 
ligne  quelconque,  il  est  clair  que,  quelles  que  soient  la  nature  et  la  posi- 
tion de  celte  li^^ne,  on  pourra  toujours  exprimer  sa  diflerentielle  As  de 
eette  manière  :  A  d.r  +  B     +  Cds;  par  conséquent,  la  valeur  complète 

de  l'expression  qui  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  de  Ay 

dans  la  difTérenliation  de  D II,  sera 


d(Dn)  Bd(Dn). 


on  trouvera  de  même 


d(DH)  .  ,.d(Pn)     d(Pc)  .  .diDia?     d(Dy)  .  ^d(Dy) 
dj  As  A*  At  (Ix  ii$ 

Il  IL.     j  •       d(Dil)    d(DtDl  d(l>Y) 

pour  les  valeurs  complètes  des  expressions  — ~* 

substituant  ees  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus,  elles  deviendront 

d(Dn)        d(pU)_.l(Dm)  ^d(Dp) 
d.y  3s  *     d#  ' 

d(pn)  .  ^d(pn)  _  d(PV)  .  ,  d(py) 

ds  d«  nx  4$ 

équations  dans  lesquelles  les  différentielles  qui  dépendent  de  cbarune 
des  variables  »,  y^ttSie  trouvent  s^^arées. 

Je  lai.s  cette  remarque  relativement  à  un  endroit  de  rexcelleni  Truite 
de  la  résistance  des  Fluides  !  Article  16/j;. 
Si  la  densité  D  est  constante,  les  équations 

d(PII)_diPg)     d[Pn)  _  d(Py) 
d/*  diT  *      d2  Ax 


Digiii^eo  Ly  CoOgle 


kok  ATION  DE  I. \  MÉTHODE  PRECEitËNTE 

(levienaenl,  en  divisant  par  D, 

fi  n  _  fi  ra    ^1  n  _  d  '1 

ûy  ~  dx'    Ai      Âx  ' 

m 

lesquelles  renferment  les  conditions  de  l'équilibre  des  fluides  honio» 
gènes. 

Supposons  (|Uf  l<>  iluidi-  suit  compost*  lie  (liHeiTiilcs  cuut  lies.  doni 
chacune  soit  d'une  densité  uniforme,  ei  qu'on  <>n  cljfrclit'  r<>(|uaiion: 
soient  .r,  v ,  :  les  coordonnées  de  chacune  de  ces  couches,  on  aura  par 
hypothèse 


Or  tes  équations 


donnent 


dU.  dD.  dl>. 
dx        dr  '  ds 


d(Dn)_d(pp)   d{pn) _d(py) 

d^         djr  '      di  dx 


d.r       d.t*       dx  Ax 

_dD    ^dïl     ^dl)  „dT 

O-T-  +  D-i-   i-I)-r— ; 

ds        dj        dx  dx 

substiluani  dans  Téquation  ei>dessus  les  valeurs  de  ~\  tirées  de 
relles-ci,  et  ordonnaot  les  termes,  il  viendra 

dl>/^  Df/dw    dDv.      /dV     dBi^  1 

savoir,  en  multipliant  par  ^< 

»  dD,„.         .      „.j  ,     idBi     <1II.,       /dH  Mil,, 

__-(nd«-K«dr+*d,)-.  ta^  -  dj)J.v+(5ï 

équation  qui  exprimera  la  figure  de  chaque  couche  oii  la  densité  est 
uniforme. 
Si  l'on  a 

dU__dn^  dfl_d»l 

3r    àx*   37  îx' 
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c'esipà-dire  si  les  forces  II,  H'  sont  par  leur  nature  telles*  qo'elles 
puissent  tenir  en  équilibre  une  masse  fluide  homogène»  alors  Péqualion 
précédente  se  réduit  k 

ce  qui  donne 

équation  générale  des  couches  de  niveau»  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
d'où  il  s'ensuit  que,  dans  ce  cas»  chaque  couche  de  niveau  sera  nécessai- 
rement d'une  densité  uniforme  dans  toute  son  étendue. 

Tel  (Icvrail  ilonc  èire  rarranj,'t'nicnl  de  difTérpnlos  parties  de  la  lenr 
si  elle  avait  t'te  priinitiveineiit  tluide;  car  il  est  aise  de  prouver  par  Ir 
ealeiil.  t  l  M.  l'Iairaiil  Ta  cli-montre  à  rArliile  Ll\'  de  sa  Théorie  de  tu 
fif^uri'  de  In  Ti-rre.  <|ii<'  li's  Itirt  es  II,  w,  4',  résnitaiiles  de  toutes  les 
altra(  lums  (|ue  Ifs  particules  exercent  les  unes  sur  les  autres,  uni  d'elles- 
niénies  les  eondiUons 

dn_do  dn_d^_ 

Cependant  un  grand  Géomètre  a  cru  qu'il  n'était  pas  toujours  néces- 
saire que  les  surfaces  des  différentes  couches  fussent  de  niveau,  et  il  a 
donné  un  autre  principe  pour  connaître  la  figure  de  ces  surfaces  (*}. 
Mais  les  équations  que  son  principe  fournil  ne  »ont  elles-mêmes  dans  le 
fond  que  celles  des  couches  de  niveau.  Pour  le  dcmoifircr  d'une  manière 
j^énérale,  soit  un  sphéroïde  ronipfïs»-  de  couches  de  dillcrentes  densités, 
et  dont  le  rayon  soit  exprime  j;ciii  r;ilrii)rul  par  r-(-«Z,  r  ctaiit  wwv 
quantité  coii>taiile  d;iiis  l:i  nii  iiic  couche,  Z  étant  nue  (onction  i|iie|. 
«  oiKjue  de  /-  et  «l'un  an^le  variahie  potU'  tous  les  points  de  chaque 
couche,  et  a  niarquunl  une  petite  i|uantil«  eonstanle.  Qu'un  réduise 
l'attraction  totale  que  ce  sphéroïde  exerce  sur  clKi(|ue  particule  d'une 
couche  quelconque»  è  deux  forces,  l'une  verticale,  c'est-inlire  perpendi* 

(*)  t'mn  I  Appcndiix-  i|ui  t>»l  à  la  lin  de  I  sur  la  t-éfi-Uaiire  ilc^  Fliiidey  viU'  ei-iiessiis, 
el  )■  traitièine  Piiirlie  de»  tlerharket  sur  le  ^«Abw  du  Moiule,  p.  m6  et  *a\y. 
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eulaire  à  la  couche,  «t  qui  pourra  aan»  erreur  aenaible  Atre  supposée 
égaie  h  la  pesanteur  qui  tend  au  centre  du  sphéroïde;  l'attire  horixon- 
taie,  savoir  dans  la  direction  même  de  la  ruurhe,  laquelle  est  a  pou  près 

perpendiculaire  ;iu  niyon  ;  et  soit  nommée  la  première  11,  et  la  seconde  rs. 
Par  le  principe  de  rilliistre  Aiilcur  dont  nous  venons  de  parler,  il  faudra 
uiultipiit  r  l;i  Ion  r  liorizdiiliilc  v  \>Ar  Arr/r.  A  niar(|uaiit  la  dertsité  dii 
(luiili-  i|U  on  suppox'  être  une  loinliuiÉ  tle  r  .SfuU'Uiciit,  eiisuilc  la  dillc- 
rentier  en  ne  faisant  varier  que  r;  de  même  il  faudra  multiplier  la  forée 

verticale  II  par  A  ^</r -i- a  ^  r/rj  et  (lillereutier  eusuilc  eu  ne  faisan! 

varier  que  «;  après  quoi  on  égalera  les  deux  différentielles,  ce  qui  don- 
nera l'équation 

dr  d*  * 

savoir 

dA  (trm  .  \  "'■/a 

^rm-^       A=  ^5  A. 

Or,  en  faisant  le  calcul,  on  trouvera  toujours  que  les  quantités  n,  s,  Z 
seront  telles  que 

'  t/r  '       fi  I  ut 

di       "  ~  IF' 
donc  il  ne  restera  que  Téquation 


(|ul  donne  a  =  o,  savon  la  force  horizontale  nulle,  el  par  con.sequcul 
chaque  couche  «le  niveau. 

XLVI. 

CoRbLLAisB  IV.  —  Je  viens  maintenant  à  l'éqiMtion  (/).  Par  la  nature 
des  expressions  dont  cette  équation  est  composée,  il  est  manifeste 
qu'elle  appartient  uniquement  è  la  surface  postérieure  du  fluide.  Or,  si 
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l'on  suppose  qu'il  n'y  ait  point  de  parois  qui  soatiennent  le  fluide,  les 
▼aleurs  de  9*x,  Hy^  demeureront  absolument  arbitraires,  et  Téqua- 
tion  (/)  ne  pourra  se  vérifier  qu'en  faisant  généralement  T  =  o,  savoir 

la  valeur  totale  de  l'intéfprale  Sdd;D  (d^  -i-Udij  nulle. 

Soient  rapportées  les  équations  (e)  k  la  surface  postérieure  du  fluide, 
en  y  mettant      y,     au  lieu  de  x^y,  s,  et  supposant  l'intégrale 

SdjrD  ^rf^  +  ndt^  nulle,  te  qui  ifoil  U  —  T,  un  aura 
donc 

d  JT         d'r  d'* 
=  'D       ''df  + 1» d  '*  +  ^  'ra  i//)  d  y  '+  (rf  ^  +     r// j  (I  s  J 

C'est  la  valeur  de  la  diflérentielle  de  T  prise  dans  la  suriat^»  dont  nous 
parions;  donc,  puisque  la  quantité  T  y  doit  être  généralement  égale  h 
xéro,  sa  diflînrentielle  le  sera  aussi,  et  l'on  aura  par  conséquent  l'équation 

^  -t-  n  dtj  d  *  -H  (rf  ^  -H  o  rfi  J  d  y  +  (rf  ^  +      j  d  = o, 

qui  sera  celle  que  ht  Mirfitcc  posténeure  du  fluide  doil  avoir. 

On  trouvera  une  e(|uation  semblable  pour  la  surlaee  anlerieure  du 
Huide;  car  nuniiiiatil  j',  >  ',  z'  les  coordonnées  pour  cette  surface,  et  II' 
ce  que  devient  Li  quand  x,y,  z  deviennent  u  ',y,  z',  on  aura  en  général, 
comme  on  l'a  déjà  remarqué,  ArUcle  XL,  U'  =  o;  donc  aussi 

dy         A  y  •  d«' 

Or 


do:  =  -  Ddjr     ^  -hVLdty 


djT 

1.  58 
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ilonc 


Donc,  en  général,  quand  le  fluide  esl  libre  de  tous  côléi»,  sa  Murface  «•xté- 
rieure  doil  être  déterminée  par  l'équation 

Supposons  iii^iiiU'iianl  que  le  tluutc  soi(  soutenu  |>ar  «les  paruis  i'wvs 
(le  ligure  qufirouque,  et  dont  l'équation  soit 

Si  Ton  conaidëre  les  trois  expressions  intégrales  de  Téquation  (/ on 
voit  qu'elles  renferment  chacane  deux  intégrations  qui  se  rapportent 

à  V  et  z  dans  la  prenti^^^  à  r  <>l  dans  la  scrundOt  kaiBiy  dans  la  troi- 
.sii'iTie.  Or,  puis<|ut'  la  rclalion  des  trois  variables  r,  y,  z  est  donnée  par 
l'équation  dz  —  mAx-^  »  i\y.  ces  diflérentes  itjlr^niilcs  pourront  être 
ranjenées  toutes  ii  i;i  même  lurine,  e'est-à-dire  être  riip|)orlees  a  deux 
seules  cliiiiigeantes  x  et  y;  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  mettre  dans  la  piv- 
inière,  au  lieu  de  d:,  sa  valeur  en  x,  mdx,  et  dans  la  seeonde  sa  valeur 
m  y,  ndy;  par  là  l'équation  I  f)  deviendra  celle^ 

S^d«d^(iiitdx  +  4»    -I-  dj)      =  o. 

Mais  puisijuts 

d4  =  mdx  +  ndy, 

on  doit  avoir  aussi 

doue  l'équation  sera  identique  el  n«  l'ouruira  aucune  cundiiiun;  ainsi 


A  DIFFEHENiS  l'KOBLtMES  f)E  DYNAMIQUE.  459 

toin  s»'  icdnira  à  fitirc  en  sorte  (}U('  li-s  ('  (puilions  générales  («)  salis- 
fassitnl,  après  leur  iiKcgraliuii,  à  l'equalion  donnée 

XLVII. 

IU:M\itvi  K.  —  Je  lit'  iri'élt'uds  pas  (Uivaiilu^c  sur  ii  lU'  iiialii'ii',  pour  ne 
piiiiit  paiiser  les  burnes  (|uc  je  me  suis  prescrites  dans  le  présent  Mé- 
moire. Au  reste,  par  tes  foriDules  et  les  méthodes  données  dans  ce  Pro- 
blème el  dans  W»  précédents,  on  pourrait  encore  trouver  la  solution  de 
plusieurs  questions  qui  coneerneni  les  fluides  :  comme  le  mouvement 
d'un  fluide  enfermé  dans  un  vase  mobile,  les  oscillations  d'un  corps  qui 
flotte  sur  un  fluide,  la  l  ésisiance  qu'un  fluide  fait  h  un  <-«rps  qui  s'y 
meut,  et  d*autn*s  Rr»blèm«s  de  cette  espèce. 

XLvm.  ' 

Problème  X.  —  Trouver  les  lois  du  mouy  cnu  nt  des  JluiJes  élastiques. 

Solution.  —  Par  notre  principe  général,  il  faut  que  la  quantité 
^îbmjudt  soit  un  maximum  ou  un  minimum;  donv.  en  faisant  les 
mêmes  raisonnements  que  dans  le  Problème  VI,  on  trouvera  l'équation 

Or.  si  aueune  force  n'abaissait  entre  les  eurpuscules  4i6n,  on  aurait, 
conformément  à  la  formule  (X;  du  même  Problème, 

•»dmmiu^  =  »dm{ndtèx    wdièy  -(•  Wdti»)-, 

mais  le  tluide  étant  sup|)<*Ne  i  lastiqne.  on  doit  regarder  clia(|ue  particule 
eninme  un  ressort  (|ni  ajjit  de  tous  lutes  mii  les  particules  conti}ïues. 
N«)nnnanl  F  la  force  du  ressort  et  /  l'espace  par  lequel  il  tend  h  se 

».  ' 


ïm         APPLICATION  DR  LA  MKTHODK  PRECÉDKNTK 

dilater,  on  Irouvera,  en  apiiliquaul  ici  la  formule  (U^  de  l'Article  Vill. 

ou,  fil  iiii'llaul  II  n.r  4  w;  v  -j-  H'$z  au  lieu  de  P5/>  -H  Q(iq  -h  Hôr-h.,., 
et  |)i-enaiil  F  négalivemeiu  à  cause  que  celte  forée  tend  ici  k  éloigner 
les  particules. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  ci^dessos*  et  mettant  au  lieu 
de  «fin  sa  valeur  D  d«d^da,  on  aura  donc 


Or,  comme  rartion  du  res^iort  F  cousisU'  »  iiugiiienter  le  volum<?  de 
(■ha(|UP  parliciilc  dm,  il  est  «  liiir  qu'il  faiiili-,i  iitciidre  ce  volume  même 
{N)ur  la  valeur  (jie  l'espace /;  duncy=  dxdjdzi  par  conséquent, 

■ 

—  djds  d  i«  4- d»d  f  d    + d«  d/'d 
en  transposant  les  signes    <l  ;  donr 

=»d*drd*(^da*+l:<nr+^di*). 

formule  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  ; 

F  FF 

Or  Sdx  j^ddx  se  réduit,  en  intégrant  par  |iarties,  à 

VixSdxi^ix 
dx 
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il  F 

(féms  da;^  auli«ucle  dF.  pour  dénoter  que  cette  ditrérentiellf  doit 
être  prise  en  ne  variant  que  a;),  et  k 

en  complétant  l'intégrale,  suivant  la  remarque  que  nous  avons  faite  à  la 
fin  de  rArticle  I  du  Mémoire  précédent;  on  changera  de  même 


et 


donc 


sdr^ddr  en  rif-vir-éàr^ir. 


îi'Fa/=S'd)  (lz(F'à.i' ^  'rô"j)-4-S'd.rtlîi:F'6f   ~  1* 
+  S»  d*  d/(r'  da'  -  F  a    -  S' dj  d*  Sd*  j|  d* 

-  »  d« dx  S d^  ^  ar  ~  S* <)' drs ds  ^  as 

=  S' d  r  d  I  F'  ix'  -t-  s»  (1  j  d  ;  F'  o  r'        d  .r  d  )  F'  o  )  ' 

—  S' d/ d  i  F  d 'x  -  S' dx  d  -  F  ô  ' )■     S' d .1- d^- 'F  <J  z 

j  j   /dF»       dF.       dF.  \ 

iloiii-,  suhsiiiiiHMi  ihnis  rf()(i:itinii  /i),  au  lieu  de  S*Fd/,  l'expression 
qu'un  vieiU  de  trouver,  un  aura  miliii 

■ 

j'[s>d7d«Paa'  +  8'd*d«Par'  +  S'dxdrF'a»' 

—  S'd»  ds  Fr3  X     S'dxdi  'Ko>  -  S'dxd^  F3 'ijj/ 

-j'»'d*d/-d»  I^^Drf  ^  4- DHA  +  g^rflja* 

+  ^Drf ^  -»-  DTrfl H-  |j rf<) ai]  =o, 
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équation  réduite  à  l'état  qu'exige  notre  méthode.  Supposant  donr  les 
ropfllcients  des  dillérancev  ix,  9yt     ehacun  égal  k  aéro,  on  aura 

fl  ii>  resti-  de  l'equaliou  dt»uuera 

\  S'drdz  F'^-r'  -♦-  S'dxd:  F'  or'     S'dxdr  F  oi' 

XLK. 

ConoLi.4iKB  r.  —  Les  trois  équations  (/»;  renferment  les  lois  générales 
ditmouyemenldes  fluides  élastiques.  Pour  faire  usage  de  ces  équations 
on  supposera,  comme  dans  rArtiele  XLII, 

rfi""**   dt"^'  df^^' 

on  mettra  au  lieu  de  ifjS,  dy  leurs  valeurs  trouvées  dans  le  même 
Article,  et  marquant,  pour  plus  de  simplicité,  toutes  lés  difTérences 
par    on  trouvera,  après  avoir  divisé  par  Odt  les  trois  équations 


ûikiïs  Icsquelle.s  il  iii'  laudra  |>lu^  qui-  substituer,  nu  lit-u  de  K  el  t\v  D, 
leurs  valeurs  en  x,yt  z,  t. 

Voici  comment  on  trouvera  ces  valeurs  :  F  exprime  la  force  du  ressort 
de  chaque  particule  du  fluide,  laquelle  est  ordinairement  proportion- 
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« 

nelle  k  la  densité;  sapposons  donc»  pour  plus  de  généralité,  que  «etle 
force  soit  i-onnne  une  fonction  quelconque  donnée  de  la  dentdié,  en 
sorte  que  d¥  =  )àdUi  on  aura 

Ensuite,  pour  trouver  D,  on  observera  que  la  masse  tbn  de  chaque  parti- 
cule du  fluide  est  Dda^d  vil:,  et  que  cette  masse  reste  toujours  la  même 
quelque  mouvement  que  le  fluide  reçoive;  donc  sa  dilférenlielle.  en  fai- 
sant varier  l*  doit  être  nulle,  ce  qui  donne 

'djhdxûrdz}  _ 


savoir  : 


ou 


dD     dix     ddy  di» 
ix  dt  ^  dt  ^  dt   _^  dt 

W  TT  "^^'^■TF'^'ir'^'- 


Or 

donc 

on  trouve  de  même 


dix      ,  dx  . 

sr^'^di^*'" 

dis 

dt  _i« 

~Sir~is'' 

dâ)  dAz 
~dr  .     (//  dy 

iT^ar*  ^==d;' 

(le  iilufi,  "^j^  dl  t  vpnmf  l;i  viiriation  de  I)  dans  l'instiiiil  dt;  donr,  si  i'itn 
suppose  1)  soil  ivjjresenté  par  une  i'onetion  t|ueteon(|ue  de  x,j,  s,  t, 
un  trouvera  t\uv  la  valeur  complète  de  ^  «ft  sera- 
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on  mettra  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-éeamB»  et  chan|;eant  les  lettre»  d 
en  d  «t  multipliant  le  tont  par  D*  on  aura 

-"^  ^  •^î' a? U  ^  3?) 

uu 

équation  par  laquelle  on  connaît»  D,  et  par  consé<)uent  F. 

L. 

(>)RnLL.viHF.  II.  —  Soit,  suivant  riiypoliii-.sc  ordinaire,  F  —  I),  par  con- 
.séqucnt  K  =  i ,  et  qu'un  mette  les  équations  {r'j  sous  celle  t'urnie  : 


un  aura 

-  i  db     ^         I  (/I)     „         1  r/D 

«'=-03?'   "^-BïÇ:'  ^^-Ddï' 

SuppoBOM  encore 

da     d^     dy  „ 
on  aura  (Article  précédent)  l'équaliuu 

donc,  chassant  les  quantités     •  par  le  moyen  des  équations 

préi'édfules,  divisant  par  l),  et  transposant,  un  aura 

ou,  puur  abréger. 

rfjogD_ 
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Or  le«  équations  i'i<dc»i]8  se  réduiMiit  à 

^^--mr*  "---aF"'  "  ïG-* 

«ioiK-,  vumparaiil  ces  équatiuiis  avet-  celk  qu'un  vient  de  trouver,  on  aura 

(O.     _*n     </M  _     cfT     rfN  </T 
rf/  ~  W  1^*    dt  dt* 

équatifins  où  la  lettre  D  ne  se  trouve  plus.  On  trouvera  encore,  en  runi- 
Uinani  ensemble  les  équations  ci-devant. 

dL_JU  dL_dS 
"Sr     'Sx*'  'ST  'Sx* 

»'qiiiitions  r«'vi<'iiii)*iil  itii  même  quf  les  »''4|ii:iti()ns  tic  l'Ar- 
Ih  Ii'  \|,1F.  On  ;nii;)  (!<>nr  riiii|  ('(iiialioiis  toutes  (Icliviccs  de  hi  lettre  D« 
(jiilil  [H'iscs  :i  vninlilr  slllliroilt  |Hiu|-  rcsoutl le  If  Prn|)ltMiit' . 

Si  1(111  suppose  t|ii<'  le  niuo\eioeit(  ilii  lliiiiic  mmI  |iHi\riiu  a  uii  etal 

permanent,  alors  on  aura  ^  =o,  et  par  conséquent  T  =  u. 

U. 

GoaoLLAïaa  III.  —  On  peut  encore  représenter  le  mouvement  dit 
fluide  par  les  variables  X,  Y,  Z»  l«  comme  dans  TArticle  XLIV.  Pour  cela 
on  chensfaera  d'abord  la  valeur  de  D  au  ninvcn  de  Téquation  (f),  laquelle, 
en  introduisant  les  lettres  a,  j9»  y,  devient  celle-ci  : 

dh 

IFF      d«      (13  dy 
U      dx     dy  dz 

Or»  par  les  formules  de  rArticle  cité,  on  trouve 

da  Ay  _  dt 

I.-  59 


km  AFBLICATION  DE  LA  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE 
par  eonfléquRnl, 


d'où  l'on  tira 


«îivoir  : 


dD  dK 
1t  dt 


logD  -t-  log  k  =  const.. 


DK  =  /i   ei  l>=^- 


Pour  déleriniDer  la  conatanle  A,  od  remarquera  qu'au  conim«acf;in«iit 
du  mouvement 

éx^dX,  dy=d\,  d»  =  dl; 

donr 

L  =  i,   Msso,    Nso,   P  =  o,   Q=i,    R  =  o,  T^o,  Usi, 

Ce  qui  lionne  li  =  i  ;  d'où  il  s'i-nsuil  que  h  doil  clrv  égale  a  la  deusili;  D 
que  le  fluide  a  au  pramier  instani  de  son  mouvement. 

Ayant  trouvé  Texpreatton  de  D,  il  n'y  aura  plus  qu'k  la  substituer  dan» 
lea  équations  { p)  ;  or,  D  étant  une  fonction  de  X.  Y,  Z,  i,  sa  différentielle, 
en  prenant  i  constant,  sera  représentée  par 

E</X-i-F//Y^-Gf/Z: 

ainsi,  pour  avoir  les  valeura  de       ^>       il  faudra  encore  substituer 

au  lieu  de  d\,  Y,  dZ  leurs  expressions  en  éas,  d^,  ds  trouvées  dans 
l'Artiele  XUV,  ce  qui.  en  supposant 

E(QL-  Hi)-f-KKS-  FlJ)-t-lill»l  -  ySi-  A. 
E(NT-MU)-l-F(LU-NS)-t-ti{in-  LT)~B, 
E(MK- NQ)    F(NP -LR)  4<  G(LQ  ^  HP)»  G. 

donnera 

Adjp-4-BdK-i-Cds 
ail  =  ^  '  —   ■  > 

d'où  l'on  tire 

dD_A     dD_B  dD_C 
dx  "  ï*   dr  ~  K*   d*  ~  K* 


* 
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et  par  conséquent,  suivant  Phypotfaëse  de  l'Article  XLiX, 

dF      EA     dF      EB     H  E»: 
dx  ^  K  '    d/-  ^   k  '    da  ~  k  ' 

On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  les  équations  (/»)•  et  l'on  aura, 
en  divisant  par  D  qui  est  égal  à 

d      ■¥  ^  dt -<r      dt  —  o. 

Sî  Ton  suppose  dans  ces  équations 

n  —  o,    D  =^  o,    4'  —  o,    "J  =  ag, 

elles  rt'vieiiiu'iil  au  uiénie  qui"  cfllcs  (jut'  .M.  Euler  a  Iruuvt'cs  par  une 
vote  différente  (Rccherehes  sur  la  propagation  des  ébranlements  dans 
un  milieu  élasUque,  MùetUanea  Ttuamauia,  t.  Il,  p.  6;. 

LU. 

Scoi.iK.  —  A  IV^Mni  (If  rt  ijuatitiii  (j  qui  reste  encore  à  fxaiiiiiici ,  (Hi 
prouver  :!,  par  un  ruisunneuienl  st  iiihliibit'  à  eelui  de  l'Article  XLV  i,  que 
si  le  fluide  appuie  contre  des  parois  lixes.  les  trois  termes 

sont  toujours  éfpiux  b  séro  aussi  bien  que  lex  trois  autres 

9  d/- d  <  F     -H  $»>  dx  d  X  F' +  S"  dx  d  r  F' 6  «' . 

Mais  si  l'on  suppose  le  fluide  libre  de  tontes  parts,  ou  seulement  de  quel- 
que côté,  alors  la  quantité  F  devra  être  nulle  h  la  surface  extérieure  du , 

59. 
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tUiitii'  dans  Us  fiidroii^  nii  il  «'st  libn^  un  aui'H  iluui',  puur  celle  surface, 
l'équation  (IF  =  o,  .savoir  : 

3jdx-f.3j:d.rH-^^d.  =  „. 

ou,  en  inetUnl  aiî  lieu  de  leurs  valeur»  tirée»  de»  équa- 

tions f  /»), 

priM  iscniciil  t  oiiiuu'  on  a  tiouve  dans  l'.\rli»dt'  eilt',  pour  les  Iluidt's  nun 
élastiques. 
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{MiMMmai  Timrmeium,  L  ïïl,  tjtê'tjti.) 


Sur  l'intégratùm  de  i'équation 
(A)  LJ.4.M^+N^+P4j?  +  ...=T. 

fians  Utquelle  L,  M,  N,...,  T  sont  des  Jonctions  île  t. 

1.  Ji'  multiplie  celle  équation  par  zdt,  2  étant  une  variable  indéter- 
minée; j'en  prends  l'intégrale,  j^ai 

/ LvA    / +  /n*^A  +  j H^rfi ......  =  j iMdix 

je  rhangi!  les  exprewiom 

/-4*  j'^'S^'"'  /"s?*  

en  leurs  égales 


m  SOLL'TH>N  DE  DIFFKKENTS  PROBLEMES 

„  dr      dfi»  rd'S* 


j'ai,  «n  ordonnant  les  termes  par  rapport  à^. 
Sait  maintenant 

,       dMs     rf'Nr  ./'P-- 
^'--dT^   di'  dr  = 

IVquation  précédente  se  réduira  à  celle-t'i  : 


laquelle  est  d'un  ordre  moins  élevé  d'une  unité  que  l'équation  ■  pro» 

'posée  (A;. 

2.  Donc  :  1*  si  Ton  peut  trouver  une  valeur  de  s,  laquelle  satisfasse 
k  l'équation  (B),  on  aura  tout  de  suite  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée (A),  en  mettant  celte  valeur  dans  l'équation  (C):  a"  si  l'on  avait 
deux  valeurs  diflerenlcs  r.  lesquelles  satisfissent  également  à  Téqua- 
tioii  K  ,  on  aurait,  par  la  substitution  surcessiv**  «le  ces  valeurs  dans 
rf(jii;i(iMii  C  ,  deux  intéfirales  de  r('<iiKttinii  A  ,  ;i  \':nt\i'  dt'S()Hflles  on 
cliimiicr.iil  hi  plus  liaulf  dillerctilit'llf  de  _>■.        l'i  i  l'^iilliiiitc 

serait  rinle^ntlc  si  rniide  de  ht  proposée  f  j'eiilt-iids  par  intégrale  pre- 
mière, OU  intégrale  .siniplenienl.  une  équation  qui  est  d'un  ordre  moins 
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élevé  d'une  unité  qife  la  proposée;  par  intégrale  seconde,  une  équation, 
qui  est  d'un  ordre  moins  élevé  de  deux  unités,  et  ainsi  de  suite);  3^  de 

nièiiu'.  si  l'on  avait  Ut»is  val«'iirs  diUV-inites  de  z,  on  Irouvrrait  trois 
équations  inlo^^mlcs:  d'oii.  éliniiiianl  lt>s  deux  plus  liautes  (iitiï'renliedeit 
de  V.  on  aurait  nn<'  ctinatifni  qui  sn-iit  l'inle^ral»'  Iroisii'nn-  de  la  pro- 
poM'f,  *'t  ainsi  de  suil*'.  D'oii  il  «  si  ;iim  dt*  <  on<'lnrt',  <|u'<'n  runiiaissani 
un  nuniitrc  de  val«■ul'^  de  égal  à  <  )'lui  dr  TexpoMinl  dt'  l'ordre  de  l'équa- 
tion I,  un  pourra  trouver  l'intégrale  finie  et  algébritpie  de  eette  même 
équation. 

3.  Qu'on  multiplie  l'équation  i  B)  p»r  ydi,  et  qu'on  en  prenne  Tinté» 

grale.  en  faisant  disparaître  de  dessous  le  signe  J  toutes  les  différences 

de  s,  par  des  intégrations  par  parties,  comme  nous  l'avons  pratiqué  mr 
l'équation  (A),  on  aura,  en  changeant  les  signes. 


•'■("*--ar-^-3F"- ••) 

ih  tiVz       \  't'y 

-/(''■^      ^    ^  ^       'di^  " . . . )  «  rfi  -  consi. 
Donc,  si  l'on  fait 

et  qu'on  ordonne  l'équation  restante  par  rapport  à  s.  an  aura 


COIISI. 

6o 


Vîk  SULtITION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES 

,    4.  Donc,  ci  l'on  peut  trouver  une  valeur  de  /  qui  aatiafane  à  réqua- 

tion  D).  on  aura  l'intégrale  première  de  l'équation  K  i:  si  l'on  a  deux 
valeurs  dinérentes  <le  V.  qui  i^lisfassent  à  la  même  équation  (Dj,  on  aura 
l'int(''gralc  seconde  de  l'équation  Bî,  »;t  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  si 

Ton  «'onn;uss;iit  un  uiuuljrc  de  valeurs  de  v  ('}îhI  à  relui  de  l'exposant 
lie  l'(M|u;itinii  H  .  nu  |i< Minait  trouver  [2j  Tintégrate  tinie  et  al|{élirique 
de  eelte  même  équation.  ' 

3.  Cette  derniiM'e  inlé^r:ile  (-ontiendi-a.  ronimeon  voit,  autniit  de  eou- 
Atantes arbitraires  qu'il  v  a  d'nnil»  >  1'.  \posant  de  l'onlre  de  l'équa- 
tion différentielle  [Bi;  car  les  équations  h  .  d'où  elle  résulte,  eontiennenl 
ehaeuneune  eonstantc  ariiilraitf.  Donc,  si  l'on  fait  successivement  toutes 
ces  constantes,  moins  une,  «  j^alcs  ii  zcro.  (ui  aura  autant  d'intéf^rah's 
particulières,  el  par  couse4|ucul  autant  de  vaieui'»  diftérenles  de  z  qu'il 
y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre  de  l'équation  (6);  or  il  est  facile 
de  voir  que  cette  équation  est  du  même  ordre  que  l'équation  (A;  (I): 
donc  on  trouvera  aussi  l'intégrale  finie  et  algébrique  de  cette  dernière 
équation  (S). 

fi.  Donc  l'équation  savoir 

sera  integrahie  aigélH'ii|ueuu-ul  toutes  les  tuis  qu'on  aura  /n  valeurs  de  v 
en  /  dans  le  cas  de  T  ~  o,  m  étant  l'expusau^  de  l'ordre  de  cette  équation. 

7.  Si  l'on  ne  cun naissait  que  m  —  i  valeui*s  de  v,  dans  le  cas  de  T— u. 
on  pourrait  néanmoins  trouver  l'intégrale  algébrique  de  l'équation  (A), 

car  on  aurait  dans  ee  cas  m  —  i  équations  (E  ;;  d'où,  éliminant  les  plus 
hautes  dilïérences  de  s,  on  parviendrait  à  une  é(|uati(ni  de  cette  f'onne 

Vs-f-X^  B  Y;  V«  X  et  Y  étant  des  fonctions  de  t»  laquelle  donnerait 
«  =  #         l  ronai.  +  /  — ^ — tit  J; 

donc»  etc. 
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9*-  Donc  l'équation  (A)  sera  aussi  inlégrable  Blgébriqii«!ro«al.  toumt 
le»  fois  qu'on  aura  m  —  t  valeurs  de  y  dans  te  cas  de  T  s  o. 

9.  Si  les  valeurs  cuniiiit's  ilt*  j  ii  t  laieiit  qu'au  iiotiihir  de  m  — a,  alurs 
il  faudrait,  pour  avoir  les  m  valeurs  de  <,  intéfpvr  une  équation  de  c«tl«* 
forme 

laquelle  n'est  inlég^rable  que  dans  quelque.s  cas  particulier»,  et  ainsi  de 
suite. 

l#.  Au  reste,  si  l'on  ne  connaissait  pas  d'avance  les  valeurs  particu» 
lières  de  dans  le  cas  de  T  s  o»  il  vaudrait  mieux  chercher  directeoienl 
les  valeurs  de  «  par  la  résolution  de  l'équation  (B),  laquelle  n'est  guère 
plus  compliquée  que  l'équation  (D). 


11.  Soit  l'équaliou 


pour  laquelle  on  connaît  deux  valeurs  particulières  de  y  dans  le  csk 
deTsso. 
On  aura  d'abord  l'équation  en  s  (3) 

doiH-,  supposant  que  el^,  soient  les  deux  valeurs  de  y  qui  satislunt  à 
l'équation 

on  aura 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

6o. 


ff 
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On  tire  de  ces  deux  é4|uations  . 

A  )-,    B  r. 


Soit  d'abord  A  =o,  on  aura 


soit  ensuite  B  s  o,  on  aura 


Ayant  deux  valeurs  de  z,  savoir  s,  et  Sa.  on  les  substituera  successive- 
ment dans  l'cquation  (C).  et  Ton  aura 

d'où  Ton  tire 

<i  fTz,dt  —  s.  fTz,di 


C't'st  la  valeur  |[énéral«  et  complète  de  y  qui  satisfait  à  Téquation  pro- 
posée. 

Si  l'on  ne coiiiiais^il  que  la  valeur^,,  un  aurait  simpleiiieiil  l'i-qua- 
liuii 

laquelle  étant  intégrée  donnerait 
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ou  bien 

* 

Donc,  en  faisant  A =0,  on  aurait 

m — —  • 

et.  en  faisant  C^o,- 

Supposons  qiu'  les  quaulilén  L,  M.  N  soient  <"ons(ant»'s.  un  ;iura. 
comme  on  sail,  pour  les  deux  valeurs  de  y  qui  satisfont  à  l'équation 

+  M  ^  +  N  ^ = ô.  et  if  et  A»  étant  les  racines  de  l'équa- 
tion L -t- IMifc -1- Nil*    o;  donc 

et  par  conséquent 

B   *-*•'  A  *-»•' 

donc 

Si  Ton  voulait  employer  les  valeurs  de  S|  et  de  «s  trouvées  à  la  fin  du 
numéro  précédent,  on  aurait 

ou  bien,  en  mettant  pour  y,  sa  valeur  e^'. 

C  .  A 
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Oi ,  X ,        filant  les  racines  de  l'équation  L  +  Mil+  Ni*  =  o,  on  mm 


donc 


A, -f-^  =  -/t,  et  M-t-aNA,=;M(ir. -Ar,): 


ifoiir.  on  l'aisaiii  C  =  —  ^  »  les  valeurs  de  z,  el  de  Sj  seront  le» 
iiK'iiii's  qii»*  ci-dcssiis. 

Os  vnleiirs  pouiTHiciit  encore  se  trouver  d'une  iiiaiiieie  plus  siniple 
par  la  remarque  du  u"  10.  Car  l'équalion  (  B  i  sera,  dans  le  cas  présent. 

d*où  l'on  tire 

F.  G  étant  deux  constantes  arbitraires,  et     A, «les  racines  de  Téquatioa 

L  —  MA -H  NA' =  o;  de  sorte  qu'on  aura 

A,  =  —  4^,  et  A,  =  —  Al. 

Recherche  des  coi  d'intégration  de  l'équation 

d'y 


dp 


-H  ayr  =  T. 


18.  On  «ara  ici  L = ai*",  M  s  o,  N  «  i:  donc  l'éguttion  (B)  deviendra 
(6)  «il^H-^sso. 

Supposons  dt  varinlile,  nous  aurons,  au  lieu  du  terme  —•>  ces  deux-ci 

~~^r'  'i  donc,  faisant  cette  substitution  et  divisant  toute  l'équation 
par  I*",  on  aura  la  tranaformée 

d*z  dzd'l 

7ï^~  7^  +«=0. 
Soil  maintenant  fdt^dut  c'eauk^iire  «  s         on  aura*  en  pre- 


I 
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nanl  du  pour  consUiUe, 

é*t  ^  dt 

c*c»t<4-dire,  I  cause  de  dlr  =  fAtt 

.  d't  ,  m  du 

donc,  «ulntituant  ces  valeurs  dans  Téquatioii  précédente,  et  FaÎMinl,  pour 
abréger,      -  =  «,  on  aura 

n  ds 

Si  «  ftiiil  <'j{;il  il  zéro,  on  aumil  ^  -t-as  =  0;  par  ('oii.sè(|ueiil  s  ^é^", 

k  <'l;iiit  iiiu'       raciiit'.s  de  l'équation  k'  ~  a  ^  o. 

5ii|)posuus  <lun('  •  —xe^",on  aura,  aprks  Ivs  .siii>stiliitions  rl  ii's  rt  iiiir- 
tiona, 

d*x      ï  ^      n.ift   ^  nhx  _ 
du*      \     ^  u)  du        u    ~  ' 

Qu'on  lasse 

<  jf  =  Aii'  +  lir"  +  Cji^-f-..., 

on  trouvera,  en  égalant  ù  zéro  le»  termes  liiiuiogènes,  les  équations  sui- 
vantes: 

r(r—  i)A-H  «rA=r-o, 

( r  H- 1)  r B -H  ailrr  A    »(  r -1- 1)  B  +  nilrA  =. 

H  ainsi  de  suite. 

D'où  Ton  tire  premièrement, . ou  1*^0,  ou  r— i+n=o.  savoir 
r  s  I  —  A,  ensuite 

lr+i;(r-4-H) 
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En  rombinant  les  deux  cas  de  r  s  o  et  de  r  a  i  >-  n,  et  faisant  i  —  a = v 
cl  A  SI,  on  aura 

A  =  i. 

r        3  -t-  V 

c      —      *  ,  • 

3>[2  -4-  v) 

h'  ?<i^iH'  .s(i|M  ii»'iii  claiit  |HiUf'  le  prcinicr  l  iis.  <  t  le  sl^iif  iiiltMMHir  |»niir  \r 
MM-otui  (-<>!»;  li'uù  I  on  voil  quo  la  série  se  leiiiiinera  toutes  le^  ibis  que 
V  »pra  égal  à  un  nombre  quelconque  impair  posilifou  négatif,  k  l'excep* 
lion  de  :t  1 , 

Ayant  ainsi  la  valeur  de  x,  on  aura  celle  de  z  par  la  suppontlon  de 
s = dw*",  et  comme  l'équation  il'  4- a  ss  o  donne  deux  valeurs  de  A,  savoir 
kss±.yf~Ut  on  aura  aussi  deux  valeurs  de  s,  qu'on  nommera,  commit 
ci-dessus.  S|  et  Ss,  et  qui,  étant  substituées  dans  la  formule  (F)  du  nu- 
méro précédent,  donneront  la  valeni'  (ti-  y. 

Si  a  est  une  quaniiié  positive,  les  deux  valeurs  de  k  S4>rnut  îmagi- 
naires.  Dans  ce  cas  la  valeur  de  x  sera  de  cette  forme  P  ^  Q  v  —  1 1  et  par 
conséquent  on  aura 

P-tg  y  — i;*f*'V«\-, 

ou,  en  mettant  au  lieu  de ^"V*  V-<  valeur  co8(ii|/a)  ±  sin(ii ^a)  v'^^* 
savoir: 

a  —  f P nos (« ^)  —  QslD(it       ± rCsinfttv/i)  -t- Qcos^if  Vaj] 
Soit  donc,  pour  abréger, 

P  ros  «  yrt  -  y  sin  «  y  a  —  U, 
Hsin  («  voj  •+-  Q  t  <•>  "      =  8, 

on  aura 
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t'I  la  vuli'ur  de  y  deviendra 

M/  TS<// -  S  /  TU  <ii 


J3.  Si  m  ^  I ,  on  aura  n  —  %  ,  et  ia  valeur  de  x  sera  exprimée  par  une 
suite  infinie;  mats,  en  reprenant  Téquation  (G   un  aura 


ai  d*s 


laquell**,  en  faisant  s  =  t\  .se  cliauge  en 

<H-r(r— i)=o, 

d'où  l'on  tire 

Ainsi  l'on  aura  les  deux  valeurs  de 

14.  Soient  T^o  et  y=eS^^t  réquation  proposée  se  changera  en 
celle-ci  : 


l:i(|iifllt'  est  coniuie  sous  le  nom  iVequaliori  île  Hiccati;  um  trouvera  donc 
par  la  méthode  précédente  l'intégrale  de  eetle  même  équation. 

int^gratimt  de  l'éqnatùm 

fHj    .V-»-B(A-Hifc/;^-hC(A-4-it/j»^-^D(A-*-it</i^^  +  ...  =  T. 
A»  B,  C,;..  éronf  des  eoejfitâaus  constants. 

16.  En  comprani  cette  équation  avec  la  formule  générale  (A),  un 
aura 

LsA,   U^i{h  +  ktU  N  =  C(A-»-lr()>,   P  =  D(*  4-ilr/)>  

l.  6i 


këà  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES 

Donc  les  équations  fB]  et  fCl  deviendront 

(     +^fD(A  +  */ï»«  ]  +  =  fTsdt. 


Soil  iiiitiiilenant 

ft  l'équalioi)  I  Ij  t'iaiil  divisée  par  iV»  -t-  àt/  se  iriliuia  a  celle-ci  : 

(L)  A  —  Bk(r-i-t)-*-Ch*{r-h  ij(r-i- a) —  DA*(r-i- 0(r+ «){r-i-l) -»-...=  o, 

laquelle  étant  ordonnée  |>ar  l  upporl  k  r  monlem  k  un  degré  dont  rex> 
posant  sera  le  même  que  celui  de  l'ordre  de  l'équation  proposée  (H). 
Faisant  la  même  substitution  dans  l'équation  (K),  on  aura,  après  avoir 

divisé  ftkr{k-hàtY^, 

^ [B  —  C*{r+ a) -»- D*M r-^- (r-f- 3) -. . .} 

+  ^[C-Dk(r-t-i)-*-...]{h-i-kti-^  î^^(l>-  ...J(A  -i-A/)»-»-... 


équation  qui  devra  avoir  lieu  en  mettant  pour  r  i;hacun«  des  racines  de 

réqiKtiion  Lj. 
Soil,  pour  abréger, 

B—C*(r-t.»)+DA»(r-t-a)(rH-î)— ...=«♦ 
0— ...  =  y. 


l/i-t-il/)-'-'  j  H/t-^kirdt  =  9, 
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f'équation  dont  il  s*agit  se  réduira  k  celle<«i  : 

Supposons  que  r,.  r,.  r,,...  soient  les  racines  de  l'équation  (L),  et  que 

«1,  Xj.  «,  |3,,  jS,.  |3„...  soient  ce  que  deviennent    ^  «juantités  «, 

/B        lorsque  r  devieni  suceeseÎTement  r,,!*,,»*,....;  au  lieu  de  l'équa- 

Uuit  (  M  y,  on  aura  celles-ci  : 


(H.)  »,r  +  p,(A  +  kt)^  -»-t,(A  +  ♦  •= 


dont  le  nombre  sera  le  même  que  celui  des  quantités  inconnues  y, 

d' r 

•^«•••t  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  Ainsi,  en  éliminaul  lis» 

(fusntités  ^  -  -jjy  »  •  •  •  ♦  on  aura  la  valeur  âe'y. 

Pour  cet  etlet.  je  multiplie  l'équation  M,^  pr  M',  l'etiuatioii  (M,; 
par  M",  et  ainsi  de  suite;  aprèn  quoi  je  les  ajoute  ensemble  :  j*ai 

(ftM'  +  «.M'  +  «.ir-«-...)r 
+  (ji,ll'  +  |5,M'-i-|5,ïl-  +  ...){*-^*0  ^ 

■4- (y. M'     ■/,  M*  t-  /.M-  + 

Je  suppose 

(N) 


M' +  -I- ^M*  + . . .  =  o, 
y,ll'  +  y.ll'-*-y.ir+...=o. 
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1  aurti 

*   '  ^~  S\  X  -h  M  a,  +  M-  3t, ^  .  .  ' 

et  toute  la  difficulté  se  nduira  à  déterminer  les  quantités  M',  M%  M',... 

par  le  moyen  des  {-(\u»[\ons  'N). 

Or,  si  Ton  siibstittic  dniis  <  rs  f'fjiiatinns  ft's  vmIimm's  de  y  

fit.  y..  rl  qu'on  unluiiiif  les  tiM  iucs  par  rapport  aux  puissaïu-c»  île  r, 

on  verra  qu'elles  se  rètluisi'iit  à  celles-ci  : 

M'  t  M"  -i-  M"  ^  -+^Mi-'  =  o, 

M  r,  -h  Nfr  +  M'r,  -f-  -t  M  -  r.  o, 

M' r]  -+-  M'r;     M-  r' ^-  . . .  ^  IM  -      ^-  o, 

M' r;  -I-  M'ri     M"r;  +-  -t-  Mi->ri  =  o, 

M' rT"*  +  M'rf-^ Wrr-* +...-»- M<H  rjip-»  s=  o, 

ffi  étant  Texposaiit  de  l'ordre  de  l'i  (|ualion  proposée  et  la  quantité 
M'a,  -H  .M'  stj  4-  M"'«,  +  . . .  deviendra 

±  VA— '(M'r-- WrT  '  -H  M-r«"'  +  M'-'i^-'), 

dan»  laquelle  V  est  le  coellieient  du  ternie   h-^lstj"'-^  de  la  même 

éqiKilion,  le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  m  impair»  et  le  signe 
inlei'ii-iir  pour  celui  ilr  //;  pair. 

Telles  sont  les  e(|uaiiniis  par  lesquelles  il  faudra  (Ivlerminer  lesim^on- 
nues  M  .M  .  M   M"'  . 

Pour  rendre  cette  recherche  plus  générale,  nous  supposerons  que  Ton 
ait  les  équations  suivantes  : 

M'  -)-  M'  -H  M-  -  +  M      .  n, 

M  r  ^  M"»  +  M     +  M  "  < ,  W, 

Mi\  -4-  M"/  -     M-rl  +  +  M  "      -  K", 

MV;  +  M  fj     M"rJ   +  M  -Vi  :^  K-, 

 ■»  < 

M' rr-'    M'iT"'  +  M'iî^'  + . . .  +  M<->  rJ-«  =  IH— ». 
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(le  prends  ici  une  équation  de  plus  «fin  que  Ton  ait  autant  d'équatiouK 
que  d'inconnues.) 

On  multipliera  la  première  de  ces  équations  par  N.  la  seconde  par  N'. 
la  troisième  par  N',  et  ainsi  des  autn>s;  on  les  ajoutera  ensemble,  et  l'on 
aura 

M' (N N' N" + N ■  'i 

■+-  W{\  -H  Xr,  -K  N";-]  -4-  N"/-;  -+-.  .  . -+-  N  "  '  r;-^'; 


-h  ll<->(N  +  N'  r.-H  H' fi,    H'ri.  -h  . . .  -I-  N<— >rj;^') 
=  NR  -I-  N'  R'    N'R*  -»-  N*       . . .    N(— )  W^K 

.M'jintt'naiit,  pour  nvoir  la  vaU-ur  truiic  .M  (|Ucl('oii(|iic.  coininc  M^''\  il 
m'y  aura  qu'à  suppost'i- c^'alcs  k  zéro  les  quantités  qui  uiuiliplient  Uiu(«ii 
les  autres  M,  el  l'un  aura 

N-f-N'r.VNV' +N''ri+...-i- N —'  r;:-'  ' 

r  r  r  Ir 

et  les  quantités  N,  N\  N'....,  N<*^"  seront  déterminées  par  «es  équa- 
tions 

N  ^.^'r,  -t-  N'#;  4-...+  N<-""rr-'=o, 
N  H- N' r,  H- N'rJ  ^- . . . -».       ^rr-"  =  o, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

N  H-  N'r.     N>i  -+•. . . -•-  N^— "1-;-'  —  o, 

à  l'exception  de 

c'es^Mira  qu*on aura  l'équation 

N  +  N'r -^  N'r'  -»-  N'r'  -t- . . .  +       "i-i-  •>  =  o, 

laquelle  devra  avoir  lieu  en  mettant  au  lieu  de  r,  sucoef«ivemenl  r,,  r,. 
'*••••••  fin.  à  Texeeption  de  r^. 
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Or,  comme  r„  r,,  r,,...,  sont  les  racines  de  l'équation  (Lj.  a  Ton 
rRprésente  cette  équation  par 

on  aura,  par  la  théorie  des  équatioDS, 

4       c  ,     d  ^  H 

'   N  "   N  '•'   N '••      -pr^"'  ' 

donc,  multipliant  par  i  —  ^  et  comparant  les  termes,  on  aura 


1 

_  A 

î* 

N 

N' 

c 

% 

N  ~ 

— » 
a 

N» 

1 

N' 

d 

—  » 
a 

d*où  l'on  tire 


 ( 

Faifwnt  ces  substitutions  dans  la  formule  (Q),  on  verra  que  la  quan- 
tité N  disparaîtra  d'elle-même:  de  sorte  que  Ton  aura  la  valeur  de 

rhaoui)  di-s  rofnii'ionts  M. 
Soit  maintenant  R  =    R' =0.  ir= o,....  R*^'  =  o,  on  aura 

~  N  -i-  N' +  N-r;  + . „  -K  N'— '  ' 
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Or 

#« 

et  comidMi 

«  -f-  Ar  -4-  tT'  -h .  - .  +         ■+■  ur'  —  o, 

on  n,  «n  mettant    au  lieu  de  r, 

tf  +  *r. -I- erî  + . . .  H- =  —  ur"; 
1^      p  p  I» 


dunt' 


\iv  piuii.  un  a 


N 


donc,  si  Ton  &il  pareilk'nu'iit  r  =  r^,  on  aura,  en  prenant  la  diflërence 
du  numérateur  et  du  dénominatenr.  à  cause  que  l'un  et  l'autre  s*éva- 
nouiasenl  dans  ce  cas» 


donc 


Soit 

A  .  Bilr  (  r  H- 1  ) -I- CA^' (  r -I- 1  )(r -»>  9)  — . . VH  r i  )(  r s  ). . .  (  r  +  m)  =  P, 
de  surte  que  réqualton  \L)  soit  représeiiti'e  pur  P  =  o,  uu  aura 

a -i- ftr -4- cr* -I- . . . -H  ifr<*  b:  P; 

donc 

(le  aigne  aupérieur  étant  povr  le  ea»  de  m  impair,  et  l'inférieur  pour 
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«relui  dem  pair>.  et 

ar 

Dune,  si  l'on  faii      —  Q.  i>(  (|ti*on  dénote  par  Q,,  Qj*  Q.».»*»  le»  va- 

U'Ui-stleQ  lorsque  /  ilevieul  r,,  Tj,  r,,...,  ou  aura 

M=:^^  ,    M=  ^   

Substituant  donr  ces  valeurs  dans  la  formule  (P)*  et  faisant  attention 
que 

=  d=V*— 'R<— 

on  aura  enBn 

D'où  l'oD  voit  que  cliaque  racine  <le  l'équation  P  =  o  donne,  dans  la 

valeur  de  y»  un  terme  correspondant  tel  que  —1^^- 

16.  Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  résoudre  l'équation  P  s  o;  or 
il  peut  arriver  deux  eas  qu'il  est  bon  d'examiner  :  le  premier  est  celui  oh 
celte  équation  aurait  des  racines  égales,  le  second  celui  où  elle  aurait 

des  racines  imaginaires. 

I"  Supposons  que  l'on  trouve  <I<mix  rni  iiies  cjraN's,  p:ir  exemple  rj=r,; 
1)11  lii;!  Tj— r, -i-'>>.  ffi  étant  une  tiiiantite  évanouissante:  et.  romme  P 
peut  être  représente  en  gênerai  par  r  —  r,)  [r  —  r^j  II,  un  aura 

Q  =  ^  «  (r- r.)  n  +  (  r  -  r.  )  n -H  { r  -  r.)(  r  -  5 

ilonr.  faisant  successivement  r=r,  et  r=rt»  et  substituant  r,  -4-  w  au 
lieu  de  r,,  on  aura 

Qis  — mD,   et  Q,  =  «*n,. 
Il,  étant  la  valeur  de  n  lorsque  rasr,.  Pour  trouver  cette  valeur,  on 
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remarquera  que,  puisque  ri  =ri,  on  a  (r  —  ri)*  n  s=P;  d'où  l'on  lirv. 
en  différentiant  deux  foia. 

et,  par  conséquent»  en  faisant  r  s  , 


done 


Maintenant  on  a 


Q,  =  -jR.   ot  <J,=  ^R,. 


fl,  =(*  -I-  fj{h-h  ktr'dt  et  9, =(A  +  T(A  -i-  A-zr**; 

or 

(h  +  kt)-^'  =  (h  -t-  kt)-"-*-"  =  (à  -t-  kt)  "  'li-«log(A +  */)  .  ], 
et  de  même 

(  A A«)^ = (  A -I- A-r  ^  [i  •«- u  log(  A  +  i^i  )]  ; 

(luiu-,  négligeant  les  a>\  ou  aura 

e,=*,H.*i(A+*iJ-"-'  1^  J'r(A-i-A*)r.|og(AH-*i)rf/-log(A^;A«) ^KA+At^rf/J, 

ou  bien 

«.  =  fl,  -  «  (  A    A7  j-"-' J  Jt  (  A  ^  A <  r  A  : 

donc,  l'aLsaiil  ct's  sub8liUiU<iii>  ilaiis  les  tetnirs  —        -  A ^-  de  la  valeur 

de  Y,  lesquels  répondent  aux  racines  é^dle»  r,,  r,,  et  elbcant  ce  qui  mt 
détruit,  on  aura 

On  résoudrait  de  même  le  cas  de  trois  racines  égales,  en  faisant  rj=r,  +  u. 
Ta  =  r, -(-If,  «•  et  19  étant  deux  quantités  in6niment  petites,  et  ayant  égard 
1.  6a 


MO  SOLUTION  DB  DirPiRBNTS  PROBLÈMES 

aux  quantités  du  second  ordre.  De  cette  manière  on  trouvera  que  les 

6         0  9 
trois  termes  —i^—  k^'  —  H-  ^  deviendront 


S  étant  «>f;al  à        el  S,  exprimanl  la  valeur  de  S  lorsque  r  =  r„  et 

ainsi  <l('  siiitr. 

•a"  Su|)|)(i.si>ii.s  initiiitcnant  qu»'  lt»s  driix  niciKcs  r,  et  r,  soit-nt  iiiiagi- 
iiaircs,  vu  sorte  qm*  /•,  —  F  (1  y  ~  '  <'l  Tj  =^  F  ~  G  \  —  i  :  il  est  facile  de 
voir  que  l>'s  quantités  Q,  el  Q,  seront  de  eetle  forme  :  Q,  =  M  -r-  N  y 

Q,.  =^  M  -  N  s  —  i;  de  plus,  les  quantités  {h-hJttj-''-*  et  (h+ii/'  de- 
viendront 

Or  soit 

(  A  -»-  ktf^'  =  i  f  eo«9  -•-  sinç  v^J. 
on  aura  par  les  logarithmes 

C  V  -  •  log(  A  +     =  log).  -4-  9  ^  —  I . 
dune  iug/.  =  u,  savoir 

X  =      et  f  =:tilog(A-t-/r<), 

donc 

(  A  -»-  kif^  =  costG  lo«(  A  +  kt)]  +  sin  [G  lo«;(A  -»■  *0l  , 
et  prenant  le  radical  ^—  i  en  — , 

(A  +  frO""*^  =  cos[Glog(  A  +  kt)]  -  isin  [G  los(  A  +  kt)]  ^i; 
par  CCS  substitutions  on  réduira  les  quantités  $,  et  6a  h  la  forme 

X  rt  V  V  —  I ,  de  sorte  que  les  deux  termes  —  kî^  —        de  Texpres- 
...  V<  w 

sion  de  y  se  changeront  en 

—  '        —k  ^'-^^  =  —  *  A" -îs; — B^* 
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Application  à  l'cquatiuii 

17.  Od  aura  dans  ce  cas  A  s  i  el  i  =  o;  mais  comme  la  supposition 
de  i(  =s  o  donnerait  P  ss  A  s  o,  on  supposera  simplement  il  infiniment 
petite.  vtX  ensuite  r  infiniment  grande,  en  sorte  que  kr  soit  éfsl  à  uni> 
quantité  finie  p;  de  cette  manière  on  aura 

l»  =  A  — Bp -h  Cf>'-  D&'  +  ...  =  o. 

équaliuii  (i'uii  l'on  tirera  autant  de  valeurs  de  p  qu'il  y  a  d'unilés  dans 
l'exposant  de  l'ordri*  de  rcH|iiarKiii  dit't't'rentii'llc,  de  sorte  que»  si  l'on 
appelle  /3,,     pt»..*.  les  racines  de  cette  équation,  ou  aura 

?i  p.  ' 


Or  on  a  Q  =      donc,  si  Ton  fait  ~  =  q.  on  aura  Q  s^Iq.  et  par 


_  rfp.  j  .  rfp 

conséquent 
donc 


Or 


r=—  (_^.-^  1-...). 


donc,  si  Ton  fait  A  s  i,  et  qu'on  mette  |  au  lieu  de  r,  on  aura,  à  cause 
de  rasq»  , 

mais  ou  sait  que 

(t  +  kt)  *=r*'' 

6». 
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(dans  le  cas  de  t  înfinimeDt  petite),  0  étant  le  nombre  dont  le  lo^rithRiê 
hyperbolique  est  i;  donr 

et  par  roiisequciil  • 

9,^m-f'' ^t^*éU   «,  =  «-'•'  /*T<^' A  

Si  r(-(|ii;itiun  P  =  o  a  deux  racinen  égales,  on  traust'oriuera  d'abord 
U's  lernu's 

_  £1     ®'  -    i  /il  ^  ^'  \ 

«.  VQ.  Si 

en 

(ntinirro  prci  tMlenl),  expressiou  qui  «se  rciiuit  dans  le  cas  pics^iii  k 
i'olli*-fi  : 


mais 


donc,  si  l'on  l'ail       =  a,  on  aura 


a"*"'*'  / 


au  lieu  des  ternies  ■  — ^-00  opérerait  de  même  si  l'on  avait  trois, 

quatre,  etc.,  racines  égales. 
Si  Pi  et  p,  sont  imaginaires,  de  sorte  que 

pasrH-u^— I,  ei  p,  =  r  — «V— 

on  aura 

« 

•    «^'>' =«*"(coso/:t8inG/v— 0» 

et 

«*^' as  é^"  (cos  c<  ±  slna  I  j 
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de  plos  on  trouvera 

o.  =  «-»-it|/'^  et     =  ■  — H»/^, 

ù  0 

donc  leit  termes  i  —  iigg  réduiront  h 

0.  «1 

-i-(asiaoi-<-iicosoO  jTe"sia6i(Ii^- 

Résoluiitm  de  l'équatùm 
«9>  ( / -h  a  ( A -j- *<)J  4- ^  [/ 4- 6 ( A -H  i<)j [< c ( A  +  ib)J  + . . .  SB  T. 
ctàns  laqueUe    dénote  laie  fonction  inmntme. 


18.  On  sait  que  f  [l  +  a(A -hiljj  peut  se  réduire  en  série  de  cette 
manière  : 


donc,  si  Ton  développe  de  même  f>  [<4-6(A-i-il)],  y  [<-i-e(A+Ai)J,..., 
et  qu'on  fasse 

réquatîon  proposée  deviendra 

(a  +  |3  H-  y  -t-  . . .  )  V 

(«a  +  06  -t-  yc  -H  . . .  )  (  A  +  */)^ 


=  T. 
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Comparant  cette  équation  avec  Téquation  (H)  du  n"  15»  on  a 

\  —  X  -h  p      y  -i'  .  .  ., 

B  =  «a  +  ^6  +  yc -h . . 

C=  ^       -4- P^<i-ye* -(-... )i 

D—  ^(aa'-t-pfr'-Hyc'-4-...), 

* 

donc  on  aura 

I  /*rt'  /l'a'  ~\ 

P  =  «  1  I  — .A  a(r  -f- 1)  -♦-  —^(r-h  0(r-f-  aj  —  -^-^(r  -M;(r-»-  a)(r  -h        ...  I 

t-A6(r-i)-4-  —  (f  H- i)(r-l-a)— ■^(r-».|)(r-(-a)(/-4- 3;-+  ...1 
r  It'e'  /  '  f'  1  * 

 /  •   ■  

=  o. 

équation  d*ob  Ton  tirera  lea  valeurs  r,,  r,»  r,  de  r»  dont  le  nombre 

sera  infini  ;  de  sorte  que  la  valeur  de  y  sera  exprimée  par  une  suite 
inAnie,  telle  que 


.(B,      6,      9,  \ 


5  <'tanl  c^al  ii  \  h -h  kt]"~'  j  T  /<     /il  ;  di. 
Maintenant  il  est  clair  que  la  valeur  de  P  se  réduit  à 

.  «(I  •+•  *«)-'-'  +  P(i  +  kby*-*  -t-  y  (  I  -»-  kcf*-^  + . . 

done 

Q—  —  «I  l  -1-  logii  ~h  ha)  —  ^{i  -(-  kb)-'~'  lu|$(i  -»-  A6j 

—  y(i  -♦-  Arc)-'-'  log(i-4-ilrc)  — 
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cl  ('('({UHtiuii  il  résoudre  sera 

rétant  nnconmie;  or  cette  réflolution  réusnn  dtns  les  deux  eas  saivant»: 
i"  Lorsque  r('(|uation  n'a  que  deux  termes,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

car,  divisant  par  fi{i-h  on  a 

d'où  Ton  tire,  par  les  iogaritlunes, 

"«•(-?) 

r-^-t  —  ^ — Ç^- 


I  -f-  A  a 
I 


Qtt'oD  suppose,  ce  qui  est  toujours  poesible, 

—  ^  B  X  (cosM -I- sinu  |^^^)t 

'à  étant  une  quantité  réelle  et  positive,  on  trouvera  pour  u  une  inlinilé 
d'angles  différents,  et  Ton  aura 

log  (— ^  )  =  logi » 

ce  qui  donnera  une  infinité  de  valeurs  de  r. 
Soit  ^  une  quantité  réelle  positive,  on  fera 

XsB^t   eosMs  — I   et  8ino>  =  o, 

ce  qui  donne 

U=S(2V+I)R. 

V  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif,  et  n  dénotant 
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l'angle  d«  i8o  degrés;  donc 

log  a  +  (     -h  I )    ^/^T  ' 
r  + 1  =  E — ■   1 

«■t  l'on  :iui'ii  U's  (lillcrentes  valeurs  de  r,  eu  iaisanl  sui'ce«sivemeDt  v  égal 

il  I  ,  —  I  .  2,  —  2  

Si  ^  est  une  quantité  réelle  négative.  —  ^  sera  réelle  pontîve;  c'eat 
pourquoi  on  supposera 

k  =  — ^»  oos»  =  i,  siDoi=o; 


d'où 

et  par  eomtéquent 


r-i-i  =  i — ^  =  


,     1  -h  fi  a 

Bnfijn,  si  |  est  une  quantité  imaginaire  de  la  forme  p~^q\  —  i  ,  on 
aura 

Xeos«*B^^  et  Xsinu  =  — f, 

d*où  Ton  tire 

1=^/^^^,  siittoB  —  I  et  cos«i=  —  ^• 

Donc,  si  l'on  suppose  que  «•'  soit  le  plus  petit  angle  dont  le  ainus  est 
égal  h  —  |f  et  le  connus  k-^J^ton  aura  • 

W  =  U'  H-  2V7r, 

V  dénotani  comme  ci-devant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou 
négatif,  d'où 
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a*  Lorsque  1 4-Ms(i -KAaï*.  r  -hiessfi  -i-ia )',...;  car,  en  disant 

ri'(|uaiuii)  proposée  deviendra 

d'où  Ton  Urera  p  par  les  méthodes  connues;  apri-s  quoi  on  trouvera  r 
par  la  méthode  précédente. 

19.  Si  il  =  o  et  A  s  I ,  en  aorte  que  Inéquation  à  résoudre  soit 

(< -t- «)-•- ^(j»  {< -t- A  )-(- yç  (/ c J  •+-...  =  T, 
alors,  suivant  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n*  13,  on  trouvera 

P  =  «e-^"  +         +  y*-'*  +  . . . 

et 

et  la  valeur  de  y,  c'esl4-dire  de  f      sera  exprimée  par  la  suite  inlinii* 

6,      $t  6, 

_  —     —  _  « . ,  » 

Oi     <h  0» 

dans  laquelle  on  aura,  en  générai. 

A  régHid  (U's  v;ileui"s  de  p,  un  les  tirera  »le  l'e(|iiutiun  P  =  o.  Iai|ii('lle 
csl  résolulili  <laris  les  inèmes  ens  que  l  i-dcssus,  savoir  !ors«|ne  le  eoelli- 
i  ient  y  el  tous  les  suivaiiU  suiit  nuis,  el  lorsque  A  =  aa,  c  =  3«,,... 
Dans  le  premier  cas  on  aura 

«•-'•^- o, 
L  63 
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iroii  Ton  tire*  en  divirant  ptr  ^e^f*  el  prenant  les  lo^rilhi 

Dan»  te  siecond  on  aura,  en  faisant tf-^*  s ^« 

« Pji* -•- y^» +. . .  =  o» 
tl'oti  Ton  tîrerii  p,  et  par  »  ons»MjueiU  p. 

^olutioits  de  quelques  /jrohlèmcs  ttnicemaiU  te  moitvemetU 

des  Jïuides. 

SO.  Si  un  fluide  bomo^ne  et  non  élastique  se  meut  diuw  un  vase  df 
Ugure  quelconque,  et  qu'on  suppose  soii  mouvement  arrivé  à  nn  état 

piTinant'iil,  nommant  p  et  q  les  vitesses  d'unt>  particule  quelconque  du 

fluiiJ»'  paralli'K'iiii-nt  h  deux  ax«'s  fivi's  pcrpcndicnlain's  «-ntri'  imix.  ft  /, 
.»■  Ifs  coiinlonnées  rcclanj^lcs  (|ui  ili  lfiinincnl  la  |>(i>itii»ii  de  rctt»'  paiii- 
rulc  par  rapport  aux  niènifs  axus.  un  aura  l«>s  équations  .suivantes  : 

àl      dx  (la  lit 

1  ]oyt':  r Aitii  lc  M, II  du  MiMiioirc  t\\\'\  a  pour  titre:  AppUcutton  delà  mé- 
thode previ  (lente  à  la  solution,  etc..  paj^f  J 
De  ces  deux  équations  un  tire  celle-ci  : 

dont  l'intégrale  est 

f  et  -i.  dénotant  d<>s  fonrtions  quelconques. 

Ensuite  l'equutiun  ^  =  ^  donnera 

V—» 


I 
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Or,  daiiK  chaque  courbe  que  le«  particules  du  ftuide  décrivent,  on  a 
^  as     donc  l'équation  générale  de  ces  courbes  aera 

,    pdx  —  qdl  =  o, 
ou  hieu,  en  substituant  les  valeurs  de/>  et  9  et  intégrant  ensuite, 

M  étiiiil  mw  coiistaiilc  arliitmin-,  i-l  «I»,  H'  dt'iiulaiit  des  ionctioiis  l<'ll«'s 

que         =  ij,{i)  et  =         et  cette  équation  devra  exprimer 

auRsi  la  courbure  d(>s  parois  du  vase. 

Supposons  que  l'axi'  des  /  divisi'  le  vase  en  deux  parties  égales  el  atiUl- 
Idaldes,  il  t'andra  (|ue  l'équation  dunt  il  s'agit  ne  contienne  aucune  pui«> 
saiiee  paire  de  x;or 

«l'l/-xV~ij  =  'r(/)-+(0*V-«-+'(0^-^+'</)^V-i... 

^on  suppose  ici  que  f^'it)  =  — jj-^'  =  ''^7"^'  «m'esj; 
donc  l'équation  sera 

Maintenant  il  est  clair  que  les  puissances  impaires  de  ne  peuvent 
diipamilre  que  dans  ces  deux  cas  :  f  *  lorsque 

«^|  /|  -  H  !/;  =  M, 

ce  qui  donne,  en  dilTérentianl  deux  fois, 

9'(l)-4.'(/)  =  0....; 

a*  lorsque 

A3. 
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ce  qui  donne  aussi 

Dans  le  premier  cas  on  aura 

et  l'équation  deviendra 

♦    + jr^^)— — — o; 

de  plus  on  aura 

OÙ  il  fiiut  remarquer  qu*en  faiianC  x  nè^tive,  la  valeur  de  p  demeure  la 
même,  et  que  celle  de  q  change  de  signe;  d'où  il  s'ensuit  que  dans  re 
eas-lè  les  particules  du  fluide  auront  autour  du  diamètre  du  vase  des 

mouvements  semblables,  et  dans  le  même  sens. 
Dans  ie  second  cas  ou  aura 

et  intégrant,  ■ 
d'où 

♦  ( *  H- «  1^-^)  +  ♦  ( i  -  *  V--» J  =  M -♦- N , 

et  ensuite 

t. 

Ici, en  faisant  .r  négative, devient  négative,  et  «/demeure  positive,  ce 
qui  lait  voir  qtie  dans  4'e  cas  les  particules  du  fluide  det  rivent  de  cot»'  et 
d'autre  du  diaini'tre  du  vase  des  courl)es  «'gales  et  seinl)lables,  comme 
dans  le  cas  précédent,  mais  avec  des  directions  contraires. 
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Tout  se  rédttil  donc  à  trouver  la  luncUoii  4>  ymv  celle  cutidition  i|ue 

♦  (<  + *  iPT)  ±*  f  I  -  * /TT)  =  H, 

a-  u(aiit  iluniit'f  t'U  /  par  la  ligure  des  paruis  liu  vahe,  el  U  claiil  une 
quantité  constante.  * 

Soit  x  =  h-hii,  ce  qui  est  le  cas  où  les  parois  ftonl  des  lignes  droites, 
el  réquaiioo  dont  il  s'agit  sera  fédnclible  à  b  formule  générale  du  n"  18. 

On  fen  donc 

el  Ton  aura  : 

I*  —  ^  =    I ,  et  par  conséquent 

donc  'Il  =  iJ-r:.  TT  H('no(;tiil  ht  demi-circonférenoe,  et  a  »>t;int  un  iioinlin- 
'  quelconque  impair  ihms  If  preniier  cas.  savoir  «lans  le  ras  où  l'on  pn'mi 
le  sign.  >>iip»'rieui',  et  un  nombi'e  quelconque  pair  dan?  l'aulre  cas:  par 
eunsequent  on  aura  •  ' 

ut:  V  —  ' 
log  \  


or  on  sait  qu« 


,     i-4-ianR«i  — I  . — 

I  —  tang  11  ^  —  I 


donc,  prenant  a  pour  l'are  dontja  tangente  est  i.  on  aura 

a"  On  aura,  par  le  même  numéro, 

Si  -  (1  +  k^^r^ loB{i-*-k -  k^^f^'  log(i -  * ^-^)î 


91»  Si^LUTlON  DE  BIPFÉSBMTS  PIOBLÉMBS 

or,  à  csiuse  de  k  =         on  a 
eos» 

\tdt.l>  y' —  I  j  '  '  =  ros'**  u  f  ros«  ±  sin  «  v  —  •  ' 

—  ros'*'tt  ;  cos(r-+- 1)«  -•-  sintr-t-  i;h y  — ij, 

et 

doue  on  aura  pour  le  premier  cas,  k  eanae  de  (r  +  i)  «  = 

Q  =  ~  3C09^'ii[ttsin(r-t'i)«  — (logcosii)eos(r-f-  i}if]  =  7a«c<M^^«, 

le  signe  supérieur  élaul  pour  le  cas  oii  sera  de  ta  lunne  jjv  -f-  '  •  «"t  le 
signe  inférieur  pour  le  caa  où  ft  sera  de  la  forme  ^v-^^xei  pour  l'autre 

Clil 

Q=-  —  9COC^it[»cos(r-4-      -f-(logcos«)Bin(r  •i-i)»]^'! 


le  Signe  Mipcrieur  eUinl  pour  If  «  as  (ui  a  »>sl  fie  la  t'oruie  41*»  <*l  l«?  sigue 
intérieur  pour  le  cas  oii  ^  esl  de  la  forme  4v  -H  2. 

3*  On  aura,  à  cause  de  T  ===  Ht 

j  T{A  -t-  ktfdt  —  f^I^jf  (  A  ■+■  ^T"  -•-  coiisl.; 

donc 

Donc  on  aura  eu  général  daus  le  premier  eas 

Q         a«(r-»- i}cos'*'M  ' 

el  dans  le  second  cas 

s  H 

—  *^=;± — '  B=s  -t-(A-i-A7)-'-'x  consl. 

V        a«(r+ i)eor^ii^'--i  • 
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Atiihi,  siih.^iiiuaiii  au  lieu  de  r  +  i  su  valeur       *'t  tn<>ltanl  succes^ive- 

ment  au  lieu  de     tous  les  nombres  entiers  positifs  et  négatifs,  on  aunt 

lous  les  tenues  <|ui  doivent  entrer  dans  la  valeur  de  v. 

Il  )  a  t  ependant  un  ras  à  excepter;  c'est  celui  OÙ  {A  =  o,  el  |>ar  tonsc- 
lie  ni  /  =  —  I  ;  dans  ce  cas  un  aura 

J  T    +  "  log  (  A  -I-  Jtrl  )  +  const.. 

et  par  conséquent 

0  H 

-  /-  .T  —  ;=:=  IOg(A  +  A-|)-l-COnSt. 

Dour,  faiaant.  pour  abréger, 

(CO«B)"  =  /»,   {A-hAO'"  =  *. 

et  prenant  de»  constantes  arbitraires  A,  B,  C,...,  a,  h,  c,...,  on  aura  p<»ur 
l'équation 

♦  f  I  +  (*    kt)  +  kt)^^\  =  H, 

et  pour  l'équation 

♦  f/  +  (A-i-*7)v— IJ  —  *[/  — (A-KA/jy-ij  —  H, 

II 

<^(i)=  •  -v^log(A-»-A'i)  +  Aj*-i-a<-*-4-Bs*-»>6<-*-4-...'«-coai(U 

Or 

•        •  • 

-       -f-  ^— are  col/»; 
donc  la  somme  de  ces  deux  séries  sera  égale  a  ^;  par  conséquent  on  aura 


« 
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pour  la  première  équation 

n 

♦  {<)  =  A*-i-<u-'-4-B«'-*-6*-»-i-...-t- 

s 

4Ionnaîs8ant  ùnai  la  nature  de  la  foDction  4,  on  trouvera  par  la  diffé- 
rentiation  la  fonction    et  par  eonaéquent  les  expremons  des  vitesses  p 

tii  f .  et  l'on  délerniinera  ensuite  les  constantes  arbitraires  A»  a.  B,  6  

par  les  valeurs  ootinues  et  données  de  p  el    lorsque  f  s=  o. 

SI.  Si  i( a  Ot  de  mani^  que  le  fluide  se  meuve  dans  un  canal  recti» 
ligne  et  dont  la  largeur  soit  partout  égale  à  aA,  on  supposera  k  inttni- 
ment  petite,  et  l'on  aura  d'abord  u^à;  faisant  ensuite  A  s  «A,  «  étant 
une  quantité  évanouissante,  on  aura 

^  »■      «  «* 

et 

log(A  -4-    )  =  log[A(i  -t-  «/ 1]  =  log/i  «/; 

par  conséquent 

H     ,  .*      HIorA  Uf 

2U\  —  I  ■*k\  —  I      any— I 

Donc,  si  Ton  fait  z  =  e'*,  on  aura  pour  4»  (f)  les  mêmes  expressions  que 

dans  le  numéro  précèdent,  excepté  qu'au  lieu  de  — ^X=^  logfA  -\-kti, 

il  faudra  mettre  —  "4=- 
aA  V—  < 

iS.  si  Ton  ne  voulait  pas  que  le  vase  eût  deux  psrties  égales  et  sem- 
blables, alors  nommant  x  les  ordonnées  qui  répondent  à  l'une  des  parois, 
et  «'  celles  qui  répondent  k  l'autre,  on  aura  les  deux  équationa 

♦  (l  +  x  v"'  — '*^('  — v-^J  ^M. 
par  le  moy»  desquelles  on  déterminera  lea  fonctions  ^  et  V. 
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Si  les  dmx  parois  sont  des  lignes  droites,  de  sorte  qu« 

♦ 

x-^  h  ■*-  h  t    Pl    x'  -  Il  -»  k'  i, 

on  (Ml  vifiidra  à  bout  de  l;i  rinuiiiif  suixaiitt'.  On  supposera  /i  A  +  H, 
it*  =  it  +  K,  «l  la  seconde  équation  deviendra,  eu  faisant  U  4-  K  /  =  X, 

<K  1  + X  ^ZTi  ^.  X /IT )  -  «F  (  /  -  *  |PT -  X  v'-l  ) = N. 

SoifiU  muiiiU'uant 

*(i+xy^O=r  «i  Vf/ -x|^ï)  =.*•'; 

011  anru  ri'.s  deux  équations: 


-...  =  N. 


15»"     a. 3 

La  première  donne 

r'-r-M.  -a?r--ar*  -  - 

donc  Is  seconde  deviendra 

ou  biep 

équation  qui  est  dans  le  r-as  de  1^  formule  (S)  du  n*  18,  et  Ton  aura 
donc.  etc. 

I.  •    .  «4 
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On  trouvera  ainsi  la  valeur  de  y  en  i,  aprèa  quoi  on  aura  celle  dp  y' 
par  Héquation  y'xy—}\. 

i'i.  Les  équations 

^  1^  9    /  -I-  J  V  —  '  J  /  —  X  ^  —  I 

-ésss  +  xJ—l]  —  «  it  —  xJ—îlt 

Iruuveos  tlaiis  le  n"  2U,  duiiiienl 

v-i 

ou  bien,  en  faisanl  P  ^     Q  =  S* 

ainsi,  pour  trouver  les  vitesses  p  et  y,  il  ne  a'af^t  que  de  réduire  l'ex- 
pression f  »)  it  I*  forme  P  +  QV— Pet  Q  étant  des  quan- 
tités réelles. 

Lorsque  Va  ronetion  ;  est  iloniiéo  algébriquement,  on  p<-ui  Irouvcr  les 
valeurs  de  P  et  Q  par  les  méthodes  connues;  mais,  si  la  fuiu-tion  9  est 
inconnue,  alors  il  faut  avoir  recours  aux  séries,  lesquelles  donnent 

Or  je  remarque  :  i"<jue  ees  deux  séries  dt-vienni-nt  divergentes  Iur8«(ue  a 
est  fort  grande:  i"  qu'elles  demandeot  qu'un  euunaisse  les  différences 
de  la  fonction  ç  [t),  de  sorte  qu'elles  ne  peuvent  être  d'usage  dans  la 
pratique  que  lorsque  ta  fonction  ^  est  connue  analytiquement,  et  nulle- 
ment lorsque  cette  fonction  n'est  donnée  que  mécaniquement»  c'est-à- 
dire  par  le  moyen  d'une  courbe;  ainsi  je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile 
de  l'aii-e  voir  comment  on  peut  transformer  ces  mêmes  séries  en  d'autres 
qui  dépendent  uniquement  de  la  fonction  f. 
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Pour  cet  eHet,  je  prends  la  quantité 

y  f/-i- jT^^j  -»-y(<  — x^/^J 

laquelle  éUnt  réduite  en  série  devienl 
Je  prend»  de  plus  ta  quantité 

laquelle  se  change  lie  uu-iiie  en  i-elie-(-i  : 

J'appello  la  première  de  ces  deux  (|Uiiiitil(>s  v.  et  lit  seconde  y;  ensuite  je 
suppose  que  Y.  Y',  Y",  Y',...  soient  les  valeurs  de  y.  htreque,  au  lieu 
de  a-,  on  y  met  o,  jc,  3X,  et  prenant  des  cuetUcients  arbitraire»  a, 

«  ,  a",  «',....  j'aurai 

«Y  -  a»  Y' -  «•  Y'~  «-Y*-. . . 
=  (I —     «i* —  «•-«•—.. 

Soient 
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en  aura 

Tout  se  réduini  donc  h  tirer  les  valeurs  a'.  a",...  de»  équations  (T^. 
Pour  y  parvenir,  je  multiplie  ia  seconde  par  j3',  la  troisième  par  p  .  la 
quatrième  par  jS*,...:  /S",  jS'....  étant  des  coefficients  Indélenninés; 
après  quoi  je  les  ajoute  toutes  ensemble,  ce  qui  me  donne 

,  I  -t-  ^3.'  -i-  i"  -I- 

—  -4-, 3"-^- 

-(I  -  3'?' +  3* -  3" -H. . .)«" 

—  '  =  o. 

A  prcsciil.  pour  avoir  la  VMleiir  (riiiif  y  <|iieleuii(pie,  comme  a"  ,  je 

fuis  e^'al  à  i^éro  cliacun  des  coellieients  <les  autres  ce;  de  cette  manière 
j'ai  d'abord 

el  eusuile  les  équations  de  condition 

I  —       ^'  —  (i"     . .  =  o, 

I  —  4>|5'  -t-  a«P'  —  a«p*  +  . . .  =  o. 


c'esl-si-dire  l'équation 

I  —    «• -t- «•  —  ^*  «• -H . . .  =  o, 

laquelle  doit  avoir  lieu  en  mettant  au  lieu  de  u  tous  les  nuniln-es  entiers 
I,  3,  3,...  à  riotiui,  excepté  m.  Donc»  si  l'on  multiplie  cette  équation 

•  j 

par  I  —      et  qu  on  suppose  «s    ou  aura 

iif                m-    ,  m' 
I  — —  a'  — — —  3'  z'  -h.  .  —  o. 
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équation  doDl  les  racines  seront  »*,  ^n*,  9»*,  16»'....  à  Tinfini:  donc 
comparant  eette  équation  avec  Téquation 

sinz  _  _  s«    *•        ^     —  Q 

<  a. 3     9.3.4*5     3.3.4.5.6.7  '*•*" 

(lunt  leH  racini;.s  sont  aussi,  i-onime  un  àn'ii,  n^,  1?:%  i^r.\  ilin'   un 

aura 

m'  a.i 


^      m*  9.3.4.5' 

3-4.  £_  -  L  , 


par  où  Ton  connaîtra  les  valeundes  quantités  fii  mais,  pour  notre  objet, 
il  suffit  de  remarquer  que 

Car,  l'aisatU :  i"     =  —  i,  savoir  u  =  y  —  i ,  ou  aura 


2"  si  l'on  suppose  u  =  m,  nn  trouvera,  en  (linV'tcnliaul  le  numérateur  el 
le  dénomioateur,  à  cause  que  l'un  et  l'aulre  s'évanouissent  lorsque 
u  =  m. 

r  r  r  «  a 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  oii  m  est  impair,  «t  le  signe  inférieur 
pour  le  cas  où  m  est  pair;  donc  on  aura 


«<■»  =  =h  i^iaa. 
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e"  — 

ou  liien,  en  faisant  a^a  » 

ait 

...      .  «*  —  «~    w'  (  I  —  rt  j  —  a 

jjW  25  H-  ______  L     .  ; 

it  m'  -I- 1 

dune  vafin 


y 


9-+-«  ■  J 


Or.  |Mii.-.qu<  i;>  (|uantité  a  est  arbitraire,  on  la  déterminera  de  manière 
que  la  série  devienne  la  plua  convergente  qu'il  est  possible;  c'est  pour^ 
quoi  on  fera  i  —  a  s  o,  savoir  a  s  i  ;  ce  qui  donnera 


/  V_  ï__^   Y'  \ 

\a  .    i  +  i     4^+1     9-1-1  "7' 


ic      \a.    1-4-1     4'^'  9^' 
et  par  conséquent 

—  r '  •  ( * i -  y(f-t-x)->-(p(<~x)     y(<-t-ax)-t-  9(/-ax) 

1:     L*  «-•-«  4-+-' 

y(<-».3x)-t-y(/-3x;  .  1 
9-^"  J 

Qu'on  dilférentie  cette  équation  en  faisant  varier  et  qu'on  l'intàgre 
ensuite  en  faisant  variw  <»  on  aura 

.    ■^3lliLl-l-^j-'Pi^-3-«^)_  1 
9-^«  J 

Doiu-,  si  l'on  fail 

_  ^-é-"  fi. ç _ ^  ?{*+_ax)  +  9(f-ajr) 
air     L»  '    '  4  -t-  « 

9-»-«  "J* 
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et 

o  —    —      r  y(*-t-Jf)  — y(<--J?)  **)-^*J '..-*£) 


,  Vi/-K3jr)-ç(l-3x)  1 
o  -  —  ■  ■  -  ■  -  — — . . .  Il 

9  +  '  J 


un  uura 

et  les  quantités  P  et  Q  seront  données,  comme  on  voit,  par  des  suites 
eonvergentes  liunt  chaque  tt'i-iui'  poin  t-:)  se  déterminer  mécamifjuement 
sans  qu'il  soit  besoin  de  connaitre  la  nature  de  la  fonction  f, 

S4.  Il  est  «lair  que  Tintégrale  deTéquation  (n*  80 j 
est  aussi 

OU.  ce  qui  revient  au  même, 

p  —   _^   .  '  , 

'  3»  y' — I 

d'où  l'on  tire  ensuite 

Imaginons  qiie  le  vase  soit  formé  de  deux  parois  droites  et  parallèles, 
en  sorte  qu'il  ait  partout  la  même  largeur  a\  en  prenant  une  de  ces 
parois  pour  Taxe  des  (,  il  faudra  que  la  vitesse  q  soit  nulle  lorsque  «=0 
et  lorsque  a;  ss  a,  quel  que  soit  /.  Or.  en  faisant  l  s  o.  on  a  ^  ss  ^  (jp)  et 

.  q  =  i^(x)i  ainsi,  ni  (IccnvanI  sur  la  portion  de  l'axe  des  j-  comprise 
entre  les  parois  du  vase  deux  cuurhi's  qui  soinil  li  s  ('>(di<dl(>s  des  vitesses 
/>  et  ^.  que  doivent  avoir  les  parlieuli  s  du  lUiide  il;ms  ci-tte  section  dn 
vase,  les  appliquées  de  ces  courbes  répondantes  à  une  abscisse  quel- 
conque Jc  représenterout  les  runclious  9  (a;)  et  <^  [ar). 
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PrftMiitcinent  on  trouvera,  pr  le  num^i-o  pi  (  rédent, 

"         air     Lâ"*  '  '  4    1  *"  I 

an      L  ^^S^l  Î+T^  J 

Donc,  puisque  q  doit  être  égale  à  léro,  lorsque  =  o  et  s  a«  il  faudrH 
que  l'on  ait 

i-i-i  4-*-' 

9(aH-  <)— 9(a  — I)     ^y(<i-»-a<)  — <|»(a~a/)  . 

t-»-i  4  • 

OU  bien,  afin  que  les  fonctions  7  et  <(»  ne  dépendent  point  l'une  de  Tautre, 

  —  a  .   '  ^ . . .  —  o, 

n-i  4-»-» 
3^*  '         i-i-i  4-»->  * 


+ . . .  =  o. 


Pour  satisfaire  h  ces  quatre  conditions,  on  supposera  que  les  fonctions  f 
et  f  soient  telles,  que  l'on  ait  en  ■général,  quelle  que  soit  la  valeur  de  11. 

9«  =  9(— k),   9(a-l-if]~f («  —  «). 
'{»(«)=-+(-«).   +(«-K«)  =  -.  4»  («-«), 
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ce  qui  aenrira  k  déterminer  l«  eontinuation  des  deux  échelles  données 
pour  les  abscisses  négatives  et  pour  les  abscisses  plus  grandes  que  a; 
laquelle  devra  par  conséquent  être  telle,  que  les  ordonnées  également 

distaiilos  de  part  et  (l';iiiiit>  des  deux  cxtirinités  de  Taxe  a  soient  égide» 
el  de  même  sij^ne  dans  la  courbe  des  vitesses  p.  el  de  sijçnes  difFérents 
dans  la  cmirlH'  des  viU'f«ses  q;  d'oii  il  s'ensuii  (|Ue  la  pn-iiiiiTe  de  ees 
rourln-s  sera  composée  d'une  intinile  de  branches  <'^mI(  S  cl  scnd)l;ddes, 
Iniiif  s  du  même  coté  de  l'axe,  el  disposées  altci  iialiveniciit  en  sens  con- 
li-aire,  et  que  l'autre  aura  de  même  une.  iulinité  de  branches  égales 
et  semblablest  mais  nluées  allernativenient  aii^deasos  et  au-dessous 
de  Taxe. 

Ayant  donc  décrit  ces  deux  courbes»  on  aura»  par  les  séries  données 
ci-dessus*  les  valeurs  approchées  des  vitesses  ^  et  f  de  chaque  particule 

du  fluide;  d'où  l'un  voit  que  le  mouvement  d'un  fluide  «|ui  S4>  meut  dans 
un  canal  droit  est  déterminé  par  le  mouvement  que  ce  fluide  a  dans  une» 
s«'Ption  quelconque  de  ce  inên)e  canal. 

De  plus  il  est  clair,  par  la  nature  des  courbes  qui  repréM-nlenl  le» 
foin-tions  et  !..  (|u'en  augmentant  ou  en  diminuant  la  quantité  /  de  j.a, 
ou  de  4".  on  de  Ga,...,  les  valeurs  de  p  et  de  q  demeurent  les  uicincs; 
d'où  il  s'ensuit  que  si  l'un  imagine  le  fluide  divisé  en  portions  égale»  par 
des  droites  perpendiculaires  aux  parois  du  canal,  et  placées  )i  la  dis- 
lance 3  a  les  unes  des  autres,  chacune  de  ces  portions  dq  fluide  atira 
nécessairement  le  même  mouvement. 

Si  le  fluide  était  terminé  par  une  ligne  droite  perpendiculaire  aux 
parois  du  vase,  alors  prenant  cette  même  ligne  pour  Taxe  des  ae,  il  fau- 
drait que  ^  B  o  lorsque  <  s  o  ;  donc  f  (x)  =  o,  et  par  conséquent 


9  = 


L  *  4-»"»  ^  .1 

La^'  '  i-hi  4+1  J 


an 


Or,  puisque  la  valeur  de  p  est  nulle  lorsque  <  s  o,  elle  le  sera  aussi 
lorsque  t  est  égal  à  sa,  4a*>"i  'insi  le  fluide  aura  dans  oe  cas  le  même 
L    '  65 
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mouvemenl  que  s'il  était  renfermé  dam  an  vaae  de  figure  reetangvlairr 
dont  la  longueur  fiftt  double,  quadruple,  etc.,  de  la  largeur. 

On  pourra  encore  trouver  le  mouvement  du  fluide  lorsque  la  longueur 
du  vase  sera  égale  k  sa  largeur,  et  en  général  toutes  les  fois  qtu>  les  doux 
riimensinns  du  vase  seront  commcnsnrables  cntro  elles:  mais  il  faudra 
pour  lorsque  les  valeurs  donnr'ps  (\o  q  formi'iit  uiu-  conrli»'  <]iii  nii  oii 
plusieurs  uœuds,  de  sortie  (|Ui'  la  t'diicliun  ■l'.r:  deiiu'inv  la  uièiiif  en  aug- 
mentanl  ou  en  diminuant  .r  d'une  quantité  égale  à  la  longueur  du  vase. 
Dans  tous  les  autres  cas,  e'est-à-dire  lorsque  les  dimensions  du  vase 
seront  incommensurables,  on  ne  pourra  déterminer  le  mouvement  du 
fluide  par  la  théorie  précédente;  et  comme  cette  théorie  est  fondée  sur 
la  supposition  que  le  mouvement  du  fluide  soit  dans  un  état  constant, 
en  sorte  que  les  particules  du  fluide  décrivent  des  courbes  invariables, 
ce  sera  une  marque  que  l'hypothèse  dont  nous  parlons  n'aura  point  lieu; 
•sur  quoi  vcye*  les  Articlos  XLII  el  XLlil  de  la  Dissertation  citée  ci<desBU8. 

Sohttion  d'une  question  relut ivr  à.  la  théorie  des  cordes 

vibrantes. 

25.  La  question  que  je  vais  examiner  ici  consiste  à  savoir  si  toutes  les 
l'ourbes  qui  rendent  la  solution  du  problème  des  cordes  vibrantes  pos- 
sible, suivant  la  théorie  de  M.  d*Alembert,  sont  renfermées  ou  non  dana 
l'équation 

jr=«tsm  i-pslo  — -*-y»to -— -  •+• 

0  tt  ff 

question  que  ce  grand  Géomètre  a  vivement  agitée  aver  MM.  Bemoulli 
el  Euler  dans  le  premier  Mémoire  de  ses  Opuscules  mathématiques. 

Pour  pouvoir  résoudre  cette  question  d'une  manière  directe  et  con- 
vaincante, je  prends  l'équation  générale  de  la  courbe  que  formi!  1» 
corde  vilmnte,  laquelle  est,  comme  on  sait, 

,  ai  ' 

et  j'examine  quelle  doit  être  la  forme  de  la  fonction  9  pour  que  l'on  ait 
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«n  général,  quel  que  soit  t, 

{  /  )  -4-  <p  {  —  /  )  =r  O,     f>t     9  (  rt  -4-  /  i  -t-  9  i  tf  —  /  )  -  O, 

(-oi)ili(i«ins  i)cc-t*8.saiiTs  ptiur  (jin-  l<>s  deux  inuits  de  la  rordc  soieiil  lixes; 
or,  puisque  f  (/]  =  —  ^  (—  f  ,  on  aura 

ilwnc  la  seconde  dea  duux  couditious  M  réduira  à  celle-ci  : 

— 9(/  — a)  =  o. 

('«tte  équation  étant  comparée  avec  la  formule  du  n*  19,  on  aura 
donc 

P  ^    ^"  -  «^"i 
> 

et  l'aisanl  ^  =  —  r\  —  i, 

P  =r  a  sin  rw 

doue  l'équaliuu  1*  —  o  (iuiuiera  ni  •=  rxn.  a  elaiil  uu  nombre  enlier  posi- 
tif ou  négatif;  par  conséquent  on  aura 

tôt  UT.  , — 

or,  T  étant  égal  li  léro,  on  aura 

j  IV  <// =  ronsl.; 


donc 


-  =  «  *  xronst.; 


donc,  donnant  succesMveroentkfi,  toutes  ses  valeura  I,  —  i.-^  a,  —a,..., 
et  prenant  des  constantes  arbitraires  A,  B,  C,...,  A'.  B',  C  on  aura 


~  V— I   J_p   yfZ^i   y_| 


équation  qui  ravient  k  cette  forme  : 

f  (  /)  =  a  sin  h  a'  COS  1-  ôsin  —     û'  co»  — 

««  «'.  j9«  16'.. . étant  paraiilement  des  constantes  arbitraires. 

65. 
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Or.  par  la  première  condition  il  faut  que 

Ç(0  +  ?(-0  =  o, 


tt  ces  —  H-  s  cos  -      -)•...  =  o, 
a  a 


donc 

donr 

liout' 

.  r.i      ^  .  .  3r/ 

T    '  a  u       '  a 

par  conaéqoent  l'équation  la  figure  initiale  de  la  corde,  lorsqu'elle 
en  a  une,  ne  peut  être  que  de  la  forme 

^'=«sw  —  -f-pain  -j—  -Hyain  — — i- .. 


Sur  Vintégration  des  équûtions 
Lj'+Mf  ^-N^+.•.+'/■^«»^  +  '»^^-... 
L>-K  M     +  N'     4-... 4-     ^-  w ^ + „' 


fiAuM  lesquelles  L,  M,  \,  /,  w.  //,...,  .vo//f  des  Jondiou.s 

quelconques  de  t. 

26.  En  suivant  les  mêmes  prinmpes  que  dans  le  n*  I,  on  maltiplier» 
la  première  de  ces  équations  par  s<ft,  la  seconde  par  z'dt,  la  troisième 
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par  et  ainsi  de  suite,  z,  s',  étant  de  nouvelles  indéterminées, 
et,  apris  les  avoir  ajoutées  ensemble,  on  en  prendra  l'intégrale  en  faiiwnl 
disparaître,  par  des  ipt^prations  par  parties,  les  différences  des  variablest 

y,  y\  y,,.,»  de  dessous  le  signe  J*;  de  «ettc  manière  on  aura  une  équa- 
tion de  la  forme  suivante  : 

dans  laquelle 

J  Km  „  _ 

at 


,  /  </.iu  ,  ,  d.n'  s'  «  »  «  d,H''z''  \ 
+  y  («I»  —     — m'z'  gj;—    . . .  -t^m'**  ^  h. . .  j 

-♦-       i  na  — . . .  +  H  5  — . . .  -(-  n  3  —  . . .  1  +  . . . 

— ...+îi'a'  — ...  +  v'«''— ...Jh-..., 


.,,     ,        d.mM  ,  d'.H» 

^  =  "  

'        m  fit' 
■^'^  éT^-dF- 


m    '        SOLUTION  I>B  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES 


 3ir 


SuppOHilllt  (ioiiO 

V  =:  O,      \  '  ^  O,      \  "  —  O,  .  .  .  , 

(Hi  aura 

U  =J  (Tj!  +  T'a  •+- 1" «'"-...)<//, 

équation  dans  laquelle  les  plus  hautes  différences  dee  variables  v.  y', 
y,.,.  M  Irouveronl  moins  élevées  d'une  unité  que  dans  les  équations 
différentielles  proposées. 
On  aura  donc  autant  de  pareilles  intégrales  qu'on  trouvera  de  valeurs 

parlirulières  ilc  chiiruiif  des  i|u<iiiliiés  z,  z',  z",...  par  le  moych  des 

r(|uali»>nB  V     o.  V"  ^  o,  V"  -  n  Or,  soit  /«  hi  somme  des  eX{MManti 

dbs  plus  hiiulfs  <lillpit'nr»'s  de  v.  v  ,  >  les  (>(|ii:itions  prop(»sée9. 

il  est  clair  que  la  quanlilé  U  contiendra  autant  d'inconnues,  comme  ^, 

y*  y»'"»  ^*       ^-«•-■*  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  m;  donc, 

si  l'on  a  aussi  m  valeurs  particulières  de  «,  de  s*,  de   on  trouvera  ' 

facilement  les  valeurs  générales  et  complètes  de  y,  v'.  ^v*  

Soient  maintenant  ¥•  Y%  Y",...  les  premiers  membres  des  équations 
proposées,  on  aura 

(L)    j  (  V« -+-V'z' -H  Va' +  =  lj  +  J  (V>+- V'j-' -H  V^-' 

donc,  faisant  V  s  o,  V'so,  V'so,...,  on  aura  l'équation 

U— (Y«-i.Y'«'-i.Y'r )rf*  =  «>iisi., 
laquelle  aura  nécessairement  toutes  les  y^ileurs  de  «,  s',  s",...  communes 


uiyi vi^o^  cy  VjOOQle 
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avrc  li's  i'(|uations  V  =  o,  V  — o,  V"  =  o  Or  l'équation  1 1' ^  i-sl  iilrii- 

lique.  t't  par  conséquent  ne  dépend  point  des  vtleam  de  v,  y.^v*,...: 
donc  on  peut  supposer  ces  valeurs  telles  que 

V  =0,    Y'-,  o,    Y'  — «1,..., 

«t  Ton  aura  par  ce  moyen  l'équation  U  =  consl..  dans  laquelle  qn  regar- 
dera les  quantités  > .  >  '.  \  "  »      »      '  "  *  données,  el  les 

quantités  s*  s\  z"  ^*  W^'"  ^^^^  indéterminées;  nr  il  est 

«iaé  de  voir  que  ces  indéicrminécs  seront  aussi  au  nombre  de  m;  si  donc 
on  a  m  valeurs  parlirulières  de  chacune  des  quantités  j',  y',  y",...  dans 
les  équations  Y  =  o,  Y'  =  o,  Y"  =  o  on  aura  aussi,  par  la  substitu- 
tion surccssive  Je  ces  valeurs  lians  r«''(|uation  Li  =  eonftt.,  rn  é((ii;Étions 

partienlières,  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  z,  z',  z"  lesijuelli-^  cou- 

tiendrout  neeessaireuieut  m  eouslaute.s  arhili  aires:  de  sorte  qu'en  faisaul 
successivement  toutes  ces  constantes,  hors  une,  i-gales  à  zéro,  un  aura 
m  valeurs  particuliferes  de  s,  de  s',  de  s'  Donc»  etc. 

27.  De  lë  résulte  pe  Uiéorëme  : 

Les  équations  fvopotées  seront  intégpaMes  tilgéMquementr  si  i'on  patt 
trouffettians  le  easdetssOtV^OtT'^Ot...,  autant  de  udeart  parU- 
euBêpes  de ehaeune  des  quantitrs  y,  y',  v",...  qu'il  y  a  d'unités  dans  la 
somme  des  exposants  des  plus  hautes  dtjfférences  de  ces  varùMes, 

Au  reste,  ce  théorème  n*est  qu'une  suite  de  celui  du  n*  6.  Car  il  est 
clair  que  les  équations  proposées  peuvent  toujours  réduire  k  ne  contenir 
chacune  qu^me  seule  variable,  et  il  est  facile  de  s'assurer  par  le  calcul 
que  les  réduites  seront  nécessairement  de  l'ordre  m;  donc,  etc. 

28.  Les  équations  Vs=o,  V'so,  V'=  o,...  sont  înl^;nMes  en  général 
lorsque 

L  szzhih't'kty,   u  —B  {h'*'kt)r*;   N  *^0'*"'.-  - 
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ft  de  ménie 

/      (tih-  1,1)1,    III      i  (A -f- A7jt^',    n  — c{h~r- kl)/t**  

i'  ^^a'[h  -i-  Ittj/i,    m'     b{h  -h  kl . ., 

«t  ainsi  des  autres. 
On  fera  dans  ce  cas 

i  -H{h-*-i,ty,   t— IV  (h -i- kl  y,   s"  —  K"ih  ity,..., 

R,  R',  R",...  étant  ainsi  que  r  des  constantes  indéterminées:  un  substi- 
tuera ces  valeurs  dans  les  équations  dont  il  s'a^l»  et  divisant  ensuite  la 
première  par  {h-hàtf**,  la  seconde  par  (A  +  ib)*^,...,  on  aura  des 
équations  sans  t»  qui  donneront  les  valeurs  de  r.  R«  R%  R'  

29.  Si  ïeH  coelticients  L,  M.  M....,  L'.  M,  M',...  étaient  constants,  on 
ferait  issOt  As  i  et  r=  |f  p  étant  une  quantité  finie,  et  l'on  aurait 

[h-hkty^e^'i 

par  conséquent  il  faudrait  supposer 

ssRtf^',  s'sRV,  È^=Wef'  

Méthotie  générale  pour  déterminer  le  mouiMonent  d'im  système 
quelconque  de  cor//.',  ijni  aviissent  les  uns  sur  les  autres,  en 
supposatit  que  ces  corps  ne  Jassent  que  des  oscillations  ii^ 
nîment  petites  autour  de  leurs  points  d^équilibre, 

9ù.  Soit  Ji  le  nombre  dos  roi-ps  qui  composent  le  système,  et  nom- 
mons 7',^',  j'*,...  les  espaces  infiniment  petits  que  ces  corps  décrivent 
dans  leurs  oscillations  pendant  le  temps  l;  on  aura,  en  négligeant  les 
quantités  infiniment  petites  du  second  ordre  et  des  ordres  plus  élevés. 
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des  équatiom  de  cette  forme 

^ +A'r*  +  B'^'-»-C'.r*+  -i-NSr<'>  =  o, 

^  +  A'.r'    B'jr'  +  t'r'   -♦•  N'/W  ='o, 

+  A'r' + B"/* + cr* +  -»-  NV» = o. 


+  AW/  -»-  B<"\r'  +  ©"'r*  ■ 


A  .  K  .  ('.'....,  A*.  B',  C*...  étant  des  conatanles  données  par  la  nature 

itii  problème. 

Pour  iiiU'f^rer  ces  éqmilioiis  suivant  la  méthode  expliqui'c  ri-drssus, 
on  muhipliera  la  première  par  'l'e''' dt,  la  sctonde  par  X''ef''dt,  la  Iroi- 
sii'nii'  par  /  "<"°'<//.  el  ainsi  de  suite,  >,',  )",  À",...  t'-tanl,  ainsi  (pie  «.  des 
eonstanlrs  iiideteruiinées  ;  ensuite  on  les  ajoutera  ensemble,  rl  (»n  «'il 

prendra  l'intégrale  en  faiitanl  disparaître  de  desaouale  signe  J  le«i  ditTé- 

renres  des  variablesj^'.jK'f         après  quoi  on  fera  les  cœflieienls  des 

quintilés  Ç y'^'dt,  Ç y't^'dt.  I'y''e^'dt  égaux  k  séro;  de  relie 

munii^n*  on  aura  d'abord  ri-qualion  intégrale 


et  ensuite  les  équations 


P  >  *  -I-  B'  A'  +  B»  X»  +  X* + . . .  +  » w  XW = o. 
p»  )-     C"  X'  -4-  C  X'  +  C  X»  -I- . . .  -I-  ©•>  X«->  =  o, 

 ••• 

'    X<«>  +  N'  X'  -t-  N'  /'  -t-  N-  X-  + . . .  H-  N<'>  Xt")  =  o. 


lesquelles  serviront  à  déterminer  les  quantités    X',  X",  X*,... 

I.  e6 
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Soient,  lorsque  l  »  o, 


et 


réquation  ibj  deviendra,  en  diinsant  par  e^', 

ï.'  ^  -^'"'ttt-  ^'"ï  >...-»iX<->îÇ  -p[).V-^)i''.K'-»-îi*;^+...-^ ><•».»•'->) 
=lX'V'-i-i'V''+X*V*+...-*-X;«'Vi-'-p(X'Y'-^X'Y'+X''V--+-...+X'''JY''ij]i;"'''. 

Or,  comme  la  quantité  p  ne  se  trouve  dans  les  équations  (c)  que  sous 
ta  forme  quadratique  p",  il  «'ensuit  qu'elle  peut  avoir  indifféremment  le 
signe  -I-  et  le  signe  —i  donc  on  aura  aussi 

dv*         dv'  dr" 

=[X'  V'-i-ï'  V'-4-),'V*-»-...-»-W' VW+p(  V  V'-hl*  Y''-».VY*-t-...-*-iw  YH)]«^'  ; 

donc.  rettniK  haut  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  et  divisant  ensuit** 
par  3p,  on  aura 

,  =  rx'  Y' + jr  y  4-  x*  Y"  4- . , .  ^-xw  ywi 

[X'  v  4-  X'  V"  -H  X-  V-  -H . . .  4-  x<«j  - — - — 

Qu'on  reprenne  luattilenanl  les  équations  c,  hI  (ju'on  sulistilue  dans 

une  quelconque  de  ces  équations  les  valeurs  de  en  /a' 

tirées  des  n  —  i  autres,  valeurs  qui  seront  toujours  données,  comme  on 
voit,  par  des  équaUons  linéaires,  on  aut-ii  une  équation  qui,  étant  ur^ 
donnée  par  rapport  il  fi*,  montera  au  degré  n,  et  aura  par  conséquent 
n  raûnes.  Donc  p  aura,  indépendamment  de  l'ambiguïté  du  ngne  dont 
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nous  avons  déji  tenu  compie*  n  valeurs  qoe  nous  dénotorons  par 
Pt»  Pa*-"  pK»  en  sorte  que  p^,  p|,  pl,.„  soient  les  racines  de  Tèquation 
dont  il  s*agit.  Donc,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

e  =  [V  Y'    r  Y"  -t-  X"  V + . . . -h  3H">  Y<«>]  ^' \^  ^' 
'     f  X'  V  +  X"  V  T^    V"  + . . .  -»-  Xf)  Vf>]  ^—^^il , 

et  qu'on  désigne  par  X',,  >.',',  V,....,  Xâ,  X* ,  Xj,  Xj|*>«>f  XI,...  les  valeurs 
de  X\  X",...  qui  résultent  de  la  substitution  de  p,,  p,»  p,,...,  p«  au  lieu 
de  p,  et  que  de  même     $f  soient  les  valeurs  correspondantes 

de    on  aura,  an  lieu  de  l'équation  {d]t  les  n  suivantes  : 

y'      .>•■  +  >T.'  "  +  •  •  •   >.  "   *'  -  0., 

/;,,)  '  -+-      ^        . . .  +  À;"'.»-:"^  =  o„ 

>;,.»■'  -t-  x',.»-"  -H  /.;.)"  -H ...  -4-  X,"  —  6,. 
•  •  «........•..♦.....•  , 

>;  .»•'  -f  >;  .V + x-r*     + xi"'r<-> = L 

par  lesquelles  il  faudra  drUTininer  les  n  iiKonnues^',^", ji'",..., j'"*; 
c'est  à  (]iioi  se  nduil  inaiiitcnaiit  tnule  la  ditliculté  du  prohii'ine. 

Pour  en  venir  ii  Imuh,  je  iiuilli|)lic  la  première  de  ('es  «'qualioiis  par  j*', 
la  Sfcimdc  par  ,  la  Iroisii-inc  (>ar  [x",  et  ainsi  de  suite,  a',  a",  a",... 
étaiil  des  eoetlieients  iiulcleriniiies.  puis  je  les  ajoute  enseMd)le.  ce  <jui 
me  donne,  en  ordonnant  les  tenues  par  rapport  à  v'.  v".  v"  


d'où  Ton  tirera  aisément  la  valeur  d'une  y  quelconque,  comme  y",  en 

«6. 
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égalant  k  aéro  chacun  des  coefficients  des  autres  y\  ainsi  l'on  aura 

t*l  eiisuiie  ces  équations  de  condition  : 


II'  X',    fi'V,   fi'ï,  -H  + ^wj;  —  f», 

f»'  r,  -H  ft'A; + tt'K  H-  + tt<"  3C = 


à  l'exception  seulement  de  celle  qui  répondrait  à  Texpomint  s. 
Supposons  que  l'on  ait  en  général 

u'A,  -4-  y")',  +  ^  u"'  y.^  =  A', 

u')'  ^  a-/'.  -4-  +         -  y, 

/*'  /"  +  fjt"  à;  -H  f*-    -t-  -I-  ai">)C  =  A", 


et  qu'il  foille  trouver  la  valeur  d'unf  -j.  (jiit  l(  ()n»|ue  conini<>  ,u   .  On  niuf- 

tiplien  ces  ('qn-.ifions  par  des  ropHiciciits  indt  lt  rmini's  v',  v",  v"  v  "  . 

el,  itpri'S  les  avoir  ajoulci'S  cnscinltlf.  on  fVM;i  les  cocllirHMits  des  (|naii- 
tilcs  11! ,  a",  a",...  chacun  égal  à  mvo,  excepte  celui  de  la  quantité 
de  cette  manière  on  aura 

et  la  détermination  des  quantités  y',  y",...  dépendra  de  cette  condi- 
tion que 

(h)  ✓l'-»-»'r-i-*^X-+...  +  y<-)X'-»  =  o, 

lorsque  p         (»t,  pi  o».  excepté  (S„. 

Or«  les  équaUons  (cj  étant  muljipliées  par  v'.  v",  y*»..*»  et  ajoutées 
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ensemble,  donnenl 

([p*!/     A'v'  +  B'/'-f-C'v"-*-  -f-N'  w  '^;>' 
-f.  [p'  v'  ^  A"  v'  -+-  B*  v"  +  C"     +  -1-  N'  v(">]  1' 


[  -h  {p*  »W-f-  A'"*  >'  ■+■  B  ->  v'  -t-  O"  v'  H- . . .  -»-  N*">  v'"']  À'"'  —  o. 

Donc,  si  Ton  topposo  que  les  quantités  y',  y",  y',...,  v'"'.  ou  plutôt  i«UK 

rapports,  soient  tels  (]U(>  les  coefficients  de  X'.  X",  ).  "  X***""  dans  cette 

(■quation  soient  nuls  cliarun  m  pat-liculifr.  relui  de  X'"'  le  sera  aufluî;  de 
sorte  que  l'on  aura  les  n  équations  suivantes: 


p^  /  +  A'  ✓  +  B'  /  + 1"  iT +. . .  4-  N'  *(•>=  o, 
^    +  A'»' r  ✓  +  CiT +. .  .H- NV)  =  o, 
AV  -»-  ll%»it-  G'iT +, . .  -h  N  = 

»<"»+  A<">  ✓  -»-  B""       C*'>  v*        4-  N  «"     =  o. 


El  il  est  bon  de  remarquer  qu*eo  éliminant  de  ces  équations  les  quantités 
v',  V*,...,  on  aura  une  équation  finale  en  p*  qui  sera  nécessairement 
la  même  que  celle  qui  résulte  des  équations  (c)  par  rénnouissement 
des  quantités  V,  X',  X",.,.;  ce  qui  peut  se  voir  aisément  à  priori. 
Faisons  maintenant  p  s     nous  aurons 

A'j^-hB'v'  +  C'/'h-  +  N'v<">=-pi»', 

A'^  +  B^/'-f-CiTH-  ^-ÎTïpWss-piir, 

AV-i-ir'y'  +  C*v*+.  M-K'tpWss-pa.ir, 

•  i<«a«<i»ta><>«>a<«>«><>->   ..i, 

A<->  ✓  +  BC»)  ✓  H-  C«  v" + . . .  4-  N<">  vf'i  =  -  pi  »<•», 
et  Téquation  (i)  deviendra 

(p*  — piJL*'  X'  -t-  v"  X" -H  iT X'      .  .4. X<->)  =  o, 
laquelle  devant  être  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  p  qui  satisfont  aux 
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équations      d*oii  celle-ci  «st  tirée,  on  aura,  en  générai, 

luroque  p  —  pi,  pt«  pi <    •  9»<  i  xi  cpté     auquel  cas  Téquation  se  vérifie 

dVIIe-mrmp.  n  cumv  ilii  farlfiir     —  o'^. 

D'ni'i  l'iHi  voit  (|iir  les  villi'lirs  (le  v'.  v",  v".  .  .  v".  (jiii  .salisf'iml  ;i  lu 
roiiililiiiri  //  ,  sdiil       iiK'iiK's  (nif  ccllo       it'Miltciit  «lus  t'(|Uiiti()ns  X'), 

en  V  tuisaiit  (■>  —  ('m-  l^onr,  si  l'un  (It'notf  ces  valeurs  par  v^,  y„,   et 

qu'on  les  subattlue  dans  l'oquution  ig.,  on  aura 

«,        ^'        ^'  +  A'"' 

J£(«J  _  . 

Mais  les  équations  (/)  demandent  que  les  quantités  A',  À*.  A'.....  A*' 
soient  toutes  nulles  à  Texception  de  ù!^\  donc,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

l'i  qu'un  dénote  on  (général  par  Q.  fa  valeur  de  Q  iur^que  p  =  ou 
aura,  pour  notre  cas. 

et  par  conséquent 

^--qT"' 

Donc  t-ntin.  substituant  ces  valeurs  dans  ia  turmule  (ej^  et  faisant  atten- 
tion que 

Ai'  -  fjL- 1;   jn'ji';  +  fï-x'," + . . . fti» xL", 

on  aura 

Ainsi  le  problème  ne  dépeud  plus  que  de  la  résolution  des  équaliuns  sC) 
et  ii). 

31.  Nous  avons  trouvé  que  la  quantité  vi.X'-t-y]^X''-Hv«X'-»-... -4- vl^X*'*' 
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est  nolle  longue  p=|»i,  f>t*  pt»»**  put  excepté  |»»;  or  il  est  facile  de  voir 
<|ae  le»  valeurs  de  j^»  jr»*"»       tirées  des  équations  (cj,  mtuiU  expri- 
mées par  (l<'s  iructions  telles  que  |r*  ^*"'*  ^>  1^  quantités  ^, 
f',...  étant  de  la  forme 

lit'  sitrlf  c|ii('  si  l'on  liiit.  ce  (jui  est  permis,  X'  =  ^',  un  aum  X"  =  ^". 
À  '  —  q  "  et,  pur  cunaequenl,  la  quaiilile 

deviendra  de  la  forme 
donc  on  aura 

_  ex- . .  c   —  .ïi- = X  (.  -  ,4)  (.  -     •  •  ■  (.  -  g). 

* 

en  prenant  tous  les  facteurs  depuis  j  —  ^  jusqu'il  i  —  ^>  hormis  i  — 
et  le  coefficient  x  étant  égal  à  la  valeur  de 

lorsqu'on  fait  p    o  dans  les  quantités  X',  X',  X*,.... 

Or,  soit  Pb  o  l'équation  en  (»'  tirée  des  équations  (c)  ou  {k)^  on  aura, 
en  supposant  que  le  terme  tout  connu  de  P  soit  i . 

donc 

xp  -  V i' + «c  ^) 

Prenons  les  difitavnces  de  part  et  d'autre,  en  faisant  varier  p*  et  sup- 
posons ensuite  j»  sp^»  c«  qui  cbanjg^ra  les  quantités  X',  X',  X*,...  en  X^, 
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K,*'"*  nous  aurons 

X  5^  ^  -  -  [  v«  x„  +  v],  /;  +  v;  a:  -H . . .  ^  v„  X' J  «  î 


(ionr  on  aura»  m  général* 


r4*  qui  pourra  servir  à  abréger  le  calcul  de  la  valeur  de  Q  dans  pluncura 

occasions. 

32.  Examinonii  iiiaiiitruaiU  les  din'éi'cnU>  cas  qui  peuvent  arriver  rela- 
tivement aux  racines  de  TéquatioB  P  k  o.  Et  d'abord  il  est  clair  que  st. 
toutes  ces  racines  sont  réelles,  positives  et  inégales,  les  valeurs  de  j» 
iM*ront  aussi  réelles  et  inégales;  ainai  &e  cas  n'aura  aucune  difficulté. 

S'il  y  a  des  racines  négatives,  alors  les  valeurs  correspondantes  de  /» 
deviendront  imaginaires  de  la  forme  rV—  if  ce  qui  réduira  les  exponen- 

..  ,,      e^'-t-f-f'     ,        — e~''  »      ..  .  siii//      ,.   ,  , 

lit'Iles  et  a  celle  tonne  :  cdsrr  v[       -■■  don  il 

s'ensuit  ()ne  si  toiil<'>  les  rarincs  «le  réi|ualioii  \*  —  o  elainit  réelles, 
nej^atives  et  inégales,  les  valeurs  île  >•  .  v",  v" ....  ne  ecuitiendiaieiil  (|ne 
des  sinus  et  Uos  cusinus;  uuus  verrons  plus  bas  que  ce  eas  est  le  seul  où 
la  solution  soit  bonne  en  général  Klativement  k  la  (|uestion  mécanique. 

Passons  au  cas  des  racines  égales,  et  supposons  p.  p,,  il  est  forilc 
de  voir,  par  les  formules  du  numéro*précédent,  que  les  valeurs  de  Q.  et 
de  Q,  deviendront  égales  k  aéro;  de  sorte  que  les  deux  premien»  termes 
de  la  valeur  de  semblent  devoir  être  infinis.  Pour  obvier  k  cet  incon- 
vénient, on  supposera  =^  |»,  -i-  «i,  •»  étant  une  quantité  évanouiaaanle. 
et  à  cause  de 

on  aura 

«-(-^)(-^)-(-ë)=*='?('-ë)-l-^)' 
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et  de  inèiiie 

o.._..(._g)...(,_e;).  , 

Donc,  si  l'on  fait  ^  =  R.  et  qu'on  dénoie  par  R,  ce  que  devient  R 
lorsque  p  devient  p,,  on  aura 

Q,=  -^B,   et  Qt==^R.. 

ri  Pi 

Or,  en  faisant 

un  a 

donc 

On  résoudra  de  même  le  cas  de  trois  racines  «'-giil*  s.  et  u\m\  dt  s 
autres.  Au  reste,  il  est  évident  que  les  termes  de  la  valeur  de  v  '  (|ui 
n'-pondent  aux  l-aeines  égales  eontiendront  toujours  l'angle  t,  et  <le  plus 
des  expodfotirlli's  iH-dinaircs  si  «es  racines  solU  positives,  et  des  sinuM 

et  des  idsinus  m  «  lit  s  siml  négatives. 

Enfin,  s'il  se  (rouvait  des  racines  imaginair(>s,  in\  les  réduirait  d*aliord 
deux  à  deux  à  la  l'orme  a-i-b\  —  i  a  —  ù\ ~  i,  ri  et  ù  étant  <les 
i|uantités  réelles,  de  sorte  que 

et  ainsi  de  suite;  ce  qui  donnerait 

et,  par  conséquent, 

et  de  même 

tf*^  s  e^  (cosgl±  sin  g/ «/^). 
I.  67 
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On  ramènerait  de  même  à  la  forme  p-hq^—i  v-i  p  —  g\  —  i  les  valeurs 
lies  <|u;intités  a,  v  et  Q  répondantes  à  p,  et  p,.  et  on  trouverait,  après  les 
nahstitutions  et  les  réductions.- que  leti  imaginaires  se  détruiraient  dans 

l<'>  (li  iiv  ii  rnir-s  q"^*'  lesqui'U  (■niiiiriHlraient  alors  des  sinus  et 

des  vosinuii  multipliés  par  des  exponentielles  ordinaires. 

.  33.  Au  reste,  quand  on  veut  appliquer  la  solution  précédente  au  mou- 
vement d'un  système  quelconque  de  corps,  on  doit  supposer,  comme 
nous  l'avons  fait,  que  les  quantités  j^',^",^*,...  soient  assez  petites 

pour  qu'on  puis.se  négliger,  sans  erreur  sensible,  dans  les  expressiunti 
des  forées  aceéléralriees  des  corps,  les  termes  qui  eonliendraieni  les 

produits  v  ',  >•'>''         Ainsi  il  r;iii(lra.  pour  cpie  la  solution  soil  bonne 

mécaniquement  :  i"  que  les  valeurs  initiales  Y',  Y".  Y"  \  .  \  ,  V".... 

soient  iniiniment  pttili";;  (]ue  les  e\|)rission>  de  y  ,  v",  v  —  tu- 
eontiennent  aueuu  terme  qui  augmente  à  ritifmi  avec  le  temps  l;  par 
conséquent  il  faudra  que  les  racines  de  l'équation  P  a  o  soMut  toutes 
réelles,  négatives  et  inégales,  auquel  cas  la  valeur  de  ne  contiendra 
que  des  sinus  et  des  eosinus  (numéro  précédent),  ou  au  moins  que  les 
termes  qui  renfermeraient  Tare  i  disparaissent  d'eux-mêmes. 
Donc.  I*  si    est  une  quantité  positive,  il  faudra  que  l'on  ait 

,  y,  V  '  +  >:  V-  +  )-  Y-  -I- . . .  -I-  Xf  Yf)  --^  o, 

'  A.  \  -h  r,  V'  H-  x:  V-  H- ...  H-  X';''  v<-)  =  o. 

ce  qui  fera  évanouir  le  premier  terme  ^5,  de  la  valeur  de  y. 

De  même,  si  et  étaient  toutes  deux  pontives,  mais  inégales,  on 
aurait,  outre  les  deux  conditions  précédentes,  encore  ces  deux-ci  : 

V'  -h  )•  \  "  +  )-  \  "  + . . .  -t-  ).,"  v<">  -  o, 
x;  v + x;  V"  +  x;  V  ' + . . . + x;  v  '-> = o, 

et  il  faudrait  eflacer  les  deux  premien  termes  de^'^',  et  ainw  de  suite.  . 
Si     et  pj  sont  égales  et  négatives,  on  aura  les  mêmes  condi- 
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lions  f/ .  01  les  deux  termes  deviendront*  en  faiwinl 

p,  =  r, 

r.  rfU;  ();. ^ '  -f- v  +  .-4- v^-; j. 

__ —  :  _J  a  cos  r,  / 

s  Ri  rfr, 

^  rf  [î^  (y,  v  -»-  y,  V- + XTV  H- . . . + Vf)  )] 

.M;ii.s  si  cl  '•y!;;  r'l;iicnl  l'pnh's  vt  |in.sitivi>s,  aloi-»  un  aurait  encore  deux 
;«utres  conililions  à  remplir,  savoir 


=  0, 


rf  f y'*' (y,  y  -t-  y.  v  ?:  y* . .  -h  x-''  yw)]  _ 
rf [ ~ (X'.  v'H- X',  V"  +  x: v . .+  x;  vw ;1 

 -^s  '  - 

et  ainsi  du  reste. 

Hais  il  y  a  ici  une  remarque  importante  k  faire  :  c*est  que  les  équa- 
tions (a)  n'étant  qu'approchées,  Téqualion  P  =  0  doit  aussi  être  regar- 
dée comme  telle,  de  sorte  que  lorsqu'on  trouve  des  racines  égales,  on 
n'est  |)!is  en  «Iroit  d'en  oonriure  que  les  valeurs  de  Çj  sont  égales.  n)ais 
s«'llleinenl  (ju'ellcs  nr  dill'èreni  (jiie  par  di-s  (|ii;mtitcs  iiiliniiiiiMit  petilt's; 
d'où  il  s'ensuit  qu'à  la  rigueur,  l'égalité  des  lin  iiu  dr  r(  <|iiation  P  =^  o 
ne  sullit  pas  pour  introduire  des  arcs  de  cercle  dans  les  valeurs  de  >  ', 
y", y",...,  en  tant  que  ces  quanlitén  représentent  les  espaces  parcourus 
dans  les  oseillations  des  corps.  (:<  pendant,  eomme  la  supposition  de 
I»,  as  p,  -t-  M,  tù  étant  une  quantité  très-petite,  rend  aussi  les  quantités 
Q«  «t  Qt  très-petites  du  roéroé  ordre,  comme  on  peut  s*en  assurer  par  re 
qui  a  été  dit  dans  le.  numéro  précédent  sur  le  cas  des  racines  égales,  il 

est  clair  que  les  quantités  ^     ^  contiendront  des  termes  finis,  et 

qu'ainsi  il  faudra,  pour  que  les  valeurs  de  y\y"ty"^"-  soient  toujours 
très-petites,  que  les  termes  dont  il  8*agit  disparaissent  entièrement  de 
l'expression  de  y^^^  ce  qui  donnera,  en  négligeant  les  quantités  inlini- 
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ment  petites  du  second  ordre,  les  mêmes  conditions  et  les  mêmes  résul- 
tats que  ci-dessus.  Il  est  clair  que  ce  que  uous  venons  de  dire  des  racines 
égales  doit  avoir  lieu  de  même,  lorsqu'elles  ne  diffèrent  que  par  des 
quantités  très-petites. 

3^  Si  p\  et  pl  étaient  imaginaires,  alors  réduisant  les  quantités 
X',  X"         et  X;,  X;,  X;....  l  la  forme  p  -h^^^,  pT^f^^, 

p'-+-q'\  —  i        et /»'— f'v^i,  I,  j»"— »» 

aurait  les  conditions  suivantes  :  . 

/>  \  -h  p  "  V  -f-  \  "  -  .  .  -t-  jr  "  \  -  '  ^  o, 
/i' V -1-^  V» V*  H- . . . -t- /»  «' V  "  o. 

g' V -»- fl*  Y' -»-«-¥•  +  ...-•- ï*-' Y<"»  =  o. 
ç'  V  +  ç"  V    ç"  V  + . . .  ^-  qt'i  M'i  =  o. 

On  ;)ui'u  <le  pareilles  cuiidiltuiis  puur  chaque  pain;  de  raciiio  iuiugi- 
iiaires. 

34.  De  là  on  tire  une  méthode  générale  pour  voir  si  l'état  d'équilibre 
d'un  système  quelconque  donné  de  corps  est  stabkf  c'estpè-dire  si,  les 
corps  étant  infiniment  peu  dérangés  de  cet  état,  ils  y  reviendront  d'eux- 
mêmes,  ou  au  moins  tendronl  h  y  revenir. 

On  supposera  le  syslénie  dans  nn  état  inlininuMit  proclie  de  «  elui  d'e- 
(|uilil)re,  et  on  <  li<'r(  lti'r';i  les  expressions  des  forces  ai  etderiilriees  des 
(oijis  [Huir  se  ii-incllic  ii  cet  etnl,  le>t|uelles  st-ronl.  aux  iuiiniineiil 
petite  du  seeond  ordre  et  dt;s  .suivants  près,  de  «  ette  i'uraie  : 

eoinnie  nous  I  avoll^  sii|)|)o><'  dans  le^  équations  a  i.  On  Tonnera  ensuite 
des  etjualions  telles  que  les  équations  icj,  el  on  eu  tirera  l'équation  P=o, 
dont  f»*  sera  rinconnue,  et  qui  sera  nécessairement  d'un  degré  égal  à 
l'exposant  du  nombre  des  corps.  Cela  posé  : 
i"  Si  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont  réelles  négatives  et 
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iiif}{:ilt's.  l't'tal  (l't'i{uilil>i'c  scm  slaUe  en  général,  quel  <jiu'  ^til  le  dcraii- 
g«*mcnt  initial  du  système; 

a"  Si  ees  racines  sont  toutes  réelles  positives  ou  toutes  imaginairra. 
ou  en  partie  réelles  positives,  et  en  partie  imaginaires,  l'état  d'équilibre 
n'aura  aucune  stabiUtét  et  le  système  une  fois  dérangé  de  cet  état  ne 
pourra  le  reprendre; 

3"  Enfin;  si  les  racines  sont  en  partie  réelles  négatives  et  inégales,  et 
en  partie  réelles  néf^alives  et  égales,  on  réelles  et  positives,  ou  imajri- 
naircs,  Pétai  (l'équilil>re  aura  seuletuciil  une  stahilitr  rr/atur  cl  rondi- 
linnneUe,  c'esl-ii-dirt'  i|Uf  i  ci  i  t;il  ni'  se  iclaliliia,  ou  m-  leiidra  à  se  rela- 
Itlir,  <|U("  loiN(|u"il  V  iiut;i,  i  iiti'c  li's  ilistaiii  f^  el  le>  vitesses  initiales,  le» 
eundilions  iiiurquei's  dans  le  numéro  preeedeiil;  dans  tous  le.s  autres  va» 
il  sera  impossilile  que  le  système  revienne  de  fuinnénie  à  son  premier 
état. 

35.  Lors(|ue  ttuites  les  raeiues  de  l'équation  P  =  o  sont  réelles  iné- 
gales et  négatives,  il  est  clair  ifu'eu  t'ai.sant  =  —  r*.  chaque  tenue  de 
la  valeur  de  v  "  se  réduira  à  la  tbrnu* 

•  cmrt  -t-  ^ainrf, 

laquelle  représente,  comme  on  sait,  le  mouvement. d'un  pendule  simple 

de  longiu-ur d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  le  mouvement  de  chaque 

eurps  sera  euuiposé  de  n  niuuvenu>nts  pareils  ù  ceux  de  n  pendules  dont 
le»  longueurs  .seraient 

III  I 
-f,   -5.    j»  -  »  -i- 
M  '^ï 

Cesl  le  théorème  que  TA.  Daniel  Bernoulli  a  déduit,  par  induction»  de  la 
i*onsidération  du  mouvement  d'une  corde  chargée  de  plusieurs  poids. 

Si  l'oi;!  veut  que  les  oscillations  des  corps  deviennent  simples  el  iso- 
chrones* on  supposera  que  l'état  initial  du  système  soit  tel»  que  l'on  ait 

j  V  Y'  -•-  V\'  -»-    Y--t-. . . -»-  Àc>  Y'«>  =  o. 
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pour  toutes  lifs  valeurs  de  p',  hors  une  (|uel(-uuque  à  vulunté  cuuiinc  pi: 
rnr  fllors  Ira  quantttéR  $,,  9,.        seront  nulles,  i  l'exception  de  et 

«  uiisnjuenl  la  valeur  ilf  )  '  se  n'«liiir!i  à  y7-0„,.  Mais,  les  )>«|u:itions  i>/i) 

étaut  absolument  seinbluhles  à  i'equatiun  '/t  du  n"  30,  il  est  clair  qu'oD 

aiir.i  piiiir  l;i  tlelermiiialioii  di's  «juaiililcs  V  ,  V ,  V  V,  V",  V"  

t\r>  i(|ii;ili<ms  iin:ili>j,Mirs  aux  f(|iiatioiis    X"  :  d'où  il  s't  iisiiit  ct's 

«|iiaiilili-N  sridiil  (  Il  raihuu  euustaule  avee  les  quautilés  v„,  v^,  y„  v^  ; 

de  sorte  qu'où  aura 

K^" •  ♦''•^'y'"  >;»v' -»- c V* >m V -»-♦♦■->•  >S' V<" 

Y  •  ■    ~  V«" 

=  T   7. 

V«  Vm 

dnnr 

Ainsi  le  mouvement  des  corps  sera  le  même,  dans  ce  cas»  que  s'ils 
étaient  pesants  et  qu'ils  fussent  suspendus  chacun  i  un  fil  de  longueur 

T  la  gravité  étant  prise  pour  Tunîté  des  forces  acrélératrices:  d'où  Pon 

voit  que  le  système  est  susceptible  d'autant  de  différents  mouvement» 
isochrones  que  l'équation  Pbo  a  de  racines  réelles  négatives  et  inégales. 

Des  oscillations  d'un  Jil  Ji.ir  jtar  une  de  ses  ejBirénutés,  et 
cfuwgé  d*un  9umd>re  quelconque  de  poids. 

36.  Snil  n  le  nombre  des  poids,  que  nous  supposerons,  pour  plus  de 
sintplicité.  égaux  entre  eux  et  «'«galeuieiil  r'Ii>i<;iics  les  uns  di-s  aiilrcs; 
inia^iiiuiis  <|oe  le  (il  iir  fassf  que  dfs  oM  illalioiis  intiniiiUMit  [Miiti  s  et 

daii!>  If  iiiriiic  plan:  cl  soit  ni  uoniuin  s  1  .  v  .    >  "  les  distantes 

de.s  rui'ps  il  la  verlieale,  a  euiunieueer  par  le  plus  lias,  et  a  la  di^tauee 
d'un  corps  à  l'autre  :  on  aura,  comme  il  est  trës-aisé  de'  le  voir  par  les 
principes  de  la  Dvuauiique.  et  comme  on  peut  le  déduire  des  formules 
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générales  çfue  j'û  doDDéeit  dans  le  Mémoire  ititilulé  :  A/tpHattion  tfe  ta 
mt'thottr  précédente  à  éUffénsnU pmUémei  de  dynamique  (page  398^. 

d'jr*  ^  .r'-.r 

—r  •  ■ —  —  11, 

dr  a 

dv  a  a  * 

d'Y*  r"      r*— »r*-Hr" 

— T— -  +  •  >  =  ©♦ 

o/'  «  a 

d*r' 


r'esl-i-Klira 


*.r"  ^  r" — r"  _  3/*  — 

dt'  a  a  ~  ' 


-  -fil  — 0=î  — -i-^so. 

dt'         a  a 


d'y'  r'-r* 

dt'  a 

 2  i-:^o. 


~dt^  3f   ^ 

dfi  a  ' 

—  {/»— 1))— i)» 

"aF"   ' — i  '- 


—  =0. 


Comparant  ces  t'(]uatioiis  avec  les  r(|uatiuns  (a)  du  ir'  30,  on  trouvera  que 
Ifs  équations  c;  du  uu''nii>  numéro  devieiuienl  («■llfs-ci  : 

p'X    -♦-    —  o, 

 ^  =«, 

S.=  /"  -f-   •-      -    ^  o, 


sas  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PKOBLtMES 

d'oîi  l'on  tire 

-  V-l-{3-*.ap')X*      /  .  a'p'y., 

=  1-_  LJ—  =  (  H-  aap»  ■+■  y, 

* 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  aura  en  général 

f     .  '     V    ..("•  —  •)('»»  — »)^  A  .{"»  —  «}(»'  — '>}l'w  — 3)  _.  .  L, 
*<-'  =  |^i-»-(m  — i)«p»+*  '-^  '«»p*-l-^  ^  ^   ifl»p^+...JX*. 

Or  il  est  visible  que,  four  satisfaire  à  la  dernière  équation 

p-i...  ^  -(«-.)>■>'  o-Kan-.)Xc)  ^ 

r  a  • 

il  fout  supposer 
ce  qui  donne 

équation  d'ob  Ton  tirera  n  valeurs  de  p',  qu'on  désignera  par  |>f  »  p|» 
pu,...,  p*,  et  qu'on  substituera  successivement  dans  l'expression  de  X<"^ 

pour  avoir  les  valeurs  de   

A  l'égard  des  quantités  v,  on  les  trouvera  de  la  même  manière  par  le 
moyen  des  équations  {à),  lesquelles  deviennent,  dans  le  cas  présent, 

+  =0, 
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d'où  l'on  tire,  comme  ci-dessus, 

ou  bien,  «n  sopposant  i  pour  plus  de  simplieité» 

et,  par  conséquent. 

On  aura  donc 

0  s  X'*  4-  Xf»» 

=  I -♦•  {i -t- a(>'j' -H  ^1  H- aap" -H  ^p' j  -h... 

I        —  i)ap»-i-  s  i— p»-»..  ..J  - 

Hais  on  peut  trouver  une  expression  plus  simple  de  cette  quantité  par  la 
méthode  du    31 .  Car  on  a  d'abord 


p  — .^>«.>^  «(«- 0(«  — ■ 

r  =  i4*«<lp'+         ^        fr  j  ^ . . . , 

d'où  l'un  tire 

I    dV  n(«  — lia-  .     «(a— 1)(^— a}d^_. 

Or,  en  faisant  ^  »  o,  on  a  ^ 

X     I y  X     If  X       •  ■  ■  î 
L  68 


.    SOLUTION  UK  UIFFÉKEMS  PROBLÈMES 

(Innc 


X  =  ✓  4- jr' -<-/'-»-...  4- »<•> 

-i-  1  +  ap» 

.^.H-3«p'-H^p.^5p. 

4  ^■^t 
_«  +  p.+  p.  +  ^--^  p.+..., 

donc 

4-9-4  J 

Os  dpiix  <'\|>n'ssiniis  i\v  Q  ne  simt  |>;is  ii  l;i  vi-rilt'  i(k*liti(|li<'S,.  iiinis  elles 
ilt'viniiierit  égales  ioi'S4|ue  p  u&t  rgal  à  p,,  p,,  p*...;  ce  qui  suilit  |)uur 

IlotlV  l)|)jft. 

Faisunt  doni*  l'es  sulisttlulion»  «lan»  lit  «Icriiièiv  lormuli'  «lu  u"  30.  on 
aura  rexpression  (^nérali»  des  quantités  y,  et  le  problème  sen  résolu. 

Au  reste,  quoiqu'il  soit  difficile,  peut-être  impossible,  de  déterminer 
en  général  les  racine!(  de  Téquation  Pso.  on  peut  cependant  s'amurer, 
par  la  nature  même  du  prablèmc,  que  ces  racines  sont  néceosairemeni 
toutes  réelles  inégales  «M  m  ;,'ativt's:  car  sans  cela  le»  valeurs  de , y'. 
y",...  pourraient  croilre  à  rinfini.  ce  qui  scratl  absurde. 

37.  Si  Ton  clicrflic  (|iirlli's  'Ioïm'mI  clic  le-  ilisl;mic,s  rt  les  mIcsm's 
iiiilialcs  «les  corps  pour  cIi;h  un  d dix  ne  lasse  «|iie  «les  viliralimis  is«i- 
clirones  et  analogues  à  celles  d'un  pendule  simple,  on  trouvera  u"  35;, 
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en  prenant  /  pour  l«  longueur  de  ce  pendule. 

I  f  4  m/'  '"I  * 

-[•-—7—-^  

et  lu  val«>(ir  de  /  «It-vm     (h'Iri  Drnicr  pur  r«'(|ii»tioii 

«a      «(«— m/i  -  !)(«  —  a)  ^  •  _ 

'"T**" —  —  -»-...-«. 

/)e*  vihratUmx  d'une  con/c  (cndin'  cl  clKir^t  c  d  im  iiondne 
quclniiK^ue  de  poids. 

38.  Quoique  j*aie  déjà  résolu  ce  problème  dans  mes  Becherckes  sur  ie 

SQH.  iiiipi  iinct  s  ihiiis  le  premier  volume  de,  ees  Mémoires,  je  crois  |>nii 
voir  II-  rtuluiiner  ici,  noiHteulement  pour  faire  voir  rommeni  niii  inrihude 
ff«Mi(>i:i|i'  s'y  ;)p|>rK|ii('.  mais  <»ncorr  parce  rpi'il  me  «ioniicrit  lit  ii  «Ir  l'itiii' 
ili'  iinii\t'll<\s  irllt  \iiuis  sur  les  vihratioMs  «les  (  nrilcs  scnoics,  [loiir- 
roiit  ••liT  iilili'S  il  r»M  l;iiri  i>.st'iiifiil  de  <  «'lie  itinlu  ic  i-pim  iiM'  cl  (Iflit  iilc. 

Suppusiiiis  mu-  (t»i(lr  t-liurgfi-  di-  n  poids  c^aiix  tpii  la  divisM'iil  l'it 
n  I  partie»  orales  que  nous  ferons  chacune  égaie  h  a,  et  tendue  par 
un  poids  qui  soit  à  la  somme  de  ceux  dont  la  corde  est  chargée  cupiuie 
c'  eat  à  I  ;  nommant  yty'',y*...,y^  les  distanc4*s  des  poids  à  l'axe  de 
la  corde,  et  faisant,  pour  abréger. 


ou  aura 


'■^    ■>«•.>*«••**•■•*..    «14.  .,.41 

'^J^    -  li'ir'"  '  -  v")  -»• 


MO  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES  * 

Done,  en  comparant  cm  équatioiMi  avec  les  équations  générale!  du  n*  30, 
on  aura  les  équations  suivantes  en  X%  X^  X*,.'. . , 

X'  —  A  '  (  —  a  >'  +  >"  )  =  o, 
p' À"  —  A')  X'  —  2    -f-  X "■  )  =  o, 
X*  -     i'  —  «  3k'    A")  =  o. 


d*où  l'on  tira,  en  supposant  i  +  ^  =  cos^, 
et  en.général 

Et  pour  la  détermination  de  l'angle  f,  c'est^ii-dire  de  la  quantité  p,  on 
aura  l'équation 


laquelle  donne 


sin  9 


fr  exprimant  l'angle  de  i8o  degrés,  et  m  un  nombre  quelconque  entier 
depuis  léro  jusqu'à  n  inclusivement.  De  sorte  qu'on  aura 

B  =  Jl-^aoosç—  asajrslniç  v*—"  =  aA"sln-r— r  »/^} 

ce  qui  donner:)  luiiics  les  valeurs  île  o  que  nous  avons  désignées  par  j»,, 

pi,  p,  a„,  cil  l'itisanl siicct-ssiveinent  égal  à  i.  -j,  3  n. 

On  trouvera  des  équatiuns  entièrement  seinhUldes  en  v',  v".  v*  

d'où  l'on  tirera  pareillement  ' 

sin  9 
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De  plus  uu  auni  . 

Q  =  ^jjjT^f  slii*f  -•-  sin'  9f  +  slii*9f    ...-»-  sin'  j»f  ) 

v'X'  l  t        i  ~l 

  v'  )'  I  I        I  / r<)s?.W9  —  (•osa(iiH^  1)9      1  \  j 


ou,  à  cause  de  cp  =  -—^  > 

n  -I-  I 


On  Iruuvcrait  l:i  inôiiie  valeur  il<>  Q  par  la  nuHhodf  *lii  n"  31  ;  mais  Ir 
calcul  serait  nlors  taiil  soit  peu  |>lus  ioufj;.  (■(•pendant,  ciiuimc  ce  ealeul 
peut  >ervir  ii  niimlrcr  la  buntc  de  \.i  un  lliode  lioiit  nous  parions,  je  n'ai 
pas  cm  devoir  le  su|>|»rnner,  mais  je  l'ai  reiilermé  entre  deux  croehets, 
afin  que  mes  lecteurs  puissent  le  passer  s'ils  le  jugent  k  propos. 

f  On  aura  d'abord 

sln(n  +  i)y. 
(A4-i)slnf' 

1  écris  P  = , —      .  -  et  non  pas  simplement  P  =  — V — alin  que, 

lorsque  jî  =0,  c'est-à-dire  ^  =  o,  on  ait  P  =  1 ,  comme  nous  l'avons  sup- 
posé; d'où  l'on  tire  par  la  difi^rentiation 

dp  _  cos(/i     f)f     8in(«  -t-  i)y  cosy 
d<f  ~      sin%  (»-*-i)sin'9  * 

uu,  k  cause  de  8in(i»-i- 1)7  =0, 

ét  _  co»(«  -n)». 

or  l'equatiun  1  -f-  ^  =  cosç  donne 


S(2  SOLI  TION  DE  DIFFÉRENTS  PKOBLÈMES 

et  prenani  les  diUcrciiiu-s  lugai-itliiiiiqucit. 


«Te        sin<^  . 

—  —  ---ilo; 

p        t  — €OS9 

donc 

'  I    dP  (i  —  ros^  )ros(  «-*-«)  9      co!>  (  «  -t- 1  ;  9 

â^îp""      '    «  8in*9  "a(i  +  cos9)* 

MainlenanI  on  a  7  =  o,  lorsque  p  =  o,  et  par  conséquent 

d'Oui- 

v'X' 

~  suif'*'''  ?    ^  ''1*?  ~^  ^  ^1 

^  »' V  (n  -«-  Qsiniiy  —  «sin(  11-4-1)9 
""sinç  «(i  — ros9)  ' 

et,  h  cauM  de  sin f  a  -t^  1    ss o, 

*  asiiif  (1  — C0S9)' 


donc 

et,  à  cause  de  flin(an-i-  ijy  s=  —  sîn^. 


Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  âey'  (of*  30),  el  Mip- 
posant  en  général 

* 

Y«=  Y'  sin  *•  Y'  «in  -         V*sin  — —         +  Y<">  siii  
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V.=  V'»ln         -H  Vsin  — -  +  V-»n  ~  + . . .  +  V» sln 

«  +  l  N  +  l                 «+1  J»-»-l 

un  aura 

s  r. 

a  SI  11  .          .  IV               r  11 

=  Î^U,.osU//.  siii  ,  "      I-  ^  sin|»#i(rsin-r-^  Ai 

(  «{»-*-«)  J 

a  sin 


f  «(«  +  »)  ' 


■»  sin 


Il  -i-i 


asln  — 

I 


Y.ros  I  2 il.  sin  .  I  *  sin  fa**  ain   ,  II- 


.-^p/Aù-atioii  de  lu  solution  prcccdeute  uuju  cordes  sonores. 

39.  Je  supposerai  ii  i,  puur  plus  de  simplicité,  que  les  vitesses  initiales 
V,  V",  V....  aotent  nulles,  moyennant  quoi  la  valeur  de  j'*"  ne  contien- 
dra plus  que  des  termes  de  celte  forme 

nui: 

a  sin 


4-1  L  »(A-I-I)J 


m  étant  surcessivement  i.  a.  3,...,  a. 
Cela  posé,  on  sait  que 

9  =  sin9  +  asin'?  +  ^sin>  +  y  sin*9-t-. . ., 

en  faisant 

i;i      ,     3.3  5.';, 

*=ï:3'  ^-4.5'  ^-e:^'''  '  ' 
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doDC 

«Df  =  ^  —  a  slo*9  —  ^ siD*9 y  sin' 9  —  . . .  ; 

donc,  supposant  7  =  j^"^,^*  et  faisant,  pour  abré||or, 

,  mr. 
sin  - 


'a(ii  +  i)  ' 
on  aura 

mn     _  m 

"~  2(JIH-  1} 


sin  ■  s=  — -  — ajr»— a*»  — y*'  — 


u(.  par  i-uu8e(|uent, 

ssscos  (  "if^      co»(a«<r**»  +  a^Ar|jr»-*-.. .) 

-t-  sin  ^j^^'^j      (  a«A/x*  -.-  apA/x*-»- , . .). 

Or 

coc(aaitrl«* 4- a^Arto' •»>... )  =  i  —  a«r>Ar>f>^—  a«{)A«<<x*—  ajS'ilr'fxi»  — . . , , 
et 

sin  (  aa  A  /x'  -l-aP       +...}  =  sa  A  /x^  -t-  aji  Ar/x'  -t-  ay  Alx'  -t-  |^2d  A  /  —         ^  j  x -+-...  ; 

t 

de  plus 

et,  par  conséquent, 
donc,  on  aura  aussi 

Siu  (aaA/x*-)-  2^/,  t.r' -*-...)  =  |  aa  A /x' (  a  -h  2^;  A/x*  -h  ^  -*-  7yj  J,  Ijr* 

-[('4^  ^  f  *,*.4)*.-^*'']-*...|.,r-7=. 
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où  l'on  remarquera  que 

X  V  I  —  X        MU   :  :  COS  —,  :  =  -  SIO  

Maintenant  (o**  38) 

«■4-1  n-t-i  n-t-i 

iIadc,  si  l'on  iiiulli|ili«-  (  file  quanlilé  par  x*,  c'est-à-dire  par 

[mr.      V      I  /  mz  \ 

sut  I  =  -  I  I  —  COS  -  ~  t 

a(«  -f  I)  I      a  \  n-ht/ 

et  qu'on  développe  les  produits  des  ainus  et  des  cosinus,  on  aura 

\.  t      y  ,  \  [ « sin  —  sin  I 

-4- Y"  (a  sin 

-HY-^asin 


••  m  - 

—  sin 

—  sin 

«  ■+-  1 

H  1 

—  sin 

—  sin 

amn 

«•4-1 

«-t-l 

«-I- 1 

YWjasin^          -sio*  sin'  — ' 

I        n-+-i  n-»-i  n-*-i  J|- 

= ^  j  (  Y"  -  a  Y' )sin         +  (  V  -  a  V- -t- Y)  sin 

+  (Y"-aY--i-Y')siii  .  +  [-aYf»-i-Yf  "isiii  |. 

a  cause  de  sin  —  =  sinmn  =  o. 

rt  H-  I 

Qu'un  ilenule  par  ^^V  le»  dillérenees  .seeun«les  de.s  quantités  V  ilans  la 
suite  Y'.  Y".  Y'  Y'^.  de  sorte  que  l'on  ail  en  général 

A'I'î''  =:  Y''*'>  —  aY'*'     Y<'-«',  ' 

et  ituppusaut 


Y*  =  o  el  Y'***'  = 


o 


(ce  qui  est  permis,  it  cause  que  les  quantités  Y',  Vi  Y**,...,  Y*^  suul  les 
I.  69 
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Muies  données),  afin  que 

« 

on  aura 


Yf->*»=-  ifA'Y'sin-iSS-  -l-A'Vsin 

4L        ii'i'  I 


n  •4- 1 


»-n  m- 1 J 

Si  l'on  i'ail  de  nioine 

A*Y"'  — A*Y<"-*  —  ^A'V'     A'V  ■  ' 

el  qu'on  suppose  ensuite 

A'V  =  o    el    A'V  "*'  :^o, 


<ii)  (i-ouvi'ra 


«-i-t  «  + 1 


En  générai  on  aura 


+  A*  Y-  sin  4^  +...-«-  â<  Y«*»  sin  -ï^^l 


+  A"Y*stn  h  1-  A"  Y*"'«MB — 

«  +  1  «-»- 1 

'  le  si^ti»'  .su|M't  itMir  i-laiii  pniir  \r  cas  de  r  pair,  el  l'iniericur  puur  relui 
deriiiipairj,  pourvu  qu'on  suppose 

V«=o.   A'Y»=o.  A»Y»=^o        Y«»*'>=o,   A'Y"^>=o.   A«Y<»*'>  =  o  

rondifions  ;mx(|ii(»ll('s  on  pont  satisfiiin'  en  in)ii^inant  la  suite  des  V  roii- 
linuee  (le  [lart  el  iraiilie  à  l  intini.  (!*•  nianii-re  (|ue  les  termes  Y"  et  Y""" 
soient  nuis,  et  que  les  termes  également  distants  de  eeux-ei  son-nt  e^aux 
et  de  signes  contraires.- 
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Donc,  si  l'un  tait  cos  sulistilutions,  et  qu'un  tasse,  pour  abréger, 

a»  51* 

et  d»'  plus 

 -l-P'sln  h  P*  sm          -»-. Mii-^  =P«» 

-■-  -  -  «-t-i 


7  m  T. 

-t-  P*  siii 

3wTr 

«  ■+■  t 

n  1 

n  -f-  1 

nir. 

amn 

<*•  Q'sin 

3mn 

n  +  i 

«•4-1 

on  «ara 

«Mit 


aMn 
n 


Yacosj alA-slD  ."^^  '  I 
»  1  »(«-i-i)J 


»sln—  asin  

— — — —  I  Y«-i-P«)co*  ir  -¥  CUsio — : — sut — : — *« 

—       I  sia —  -'ïî-t-sio — =  -'w 

n  -f-  I   [         n  -f-  I  n  -4-  I  J 

[  .  m(< 1 -t- A/1        ,  /ni*  —  1 -4- Al) 
«  •♦•  1  «  -»■  I 


Q-  ( 

-A/)  I 


*.  — */)        .  ot(*— I  — A/) 


Donc.si  l'on  faitm auccessivenient égal  k  i,  a,  3  n,  et  qu*on  auppoae 

en  général 

Y,-»-P,  ,       ^   Y,-4-i'.  .         ^    \,+  \\  .  .  . 
^     '        «H-l  «-l-l  Jl-H 

Y.  -»- P.  , 
•i-a  sinnxir. 

«L  («)^  2        s\nxK  H-  a  9'  «<p»*«  H-  slaîjf  «  + . . . 


+■  a—-:^ — siniurir. 


69. 


SIS  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES 

f  cl  >^  dénotant  des  fonctions,  on  aora  (  uuniéi-o  précédent  ; 

D'où  l'un  voit  que  pour  avoir  la  valeur  d'une  /  quelconque,  couluie  v  ' . 
après  un  temps  quelconque  i,  il  n'y  aura  qu'à  tracer  deux  courbes,  dont 
les  ordonnées  répondant  aux  abscisses  x  soient  f  (x)  et  ^  et  prendre 
ensuite  dans  la  première  de  ces  courbes 

I  s  +  kt      I  t  —  fit 

-  ord.  «ose.  -r—  H  -  ont.  absc.  — : —  « 

9  «-Kl      9  n-f-t 

el  dans  la  seconde 

7  ord.  absc.  -7  ord.  absc.  

4  rt+14  n-*-i  • 

I.   .     i  +  i  —  kt     I     .    .     t  —  i—^kt 
—  7ord.  absc.  :  -•-  •»  ord.  absc.  • 

Sub.stituuiis  iiiaiiiU'iiii ut  dans  lus  i'X|in'Ssniiis  de  ^î.vj  el  de  ii  r;  les 

•valeurs  de  Y,,  Vi.  V,  V„,  P,,  P,,  P,,....  P,,  et  Q,,  Q,,   Q,,  et 

supposant  en  général 

■ 

X(«,«)=rsiniiirslnxir-«-  sinaiiiTSlaa«ff-i-sin3i<itsin3»fr4-. 
-I- siDAHssiaiurir, 

nous  aurons 

Y'  +  F   /I        \  .    Y'  +  F 


~     '       in-i  *\n-l-i     /         «-4-1  +  i  } 

— X 1     .    »  *l  +...-»■  »  : — —x  I  1  *| 


■♦-a  — 


et 


«  +  I*\J»-H     /        n  + 1  *•  \  I» -»- I  / 

— xi — -r-*  *)  —  xl — : — »  *i' 
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Or 

9COSII1Tx(«i  *) 

s  a  costtn  sio K it  sinjrir  4- a  cosKir  sln«iiit slnajrir 

-I-  acositirstn3iiitsin3jPs +. .  .'i-  acosunstnitKKsIniMfr 
=:dn  a  Kir  siiurir  +  (  sînmr  ■+•  sinSiiic)  sittaxir 
(slnamr  -+-  sln  4««)  sId  ixn  -<-... 

4- [sin(«— H- sin(jt-*- ■)if]rl8lDiwfr 
ssinacirsinvir  -l-(sindfir  sin3;rir)8lD9Kff 

4- (Binajrir -I- 8in4«it)8in3iis  ■>>-.. . 

+  [siii(»—  i)4rie4'Sin(M-t-  i)«v]slnii«s 

+  sin(«4-i)itirsinMxff  —  Bin(ji-i-i)xir8iniiitir 
=  aooB4ritx(«*  «r}-t-8lD(A'i-  i)ifirslniMrir->8lD(ji-»-  i)«ff8injufi:. 

Donc 

.       .     8to(ll  +  t)Mrsin«x::  —  sln(n  4- i)*w8illiu«lt 

alcosur  —  rosxir) 

Soient 

«I  » 

u  =:■    -—,       X=   ;  , 

«+1  JH-  I 

m  et  $  elaiil  des  uuiubrt-s  enlicrs,  un  aura 

sin(»-t- i)*irs:ï9inmK  =  o,  sîn(A->- i)«ir=s8infff  =  o; 

par  rouscquciil. 


Il  en  t'aul  exccpln'  le  cas  où  5  m.  t  ar  alors  !«■  iiiinK'riilf  ur  cl  le  <l<  iii>- 
minateur  (Je  la  turmule  devitiiuienl  égaux  chacun  a  zcru.  Pour  trouver  la 
valeur  de  x(u«  *)  dans  ce  cas,  on  fera  x  s  u-t-  «,  «  étant  une  quantité 
évanouissante,  et  Ton  aura,  en  effaçant  ce  qui  se  délrail. 

_t_  «slntw  -4-  i)«nco8iH»ir    (#i-»-i)cos{n -t- Ourslnmir 
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Duiii-,  laiMillt  «  =x  =  — - — y 

n-t-i 


nmz 

{h-\-  i)cosmTrsiii 


(m         m    \     n  -t-  i 

Il  -»- 1  *  a  +  ï  /     "  .  mr^ 

'  asm — ; — 

•  JI4- 1 

Or 

.    nm        I  ,  m  -4- 1         i  ,  n 
rosmc  sin  — ; —  ir  =  -  sin  — : —  m»  sin  — r— 


el 

sin  iRi;  =  siD  (am  1  it  =  —  sin  — —  r 


(  à  causi-  que  m  est  un  uuoiLrt*  entier duui* 


nm  m 
cosmirsin  «  =  —  siii  — — —  «; 


el,  par  conséqueDt, 

/    Ht        m    \  _  n  -H 
^*  Vu  4-ï'  ji-i- 1  j  ~  a 

On  Hura  dune 

c'est-â-dire  que  les  deux  courbes  qui  représentenl  les  fonetiuus  f  \x)  et 

^  {x\  doivent  être  tellch.  que  les  ordonnées  répondant  aux  abscisses  ^  ^  ^ 
soient  Y<*»+P«**el  Q"'. 

Ayant  donc  divisé  l'axe  de  Is  corde,  que  je  suppose  égsl  ii  i,  en  i»  -t-  i 

|wili»'s  egiilcs,  on  :ip|)lii|ut>r;i  ù  t  ha(|iif  ;il>S(  i.ssp  deux  ordcMincrs, 

riiiic  c^iili'  à  V  '  -t-      .  et  l'iiutn-  ii  Q'  .      l'on  Icia  |Kissfr  [i;ir  U-s 

•■xliTiiiilcs  dr  «  liacuiu-  de  ces  deux  suiW'S  d*t»rdonnée.s  deux  courljes  re- 
présentées par  l'équation 

y  =  «sinjric    ^sinajrir  h-  y  slnSxn  +. .  .-t-  «tsiniurir, 

V  étant  l'ordonnée  qui  répond  ii  rabscisse  op,  et  et»  /9,  <*  des  coetli- 
cients  arbitraires;  on  aura  de  cette  manière  les  courbes  qui  serviront  & 
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délnmiÏDer,  pour  un  temps  quelconque  i.  la  figure  du  polygone  vibrant» 
comme  nous  ('-.ivons  enseigné  plus  haut. 

A  l'égard  de  la  conliniiation  do  rcs  rotirltes.  il  est  chiir  (prelles  s'éten- 
dront de  p;irt  cl  d'uiitrr  ;»  l'iiiliiii.  l't  seront  i  nin|>iis(  ('s  di'  liram  lics  i'l,mIi->. 
M'inl)l;ihk'S  <'l  alli  i  iiiitivcinnil  siIihts  :ni-ilfssiis  et  ;iii-dcssuiis  de  i  .iw. 
de  sorte  qu'il  ne  t'uudru  que  Ir.teer  les  lu'iUK-lics  (|ui  répondent  a  l'axe  i , 
et  loH  transporter  ensuite  a Itcrnativemcnl  au-dessus  et  Hu-de8Hi>us  de  l'axe 
prolongé  k  l'infini  de  part  et  d'autre. 

40.  Supposons  prcsenicnieni  que  le  nonihrc  n  drs  corps  soil  très- 
grand,  et  que.  par  cnnsc(jiici)l.  la  distance  a  d'un  imps  a  l'autre  soit 
très-petite,  la  longueur  de  toute  la  corde  étant  égale  ù  i;  il  est  clair  que 
les  difTéreneeR  A*Y,  A*Y....  deviendront  très-petites  du  seeond  ordre. 

du  quatrième,...;  donc,  puisque  it=  y/^  =  ^i  à  cause  de  "  = l<'s 

quantités  kS'W  X^A'  V,  A'à*li„..  seront  trte^petites  du  premier  oHn-, 

du  troisii'me.  du  i|uatnème  I  pur  conséipieril  les  (piatilili  s  P  et  Q 

poiiri'imt  l'Iri'  n'^^:iriiccs  et  lr;iit<'cs  comme  iiiillcs  sans  cririn'  scnsihle. 

Ainsi,  lians  celle  livpolhèse,  on  aura  a  très-peu  prés  le  mnuvcmeiil  di- 
la  i-urde,  en  faisant  passer  par  les  summels  des  urdonné«s  tri-s-proches 

Y%  Y",  Y*        lesquelles  représentent  ta  figtue  initiale  du  polygone 

vibrant,  une  courbe  dont  l'étpiation  soit 

y  —  a  siii  rJT  +  ^  sinan-r  -♦-  y  sin37:-r  '.isin/i-x, 

et  que  j'appellerai  généatriee,  et  prenant  ensuite  pour  l'ordonnée  du 

polygone  vibrant,  qui  répond  h  une  abscisse  quelconque        =  x,  la 

deroi-eomme  de  deux  ordonnées  de  cette  courbe,  desquelle»  l'une  ré- 
ponde il  rabscisM 

 ;   :=X'^et, 

et  l'autre  réponde  à  l'abscisse 
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•'I  ci'llf  (l('t»'rinii):itioii  st  i  ;<  toujours  d'autiinf  plus  exacte  (|u«'  I»*  iiouihien 
sera  plus  grand.  Or  il  i-sl  i  vidnit  qur  [lUis  Ir  nombre-  tk's puitis  est  grand, 
plus  le  polygone  initial  tlml  s  appi iirlu  r  île  la  eourhe  rircouserile ;  d'où 
il  s'uusuil  qu'en  supposant  le  nombre  des  |ioids  iiilini,  ee  qui  est  le  ras 
dff  ta  corde  vibrante,  on  pourra  regarder  lu  ligure  initiale  même  de  ta 
«orde  comme  une  branche  de  la  bourbe  génératrice,  et  qu'ainsi  pour 
avoir  cette  courbe  il  n'y  aura  qu'à  transporter  la  courbe  initiale  alterna* 
tivement  an^dessuR  et  ao-desaous  de  Taxe  k  rînlini  (numéro  précédent). 

il.  On  pourrait  douter  s'il  ne  faut  pas  ipic  la  eoufbe  initiale  de  la 
<M>rde  suit  aussi  comprise  dans  la  même  équation 

y  T=  dtsinvjr  -t-fuiùinx.-t-. . . . 

Il  est  eertain  (|ue  si  l'on  veut  que  la  courhe  jjeneratriee  soit  la  même 
f^ronii'irifjiirnu'ril  i\\\v  la  eourbe  initiale,  il  tant  que  eelle-ei  soit  ren- 

lei  Miee  ilans  I  »M|iialion  V  —  cirsin7:.r  -t-  ,'5  siu  olt^h    Je  dis  :  la  même 

georaelriquenienl.  car  il  sui'lil  que  la  difl'ereiice  de  ces  deux  courbes  suit 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée,  pour  qu'elles  puissent  être  prises 
pour  les  mêmes.  Or  il  est  clair  que,  quelle  que  soit  la  courlte  initiale, 
un  peut  toujours  faire  passer,  par  une  infinité  de  points  infiniment 
proclies  de  cette  courbe»  une  autre  courbe  de  la  forme 

)•  —  oc  sin  T.x  -H  |j  sin  *  -x  -»-..., 

de  manière  que  la  difTérence  cotre  les  deux  courbes  suit  aussi  petite 
qu'on  voudra,  quoique  cette  différence  ne  puisse  devenir  absolument 

nulle  (|ue  dans  le  cas  où  la  courbe  initiale  .sera  aussi  de  la  même  forme; 
dans  tdus  lis  autres  cas  celle  euurbe  initiale  ne  itéra  qu'une  espi-ee 
d'asvui|il<iti  iliiiil  la  courbe  ;;enératrice  |)ourra  s'appnirlier  à  i'intiui, 
!ian.s  qu'elli'S  |iiii>seiil  jamais  coincitici'  eutii'remenl. 

Pour  cowlirun  r  l  e  que  je  viens  de  dire,  je  vais  taire  voir  comment  on 
peut  trouver  une  iuliniCé  de  telles  courbes,  qui  coïncident  avec  une 
courlM?  donnée  en  un  nombre  quelconque  de  points  aussi  pi  es  les  uns  . 
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des  autre»  qu'on  voudra.  Pour  cela  je  prenda  réquation 

'  n-t-i  11-4-1 


«lans  laquelle 


et.  par  ce  que  j'ai  démontré  dans  le  n**  39.  j'aurai,  lorsque  x  —  > 
Soieni  maintenant 


on  aura 


Y.=J*  Y$lnmXit  =  (ii-i-i)J*  YsinmXTrrfX. 

eette  intégrale  étant  priae  depuis  X  s  o  jusqu'à  X  »  ■  :  par  conséquent 

y  =:  aj^  V  sin  \r  </ \ sin xir  -f-  2 ^  V  sin  jt\i:d\  sin axr 

4-»^* Ysin3Xic<IXstn3xir-i-...-i-2  ^ %'sînjiXirrfXiiini»x};. 

Hc  snrtc  qu«'.  lorsque  xsX.  on  aura       V,  Y  étant  l'ordonnée  qui 

r('[t(itiil  :)  l'alisfiss*'  X. 

Or,  s(Meii(  Z  iiiif  liMM  tiiiii  (jui'IcntHUU'  ilf  X.  fl  r  un»'  |);iri  illt'  loiK  tioii 
de  Jc,  il  osl  clair  (|u'fn  iiietlaiit  «iaiis  I  rquatioii  pirccdt'iilc  VZ  au  lieu 
de  T,  et     au  lieu  Aay,  on  aura  aussi,  lorsque  X  ^ 

.  /s  =  YZ. 

e'est-jhdire,  b  cause  de  s  s  Z  dans  ce  «as. 

j=Y. 

D'où  il  s'ensuit  que  si  l'on  a  une  courbe  quplconcjue  rapportée  à  un  axe 
égal  à  I.  et  dont  les  coordonnée»  soient  X  et  Y.  et  qu'on  décrive  sur  le 
I.  70 
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mènw  axe  une  autre  courbe  dont  Téquation,  en  prenant  et  pour  lei 
coordonnées,  tmi 

X=~  |'z¥«in\irrfX-t-|  ^'zVsInaXwrfX ^  ^ZYsln3Xr<fX +... 
cm  deux  conrlMw  ruineideronl  dami  tous  le»  points  (jui  i'*>pond4*nt  mx 

«llRCÏMeS 

x  =  X^ 

f(>t  n  étant  des  nombres  l'iuin  s,  «lucllc  soii  il'siitleui's  lu  foix-tion  Z: 
»r  lin  peut  remlrc  n  •  (  <  si  grands  quts  les  points  de  l'uiniûdenrf  Miieut 
aussi  près  les  uns  iU's  ;uitrrs  t\y\'nu  voudra. 

Ail  rt'slc  il  lU"  f:\nl  injiiHjiifr  (rol>s<'rvr'i-  (|iic  ht  coiislriiclidii  liiinmc 
«•i-(j<'>Mi>,  [tour  I  l'jH  f'M'iilci'  le  iiimi  v<'m»'Ml  île  l:i  corde  vibniiilc.  n'est 
exaete  i|u'aiilaiil  qu'il  es(  [tennis  <le  nc(^li{;er  les  quantités  P  et  Q  cuiume 
nous  r»vons  fait  (  n"  40  ).  Or  il  est  clair  que  ces  quantités  seront  toujours 

iuiile>  tl'elirs-momes,  si        ne  l';ii(  de  saut  nulle  part  (lan>  la  i  inirlie 

initiale,  ni  diins  les  liram  lies  allei  natives;  ainsi.  piMii  v  ii  i|iie  «  rite  emidi- 
tiun  soit  oliservee,  on  |M)iiiia  Inujoiiis  «lelritininM-  le  ni(>n\enieul  de  la 
eorde,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  nature  de  la  euurlie  initiale. 

\ttnveUe  manière  d'intégré  pttr  appriMntttntûm  l'éqtmtittn 

fifim  iaqtteUe  K,  L,  M,  N,...  sont  tiex  constantes  qneteonquejt , 
et  i  mttrqite  ttn  ai^Jfwient  très^tu. 

42.  On  sait  que  Tintégrale  de  l'équation 
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X  =: / «'OS  h /  +  £  sin  K /  -t-  ^  ( «-os kt  —  i)-t-  |^,^'^  ( cos K /  —  ronat) 

i  ■ 

fti  g  étant  deux  constantes  arbitraires  dont  Tun^  exprime  la  valeur 

de  yt  et  l'autre  celle  de  ^*  lorsque  <  ss  o. 

Si  ff  s  K.  on  trouvera,  en  raisant  «  r=  R  -i-  m  et  regardant  t»  eommc 
une  quantité  évanoniaBante.  que  les  ternies 


»(•  réduisent  à  celui-i^i  : 


—  ^  fsinKr. 


iS.  piisé.  |Hnii- iiilt 'j^ifr  r»  (](ialioii  '\  \  siiiv;tiit  la  iiiflliodr  nnli- 

iiaiii" <r;i|ipr(ixim:»ti(>ii.  nu  iic^li^n  i;i  (l';ilinnl  It-s  leriUfh  aliectén  d«*  i,  et 
l'<in  aura  pour  pirmii-rr  i>t|nali()ii  appi  ttclicc 

e(.  par  rouscqui-ut, 

.»•  =/co8K/ -4- ^  slnK  I  +  p(co»R<  —  I). 

Ou  siil>>litu(Ta  ciisuili'  (  i  tir  prcmièn'  vali'iir  «le  »  dans  li-  h  rini-  (  M 
en  négligeant  le  terme  .suivant /'N^'.  et  iai^iint.  pour  plus  di'Mmpliiile, 

k 

on  aura  la  nouvelle  équation 

d'y     ^        ,      .„/F      Lv        .MLF  Hï- 
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dont  rintégrale  sera 

en  supposant 

ii.  Mais  vuifi  unt:  (lillii  iiltc.  l/i  xpri'ssiun  de/  qu'un  vient  de  trouver 
ranferme  an  tome  multiplie  par  /.  et  A  V<m  continuait  le  calcul  de  la 
même  manière,  on  trouverait  encore  des  termes  multipliés  par  t*,  1*,...; 
cependant  il  .est  certain  que  la  valeur  de  ne  doit  |K)int  contenir  de 
pareils  termes.  Pour  le  démontrer  je  reprends  Téquation  f  A)  et  j*en  tire, 
en  multipliant  par  a^r  et  intégrant, 

H  étant  une  constante  qu'on  déterminera  par  les  valeurs  données  de  y  et 

de  ^1  lorsque  /  =  u;  de  sorte  qu'on  aura,  en  général. 

Je  fais  ^  s  j7,  j'ai 

«»+  KM*-»- «Lr -4- H  +  ^  r'  +  o. 

équation  qui  peut  être  regardée  comme  appartenant  à  une  courbe  dont  ac 
et  soient  les  coordonnées.  Or,  puisque  1  est  une  quantité  très^petite,  il 
est  clair  qu'on  aura  il  peu  près 

*•  -I-  1L*y'  -h  aLr  +  H  =  u, 

d'où  l'on  tin» 

Ces  deux  racines  donnent,  comme  l'on  voit,  une  ovale  dans  laquelle  la 
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valeur  de  y  est  contenue  entre  ces  deux  Kmites  ; 


/  =   «  r=  fc  

pour  trouver  les  entres  racines,  on  supposera  ^  a    et  après  avoir  fait 

dlapaniitre  les  puissances  de  i  qui  se  trouveront  au  dénominateur,  on 
«berehera  les  valeurs  de  s  par  les  règles  ordinaires  d'approximation.  De 
«'ette  manière  on  aura,  en  ne  considérant  d*abord  que  Téqualion 

et  pouaimnt  la  prccUiun  jusqu'aux  i*. 

_     ait»  H/'L'M  _  a«»||(H-l-jr') 

et,  par  «onséquent, 

3K'  8iL>M  atM(H4-g*) 

^  =  ^  aTM  ^  K?~-5Kî  51F  ' 

ce  qui  donne  une  branche  parabolique  infiniment  élmgnée  de  l'axe.  On 
tirera  de  même  de  l'équation 

«»+K»/»-+-aLj'-4-H-(--^.r'-t-  — /*s=o, 


o(i 


3 


N 


.  4L«_ 

— ' _  (jW*a*-4-  4 M«^-t-  •}. K' IJ3'  +  41^  -t-aC 
'  4  N  o»  -H  4  M  a'  +  4  K'a 

j,_  .   2  
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I  I'  ijiii  (li)iuK':i-:i,  à  cause  de  i'umht^uïtc  du  ladii  jil  ~  3^'.  deux 

l)i*:in(-li)'s  |Kirul>(di<|uc«>  chngnéesii  l'iutini  de  l'axe  «t  ainû  de  Mille. 

De  là  il  esl  aisé  de  couchire  que  la  valriir  de  v  ni-  peut  jauiais  passer 
du  litii  il  l'iiditii.  Doik  .  |)iiis(|ii<-  /  peu!  dcvt  iiii  iiitinir.  ce  tpii  est  evideul 
par  la  iiaUue  lucnu'  dr  rc((iialioii  A  .  il  s'ciisuil  (|iif  la  valeur  de  y  en  / 
lie  doil  pciiiit  eonleiiir  de  termes  qui  croissent  a\e<-  /;  dune,  etc. 

« 

4S.  Voyuns  donc  «omment  on  pourrail  faire  disparaître  di>  TexpreaBion 
de  y  les  tonnes  qui  contlendraieni  des  puianances  dr  l«  et  qui  rendraient 
eeiip  expreiision  lw*s-fauliv^^ 

Qu'on  suppoae.  dans  l'équation  { A  y, 

r  =  .r*    ).  -»-  iu    i»v  -»-... , 

/.  V..  r  taiil  des  roiislaiiles  ilideleriiiinees  et  y  (inc  nouvelle  va- 
lialili'.  t'i  iR'^li^eaiil  li  s  leiiiies  qui  seraient  Mtl'eetes  de  (",....  «mi  aura 
une  équation  de  celle  loruie  : 

(C)    *^     «'r*  ■+■  A,-»-/(B  +  M/»)  -•- 1' (<:-<-  3Ni>-'»+  Ny»)-I-. . .  -  o. 
dans  laquelle 

R's  K' +  ikiMA -4- -4- 3NX>). 
A  =  LM-k>>.   B  =  K>u  +  M).S  C  =  k*v-i-9M«).-4-NX%, 

ee  qui  tloiiuera  pour  première  equaliuii  approeiiee 

d'où  on  aura,  en  supposant  7'  =/'  et  ^  s  o,  lorsque  <  s  o, 

n'=:/'ro8R/4'  ^{CoaRf  —  ij. 
Sulialituant  ensuite  cette  première  valeur  de  y'  daut>  le  ternie  iMy'* 
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(le  IVquation  fC).  «t  négligeant  les  termen  affectés  de  i*.  on  «un» 

On  fer*  A  »  o.  moyennant  quoi  l«  ternie  qui  contient  ('0«R<  diMpiiraîtni. 
et  Tèquation  ae  réduira  ii  r«lle-ci  ; 

^  +  Ry  4-  j    i       oos  i  K  /  =  o, 

dont  Tinlégrale  sent 

^=/'cosR*-»- 1      +  -Ç'j  (oosR*-  I)-  /  i|i^,(rosRr- ros»HO. 

Si  l'un  veut  Si*  cnnlfiitcr  <lt>  celte  iipproximal'uiit,  <iti  négligera  dann  Im 
valeur  de  R  les  lerniPH  de  l'ordre  de  i*,  et  l'on  aura 

R'  =  K>+sfHX; 
or  la  suppoaition  de  A  =  o  donne  X  =  —      donc  on  aura 

A  régariF  de  la  quantité  a  qui  entre  ilaus  la  valeur  Je  B.  un  puurra  la 
mippowr  égale  à  léro.  de  sorte  qu*on  aura 

Ainsi  la  valeur  de    nera.  aux  quantités  de  i'urdrè  de  i* 

Mais  ai  l'un  voulait  pousser  le  ealcul  plus  loin,  il  fiiudrait  substituer 
Texpremion  précédente  de^'  dans  les  terme*  iîHy*,  3i*N>./'*  el  l'Ny* 
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de  l'équation  (C).  en  négligeant  les  quantités  qui  se  trouvei  aii-nt  airet-iées 
de  I*»  et  fain'  disparaître  ensuite  le  terme  qui  contiendrait  cosR<.  en 
supposant  égal  k  zéro  son  coefficient 

ce  qui  donnerait 

De  cette  manifere  on  aurait  une  nouvelle  valeur  dey  qui  ne  contiendrait, 
comme  la  précédente,  que  des  cosinus  d*angles.  et  ainn  de  suite. 
La  valeur  de  B  qu*on  vient  de  trouver  donnera,  h  cause  de  BsK'ft+JMX*, 

/3NR»      5M  i         MV     /3N      SM  \  ML» 

en  inelUtiit  au  lieu  de      sa  valeur  up()rochei'  k^;  d'oii  aura 
R'  =  K*-i-»i'HX-i-f*(aMf(-4.3NX*)  . 

c'est  la  valeur  de  R'  aux  quantités  de  Tordre  de  i'  près. 

46.  Je  vais  présentement  doniu-r  une  métliude  partic  ulière  pour  iiile- 
grer  ces  sortes  d'équations  difTérenltelles  aussi  exactement  qu'on  voudra 
par  approximation,  méthode  qui  aura  sur  la  précédente  l'avantage  de 
donner  directement,  et  sans  aucune  supposition  précaire,  la  vraie  forme 
de  l'int^rale. 

Je  supposerai  ici,  pour  plus  de  simplicité,  qu'on  ne  veuille  avoir  égard 
qu'aux  quantités  de  l'ordre  de  i  ut  de      mais  OU  verra  aisément  que  la 

méttiDile  ;uira  lieu  (|nel(|ue  luin  qu'on  veuille  pousser  l'approximation. 
Soient  y'  =  uely*  =-vi  l'équation  proposée  (A)  deviendra 

(II)  ^  ^- K'j4.L-i-iMM-t-f»Ni'=o. 
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Or 

dooc.  Ri  l'on  multiplie  l'équatipn  (A)  par  a/,  el  l'équation  (B)  du  n*  H 
par  3,  «t  qu'ensuite  on  lea  ajoute  ensemble,  on  aura 

^  ^.  4K'.r'  -h  6Lr  +  aU  -t-  ^  -  ^  +  6i'  N    =  o. 

Mais,  coiniiie  la  qiiaiilih'  a  r>i  il*  ja  iiiultiplit  i-  par  i  ilaiis  r<'(|Uuti<)ii 
il  est  <-laii'  que  pour  ne  pa.s  iiitioduin'  dans  la  valrtir  de  v  des  U'riitfM  de 
l'ordre  de  f*.  il  faut  n-jricr  dans  la  valeur  do  i/,  et  par  conséquenl  aussi 

dans  rellr  iiv         k-s  ternifs  de  l'ordre  de       ellaçaiit  donc  le  terme 

()  N  v-\  et  mettant  dans  Ips  autres  a  à  la  place  de y*elv  k  la  place  de 
y*,  on  aura 

-t-4K*i(-»-6Lr-«-aH-i — |— crso. 

On  a  de  même 

donc,  multipliant  l'équation  (A)  par  \y',  et  l'équation  (B;  par6v,  et 
les  ajoutant  ensemble,  on  aura 

^  -4-9ll*/»+i5L/*+6Bj'  +  7/M.r*H  =  o. 

Or,  V  étant  multipliée  par    dans  l'équation  (D),  on  rejettera  dans  la 
d*v 

valeur  dQ  tous  les  termes  afTectés  de  i,  de  aorte  qu'on  aura,  en  met- 
tant Il  au  lien  de  y*  et  v  au  lieu  de  j^*, 

H- 9K*i> -t- 15 Lm -I- ^H.r  s  o. 

Nous  avons  dont-,  entre  les  trois  variables^,  u,    ces  tniis équulions 


sua  SOLUTION  OE  DiFFËREMTS  PHOfiLÉM£S 

du  second  ordiv  : 


d'y 

-jji  ■+■  K\y  -+-  L  H-  <Ma  -»-  /'Ni-  o, 
-j^  -t-  yk'»'  +  iSLif -1-611^  =o, 


lesquelles  »onl  intégrables  par  la  méthode  du  n*  86. 

Suivant  celte  méthode  je  multiplie  la  première  par  Xe^'<ft,  la  aecunde 
par  ftc^Vl.  fa  troisième  piu-'ve^'dir  (n**  80),  X,  ^u,  v  et  f»  étant  des  con- 
stantes indéteirminées,  ensuite  je  les  ajoute  ensemble,  ét  j'en  prends  l'in- 
tégrale en  faisant  disparaître,  par  des  intégrations  par  parties,  les  diffé- 
rences des  variables  y,  u,  v  de  dessous  1p  signe^i  j'aurai  donc 

I.  tfr        du        ilv       ,  XL -4- 2    III  », 

+ J  |^(Xf;'-»-Xk'-H6|uiL-»-6vUJ/--t-(iXM  +  «j>'-4-4ak'+  i5vL)«» 

J'égale  à  zéro  les  coelticients  des  variables  y,  u,  qui  sont  sons  les 
signes  J*,  ce  qui  me  donne  ces  trois  équations  : 


(V) 


Xp*  +  ).  K' -f- fi«  L -I- 6yH  =  o, 
iXM     !/  y  -1  j  ji  K'  -4-  tSv  h  —  o, 

<'kN  -t-  -Î^/aM  -t- >p' yvk' —  o. 


par  le  moyen  desquelles  je  détermine  les  quantités  X,  ft.  v  et  0.*  » 
De  cette  manière  j'ai 

Or,  pour  peu  qu'un  examine  les  cquations  1  F>,  il  est  aise  de  recuii-  . 
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naiire  que  la  quantité  fx.  doit  être  de  Tordre  de  c,  et  celle  de  v  de  Tordre 
de  I*. 
Soieol  donc 

on  aura,  en  divisant  la  première  équation  par  X,  la  seconde  par  iX,  et  la 
troisième  par      les  trois  Buivantes  : 

M -f- « fp* -»- 4  K> )    15 f |9  L  =  o. 

N  -H  ^  «M  -H  ^(p-  -4-  {|k'/  =  o. 

La  pitmière  donne 

p.=  -K»-6i«L-6/'(JH,  ' 

et  ini'tlaiit  i-clU*  vali'iir  dt-  r^-*  dans  li-s  ilfiix  aiilrt's,  on  aura 
M-»-«e(3K'-6(aL-6i>0U)+iSf^L==o, 
N  H-  YaM  -f-0(8K*-6i«L-6i>^D)  =  o. 

Négligeons  d'abord  les  termes  aifectés  de  i,  et  nous  aurons 


lo 


d'où  l'on  tire 

Sulistiluaiil  iMisuitc  ces  val<  ui-8  dans  les  termes  de  l'ordre  de  <',  et  né- 
gligeant ceux  de  l'ordre  de  i',  oo  aura 

d'où  l'on  tirera  de  nouvelles  valeurs  plus  exactes  de  et  et  de  Im|uelles 

7»- 
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seront 

 M       <./ 1.  /  M  y      r>i  I.  /  N        *o\V  \ 

JN        loM'      lo.lWI.M  /  M  y      ô/I.M/      N        loM'  \ 
6iL  /      M  W      N  ioM'\ 


Ht  ainsi  de  suilf;  mais  comme  ;x  -  t).a  et  »=ï»'à,3,  il  «  si  rhiii-  pour 
nolr<'  ol)jt'l  il  sullîra  d'avoir  la  valeur  de  a  aux  (juanliles  de  l'ordre  de  i' 
|)rès,  ei  eelle  de  /3  aux  ({uantités  de  l'ordre  de  i  près;  de  sorte  qu'un 
pourra  se  contenter  de  prendre 


N  loM' 

— 811»  "^çifîr*" 

Ayant  trouve  le»  valeurs  de  a  et  de  fi,  un  le*  wibstiluera  dans  r<><|Ui« 
tioii  =  -  —  6taL— ôi'jSH^et  Ton  aura,  en  ordoouaul  tes  termes 
par  rapport  à  <, 


Soit  p  =  R  V—  « .  en  ««rte  que    —  —  R',  et  Ton  aura 

JÙ 

«_k  L'/i5N     loM'.      ,H/3N  i5M»\ 


Reprenons  maintenant  reijuation  (ij.  el  sul)$tituon»-y  Uy  —  i  au  lieu 
dep,  i/fic  au  lieu  de  fi,  l'Àp  au  lieu  de  v>/'  au  lieu  de  u,  et/'  au  lieu 
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de  V,  nous  aurons,  en  prenant  C  pour  la  constante. 

Or,  soient,  lorMjue  t  =  o, 
on  aura 

Duilc.  si  l'on  luit 

F  =  /+!«/»  + 1«  P/»  +  '  ,   G = (  I  -  a I  «/  +  3 ' •     ) «i 

el  qu'on  divise  luute  l't'tjualioii  par  Xc"'^"',  un  aura 

=^(GcusR<  -  m  siiiK/)  —  iFRcosR/  -t- tisinK/J  y  — 7; 

et  prenant  le  radical        «n  moins, 

(1 ?.i  3t.)-  t  3/  =  3  vM  -y^-  4-  (  r -f- /a.>  ' + /'>.)  '  4  gj  jKv  — " 

=  (  ti  C08  R  /  —  FK  8in  ao -H  (  FR  cos  R  i  H- U  sin  R I  ) ; 

donc,  retranchant  |a  première  de  ces  équations  de  la  seconde,  et  divisant 
ensuite  par  aR  v'— •  »  on  aura 

{H)  r-*-/»J''-*-i'?r-*-  =FcusR<  4-^sinR/. 

Cest  Tintégraie  de  Téquation  f  A}*  en  n'ayant  égard  (|u'aux  quantités 
de  l'ordre  de  i  «t  de  i*.  , 

Si  l'on  veut  avoir  la  valeur  de  ji",  on  n'aura  qu'à  résoudre  l'équation  (H  j 
par  appfiroximation,  en  observant  de  négliger  dans  cette  opération  les 
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quanlilés  qui  se  trouveraient  multipliées  par  des  puissances  de  i  pJus 

liaiitt's  qui-  la  spcondc. 
Pour  y  parvenir  plus  aiscmenl  on  fera 

^  =s  T  +  f  T  +  i^r, 

et,^ substituant  eette  valeur  dans  Téquation  (H),  on  égalera  k  léro  le« 
termes  homogènes,  c*est«i-dire  ceux  qui  sont  afleetés  de  la  même  puis- 
sance de  i;  ce  qui  donnera 

T'=  -  !xT,    T  =  -  aatTT'  ^  3T'; 

d'où  il  <  n(  (  laii  <)ui'  la  valriir  tie  y  ne  contiendra  que  des  sinus  et  des 

«osimis  (r;iti;;li's  niiiltipirs  de  /. 

Kii  .sii|i|Hisaii(  g  -  (>,  "Il  verra  ijin-  la  v;i|i  ur  ili-  H*  tiuiivi'c  ci-ili  sMis 
s'accortlf  culiiTmit'iil  avcf  celif  du  ii"  45:  il  ii'v  aura,  pour  >'<'ii  i dii- 
vaiiicrc,  qu'a  miilrc.  au  !u*u  de  H  el  de  y  .  leurs  valeurs  apprueiiées 

-  (  Ky  H-  21/ )  el  /-h     (  ir  44  el  45;. 

Du  numv&neiU  d'un  corps  qui  (/écrit  une  orbite  à  peu  près  circu- 
//lire,  en  vertu  tl'iine  Jurer  centrale  proportionnette  à  wte 
JtMM^ion  quelconque  de  Ut  tlisUuu  e. 

47.  Soient  r  le  rayon  vecteur  de  Torbite,  t  le  temps  écoulé  d<  puis  le 
commencement  du  mouvement,  ;  Tangle  parcouru  par  le  rayon  r  durant 
le  temps  <,  Âr  la  fonction  de  la  distance  rqui  exprime  la  force  centrale, 
a  la  distance  initiale,  c  la  vitesse  de  projection,  et  b  Tangle  de  la  ligne 
de  projection  avec  le  rayon  vecteur;  on  aura,  en  prenant  dt  constant, 
ces  deux  équations 

'  Voyez  TArticle  IV  du  Mémoire  qui  a  pour  titre  AppUeaiitm  de  la  mé- 
thode précédente,  efe. ,  page  370.  j 
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Il  i 

lorsque  <  =  o,  on  « 


L«  premibre  étant  inté|^e  donne        i'gale  i  une  constant^;  m»\» 


r—a    el  — j-  —csinft; 
ai 


dont' 

r'rfa  .  .      .  flcsiiiA 

siil)siitii;uii  liiuii  (t  ilt-  sali-iii  (l<iii>  l'aiitrt'  ciiualiuii,  un  aura,  puur  ivs 
(M|uuliuns  géiKTali!»  du  uiuuvouiunl  du  rurps, 

rf*r     a*c*8in'A  .  (//  acsinh 

JF  ;r--^Ar=u.  ^__-^=o. 

Maintenant,  puis<|u'un  su|»|)o:«<'  (|ut'  Torbite  diffère  peu  d'un  cercle»  il 
est  clair  que  r  doit  être  pi-esque  égal  à  a,  et  que  par  conséquent  on  peut 
faire  rsa^-r^,  i  étant  un  coefficient  très-petit,  et  /  une  nouvelli»  va- 
riable;  ce  qui  donnera 

^ = ^»  i = fïTF?  =  i  - ^'i       -  '•''•^  ^  ' 

l'a         .  ya 
Ar  =  Ata  ^- iV)  =  Aa  H-  »  A'a^  H- 1'— —    -4- 1' — -r^-* H- . . 


en  supposant 


d.lr  d.A'r  . 


dont-  la  première  équation  deviendra 

.  d'r     e'sin'/>  /      ^    >        .,  >  '  >  '  \ 

i  —  II  —  3/^ — hb»'.  —  loi'  ~  -h. . .] 

oF        a     \         a         «e  f 

H-  Aa  -I-  iA'«/  +  I '       _)■'     /'    ^'  _>•■-♦-...  ^ o; 
d'où  l'on  voit  que  Aa  —  doit  être  tiécessairement  une  quantité 
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trèfi-petite  de  l'ordre  de  i  ;  de  sorte  qu'on  peut  supposer 

Aa  =  t  Lt 

iiiovciiiiaut  quoi  l'équatiuii  seru  divisible  pur  i,  el  (levioiidru,  après  Ir 
division» 

eqiiiitiuii  qui  m-  réduil  à  lu  i'urmulc  (A;  du  ii"  42,  en  suppusaiil 

A'rtH  -3  =ïIL»,  1  =M,  — y  H  -T-:   =N,  

a  a*  a. 3  a* 

Ainsi  Ton  aura  l'a  valear  de  v.  )>i  par  conséquent  celle  de  r  en  l;  il 

fîindra  sculemenl  i)ltsi'rvfr  qu«'.  quand  /  =  o,  r  —  a  et  ^=.  — crosft, 
rV.sl-à-dire 

'/r 

jrso   el  =  —  rcust, 

par  conséquent 

f  =o   ei   ig=  —  c  cosb; 

d'oil  Ton  voit  que  cosA  doit  être  trëft-petit,  et  par  conséquent  l'angle  de 
pnijfction  b  presque  droit;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  à  «'«use  que 

l'orhitc  est  supposée  peu  différente  d'un  cercle. 

L'autre  équation  donnera,  après  la  substitution  de'a  -i-ir  au  lieu  de  /*. 

+.1  — .r-3i.— :r**4»*— r*--—*. 

Je  sulisli(uc  dans  ictU-  equalioii  u  au  lieu  de  v'.  et  «  au  lieu  de  v', 
ensuite  j'v  ajoute  les  trois  é<|ualions  [Ej  du  multipliées  la  pre- 

mière par  X,  la  seconde  par  ix,  la  troisième  parv  f)..  fi,  v  étant  des  coeffi- 
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cieiitii  indéterminés),  ee  qui  me  donne,  en  ordunnanl  les  termes. 

rfc»     .d'y       d'il       il'v     eslnh  „ 

2 —  i-i'XN  +  . — I  1-9VKM  v=:o. 

Je  &upp(»s«'  il  prt'seiil  ' 

I  4i^^  ^  ..j^N  ^  Mu^l  ^     K«  =  o. 

ce  qol  réduit  Téqualion  précédente  à 

do     s^*y       d*a       d'v     csini  „ 

dunt  l'intégrale  est 

r'«'.st-ii-<lin>,  en  iciiiolluiil  au  lien  tlt*  ».  v'  au  lieu  <ii-  \,  d  laiiïaiil 
attention  que  loraque  <  =  <i  on  a  f  =  o,  ,v  =  o  et  -^ssg, 

9     (X-(-  211)-  -H  i^-jr*)  ^  -  ^5         -  )lL  -  aallj  /  ^  ).g. 


Et  il  ne  s'agira  |)liis  (|uo  dr  tirer  Il-.s  valeurs  de  >..  ^u,  v  des  equatiuits  J;; 
or,  si  Ton  fait  X  —  ly.  ^  =s      v    l't,  et  qu'on  divise  la  première  équs- 
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tiuii  par  I.  la  ist't-uade  par     la  Iruistëme  par  i'.  uu  aura 

3cslni  . 
 — —  +yM  ^m'-t-tSitt^o, 

^  ^  hyN -I- yiM  H-9eIl*  =  <», 

d'ob  Ton  tire,  en  négligeant  ce  qu'on  doit  négliger, 
208106  _6fL.  6i»H 

.     csinfe  /^^       M      o/LM      3^LM»\  iSiL 

_  csinA  /      4       aN        5M        5M'  t 

Donc  si  l'on  iaii,  pour  abréger, 
on  aura 

(K)  çs-Sn-  iyg-i{y  +        -i-  •*''«/')^- 

Or  est  déjk  connu  en  t,  donc  on  connaîtra  auwi  p  un  i. 

Il  est  k  remarquer  que  Si'-t-iyg  reiurèsenle  l*angle  du  mouvement 
moyen;  de  sorte  que  si  l'on  nomme  cet  angle  6,  et  qu'on  substitue  dans 

'  les  équations  fH)  et  (K)  ^ au  lieu  de  t,  on  aura  les  furmules  qui 

feront  trouver  le  lieu  vrai  du  corps,  son  lieu  mouron  étant  donné. 

Il  est  visible  que  les  absides  de  l'orbite  se  trouveront  aux  points  où 
dy  =  o\  or,  si  l'on  diflerentie  l'équation  (H)  et  qu'on  fasse  ensuite 
<{k=o,  onaura 

—  RFsInRi -I- G  cosRi  =  o, 

r'est-à-dire 
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RF 


Soit  h  \v  |ilus  pi'lil  iUigU'  qui  lepuiid  k  la  luDgt'tiU-  ^  >  i!t  l'on  aura 


ir  dénotant  Tangle  de  180  degrés,  et  un  nombre  quelconque  entier; 
maintenant  Téquation  f K)  donnera,  lorsque éyssot 

liiMu ,  inellaut  au  ti<'U  de  /  «a  valeur  **n  aura  pour  les  lieux  di'S 

absides 

S  ' 

d*nii  l'on  voit  que  la  distance  d'une  abside  à  l'autre  sera  égale  h 

l'aii^lf         v\  i|iu'  |»iir  »-oiisci|U(  iil  le  iiiouvtMiinil  drs  absides  sera  de 

(fi  ~  ')       <ls8i^  ^  chaque  révolution. 

48.  Si  l'un  veut  connaître  la  ligure  de  l'orbite  décrite  par  les  curp.s, 
il  faudra  éliminer  t  des  équations  (Hj  et  (K)  pour  avoir  une  équatibn 
entre    et  7;  mais  il  sera  beaucoup  plus  simple  de  substituer  d'alwrd 

dans  réquatiun  '^^7  -  -^j'-]''  -+-  Ar=  o,  au  lieu  de  dt,  sa  valeur 
qui  donnera,  en  faisant  ^  =  «  et  prenant  constant, 

Ai 

rf'a  *  _  _ 

et  d'ifilt  ji;n  r  ensuite  eelle  dernière  cihkiIiou  par  la  méthode  du  11"  4H. 
Kii  ellei.  puisque  r  est  ;i  peu  près  éjîale  à  a,  par  liypotlièse,  *  sera  à 

peu  près  egate  k  ^1  el  pur  roiisequeiil  uu  puurra  suppuser 


ce  qui,  en  isisanl 


Al 

 f  f, 

j»«'#'sln'*  ' 


7»- 
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et 

i~r^_L,   i-r-=K\  -iri--M,  - JLr'i=,N,..., 

a       a  a  a    a  2.3  a 

donnera 

rf^  •^H-<-/M^-'-t-i»N/»H-,..  =  o, 

dont  Tintégrale  sera  (n**  46) 

y  +       +  ,1  -l-FcwiRf-l-^slaBf. 

^Ainsi  Ton  aura  yenf,  il  faudra  seulement  observer  que  la  quantité  |r 
o'ejLprimer»  plut  ici  la  valeur  de  ^lorsque  l^so,  mais  t»Ue  de 
c'esl-ànlirt'     »  de  aorte  qu'on  aura 

Le  coefHeîeni  R  donnera  la  distance  d'une  abside  k  l'autre  de  et 

Ton  verra,  après  en  avoir  fait  le  calcul,  que  cette  valeur  s'accorde  avec 
celle  que  noos  avons  trouvée  ci-dessus. 
Soit 


on  aura 


donc 


r'  - 
â  ~  c*sta»ï* 

1  —  ■=  —  ut—  .-  —-r  » 

a  c*sin*A 


«       *  c'sin'6 

''?îiiîïl' 


1*1  =  — m(m-4-iJ(m-i-a) 


9 
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f'  sm'o 
wi(/w  4- 1)    Aar   „ 

<w  (  m  -t-  I  )  (  </i  -t-  •-»  )  \<r^'  _ 

â73  c»sln'*  ~  • 


donc,  puistiut*  ^^j^,^  =  ^  —      <»*  *M» 

lt'=i  +  m(i-i«LK   y  =  -2»ii!îJLlif(i-i«L), 

n  — _  _  Il  —  *ai<;,..., 

faisaut  duiic  ces  substitutions  dans  la  valeur  de  du  n"  46,  «t  rejetant 
touB  l«s  termes  qui  eontieDdraieot  des  paissanees  de  i  plus  ktato»  que  la 
seconde,  od  aura 

R>  =  I m(i  —  mL) im(m -H  OaL  *  .        i  .  • 

l'a' L'  r5»i(in  -h  i)(w-»- >) _  I7j|i^(m-n)  1 

(i-i-m)'l  8  J 

i'a'  H  I  m  ( m  -f- 1;  t  /«  -*-  2 ]      5ot'  (  «1  -l-  1  )  j 

iTmL         8  Ji  J 

d'où  Ton  tire 

R«,^r;:7i?-t-*'"*^^~"'^/'[L'-(iH.m)Ml> 
«4(i  +  «)* 

oe  qui  donnera  pour  la  distance  d*un«  abside  h  l'autre 

_  i''m(3-  m)a'         ^,  ^  j 
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49.  Su ppo.sons  maintenant  que  l'on  ait  à  intégrer  l'équation 

un  pourra  faire  disparaître  la  quantité      de  la  manière  suivanK;. 

Qti'tin  nuilti|ilic  l'ciiiiation  par  at/v.  et  qu*on  en  prenne  l'intégrale,  en 
jiogligeaut  lus  termes  ailectés  de  i',  on  aura 

±1  ^     -H  »Lr  ■+  H + 1     r.7Mj    ,/rj  _  o. 

Or, 

rdr-  ,      Jy-      r  ,  ,i'r 

et.  en  mettant  au  lieu  de  ^  et  de  leurs  valeur»  approchées 
-  K'y*  -  2  L  V  -  H  et  -  K\v  -  L, 

donr  on  aura 

-i-  (  K    -  2 *  LM  o  ^  ^  (  2  L     ^. /  IIM      +  H  ^  /  ^  ^  -  -j^-  J     ^  o. 

Substituant  donc  cette  valeur  de  —  dans  l'équatiui)  proposée,  elle 
deviendra 

[K'  -  ai  LM'  4-  i»H  ( aM"  -  N'      +  L  -  / 1 1  \I ■ 
-^■  I (M  -  a» LM")^-»-*»»  (n  -  k»N'  -         -t-  ii^j ^=0, 

l«(|U»'llt'  <"Sl.  (  oiiinir  (III  le  voit,  liaiis  le  r:(s  <lc  ri'tjiuitiim   A  . 

Par  Cflk'  lurllioilf  cm  puurr»  l'aire  ilisparalUr  luulrs  les  puis.s;uit  es 

paires  de  ^  qui  se  trouveront  dans  l'équation  proposée.  A  l'égai'd  des 

puissances  impaires  de      il  est  faivie  de  voir  qu'elles  donneront  dans 

la  valeur  de  y  des  arcs  de  cercle;  d'où  il  s'ensuit,  que  la  solution  ne 
pourra  avoir  lieu  que  tant  que  t  ne  sera  pas  fort  grande,  et  qu'ainsi  il 
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sfr;i  ptTiui.s  de  !«•  servir  uAU'  nirlhodr  d'approximnlion  qu'on  voudra. 
C<  |m'ii(I;miI.  coiiinic  il  peut  ('In'  qtu'liiut'lois  iniportanl  de  eoiinailrf  hi 
vraie  l'oiiiic  df  la  valfiir  de  v,  (prun  clu'rclu'rail  vainement  pwr  les  iiie- 
lliodcs  uniiiiairi's,  jt*  vais  donner  le  moyen  d'y  purvenir. 

50.  Soil  en  géoéral  Téquation 

On  tera  ^    «,  «it  l'on  aura 

)• 

— îi-  H-  k  )  -t-  k'  2  -t-  L  +  / 1  M  )  '  -(-  M')  2  -4-  M  ' .ï') 
at' 

+  *'{N^  -I-  S'x's     îi\rs'  -»-  N"x>)  -H. . .  o. 

On  diflerentiera  celle  équation,  et  l*on  y  substituera  ensuite  ^  au  lîfu 
de  -^■t  s  au  lieu  de      et  ^  au  lieu  de  ~,  ou  plutôt  sa  valenr  en  y 

el     de  t  ette  manière  on  aura  une  nouvelle  équation  en  z  «le  la  l'uruie 

suivante 

« 

4-    [nr'     II'  y' z  -«■  »"  )•»•-•- n*  i») -t- ...  =  o. 

Toute  la  difficulté  se  réduira  donc  k  intégrer  ces  deux  équations:  sur 
quoi  voyez  ci-après  le  n*'  52. 

51 .  Si  l'équation  proposée  était  du  quatrième  ordre,  on  la  réduirait  ii 
deux  du  iwcond.  en  faisant      —  z=^n,  et  substituant  ensuite  z  au  lieu 

Mais  si  la  proposée  élail  du  troisième  ordre,  alors  il  faudrait  la  ré- 
duire d'abord  au  quatrième  par  la  ditrérentiation,  et  ensuite  à  deux  du 

second  par  la  supposition  de      —  s  ss  o,  et  ainsi  du  reste. 


m  SOLUTION  DE  DIFFERENTS  PROBLÈMES 

De  l'intégrntûm  dés  éqwitions 

d' ' 

(       -h  i*  (  ny"  -h  py  z -h  gyz^ -h  rz' j -h . . .  =0, 
52.  Noos  commencerons  par  cherchée  l«  valeur  des  qaantiu' 


fl         quî  entrent  dans  les  difTérentielIps  secondes  de  v*.  ^^  v.-. ...  : 

i»r,  ciiuiiiK'  iiHUs  iHiiis  |tri)jMis<>ns  sfiiU-nn'iil  di-  (idussit  l';(|»|)rii\iiii;ilinii 
jusqu'aux  quaulilcs  dt>  roiiiie  de  i'\  il  sutlira  d'a\oir  cgaid,  dans 
valvurs  dont  il  s'agit,  aux  termes  de  l'ordre  de  r,  parce  que  le«  quantités 
y'f  s*,y9t.,.  sont  déjà  eUe»>méme»  multipliées  par  i  dans  tes  équations 
proposées. 

Je  multiplie  d'ahord  Téquation  (L)  par  idy,  et  j*en  prends  Tintégrale; 
j*ai  »  en  négligeant  les  termes  affectés  de  1  *, 

djr^ 


Je  multiplie  de  même  i'é4|uation  (Mj  par  2ds  el  j'ai,  après  l'inlégralion, 

ou  hien,  en  mettant  y*  —  f *dy  au  lieu  de  fydz,  y*9  —     y*dy  au 

lieu  df  Jy^dz,  «l^J'-'—  ''«u  tl^' J  /-«/s» 

rf*'  /• 

^  -t-  B  +  a/i  -4-  ag^i  -t-hM^  —  ag  j  tdy 


(O) 
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Enfin,  iiiiilti|iliiiiit  rf(|u:ilioii  I.  |i;ir  dz  et  l'équatiuii  '^M;  par  dy,  les 
ajoutiiiil  riisi'iiilile  et  inli'grant,  un  aura 


Pour  délerinini>r  les  i>on8lanl««  A.  B.  C.  on  supposera  que,  quand 
/  =  o,  on  ail  j'  — y,  z^i,^^:=e,  J  =iî,  J*« riy=  r,  Çyzdy  =  A  el 
=  A,  et  l'on  aura 

A    -  e*- aFy  -  Gy> -  JàUr  -  f       y'-t- aLA  <i- «H  A^i 

Cela  posé,  je  fais 

>•>  —  »/,       ■  3**  =  «.,  **  =  «..    J  «  dy  --  u» 

j'aurai,  au  lieu  <le.s  equuliuui»      et  [Mj,  ces  deux-i'i  : 

(I)  ^  -♦-F-f-G»-t-Hj-«-î(Kin-Lii,+M«,)-<-i'(Nw  +  P^,4-Qf.-t-R*-,)  =  o. 
</*< 

(a)  -jj^  -•-/+  gr+     -f-i(ir«  +  /«,  -«-m«t)^i *(•«'"♦- ^•'•"*-f«'i+  r*',)  =  o. 
I.  '  .73 
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MaintcuaDt  on  a  : 

donc     X  (L)  +  afN)  donnera,  en  négligeanl  les  terme»  de  l'ordre  de  i, 

~-    2  A  4  r.  I'  >-  -»-  4  G/'  -H  a  H,»  *  -f-  4  u  J  ^  '^z 

et,  fil  taisant  les  substitutions  précédentes, 

(  ~ +aA-4-6F>  -h4(i«-4-aHii, 4-4ll«, 
(3)  i 


1' 


«/•«,        d'y        d'z        dydx  . 


I         4'aC-(-3/r-l-3F«-«-ag'ii-t-(3G-<-A)v,-(-9Bii«-<-a(A  — On* 

P  5  /  5  M 

(4)  ^        + 1  h— •'■+' t^*^  t  J**' ~3"''» 

(  ,      +(al-4lt)i'.  +  (»m-L)»sJ  =  o. 


donc  32  X  (M)  +  a  (0)  donnera 

du 

{5) 
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donc  s  X  (L)  H-  (P)  donnera 

-       ..      fi        „  311 


iloiir  ij*  X  (Lj -♦-()/ X  {Nj  «loniM'ra,  en  rejetant  les  Ifrme»  alleriés 
lit-  /.  ;i  t  aiise  (|u('  hi  variable  v  est  déjà  elle-nénip  multipliée  pari*  dans 
li's  ciiuuùuiis  (1;  et  (a), 

d'v 


^„  rf^',  'l'y  ,    .'/m  .      rfr'     ,  tlr(/z 


dont*  2.V3  X  (LJ  -H X  (M)  +  a*  X  (N j  +  4y  X  ^ Pj  <l<n»iii't-:i.  fii  négli- 
geant par  la  mènie  raison  que  ci-devant  les  ternies  de  l'urdre  de  i, 

(8)  I  *^ifl^     ^ »  +  5/"  +  '«F «'  + 

f        +(8G-»-A)v.4.4Hv,-t-4(A-<ii.,  H  4H^,^u. 

■ 

„  //U',       .,  </>£         ^/s'     ,  rfrrf* 

"       =    ,ÏF  ^  'y-dF-^  'Wrf^  -h4«  V' 


donc  s*  X  (L)  -I-  ^y*  x  (H)  p<  (O)  h-  4^  x  (P)  donnera 
(9) 


+  (5GH-4/l)i.-f  311»',-  4tn'.-^4l/<  -G>it=-o. 
f//'  «//■ 

donc  3s*  X  (M)  -r-  6s  X  (0  j  donnera 


SM  SOLUTION  DE  DIPFÊIIENTS  PROBLÈMES 

9'         -  >  -  rf^î  ^  -  5r  '^•>    dt'  ♦ 

donc     X  (L)  -I-  »  X  (N)  +   X  (P)  donner» 


^^'  -iiv^ 

donc  «»  X  (L)  +  a«  x  (P)  donnera 

(•a)         -H  aC^  +  a/«,  -f-  iVut-^  gv,  +  aHi'»     ai  A  —  G)t/,  -  o. 


donc  ^ -H  Jzdyj-K  (L)  -i-  a»  X  fN)  +y  x  (P)  donnera 

IÏJî  -t-Cr-t-sAx-t-yii-i-eFm  +  Fii, 

donc  a*  X  (L)  -H  (M)  X  j  sdy-h  'izx.  (P)  donnera 


(>4} 


Ay;inl  ninsi  auUiiil  <r<''<|u;ilions  que  de  v:)ti:il)li-s,  riiitcjinUion  <|ui  «Init 
lioiiner  la  valeur  de  ^  et  de  s  est  facile  par  la  méthode  du  n"  26;  dè  .sorte 
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i\iiv.  si  I  on  inulliplii'  l'f<|ii:i(ii>n  i  i  j);ir  r(''(|iiitlioii  [  9.  ;  \y,\v  )  <•"'.  l't'- 
(|li;ilion  l'î,  |iai/J.r'  .  rftjiialioii    1         /     r'',  riM|U:itioii  r  l 'A,  r°  ' . 

I  rijiiiilioii    (t    |i;ir  fj.,*''".  ri''(|iiali()ii    -  i^-^r',  l'fijiialioii  H 

rrijualioii  I)  par  /  •' Vj  e'^'.  rcijiialinii  iio,  par  /'^v,f'".  l'i'tnia- 
tion  I  1  ,  par  /*v,^''.  l'cqualiidi  '  I  3  par  f^v.-,f'".  rci|iiati<>n  '1^  par 
l'vg/''  »'t  rf(|ualiMii  I  par  t*v,/'',  t't  »priin  uclièvc  Itr  rtumiu- 
«laiis  le  II"       on  aiiia,  i  it  taisant,  |)uiii-  abn'^tT, 

9  =.r  +  î^*  +  '  (m« J*»  »• f»»«»  f*»"») 

et 

x    F    >/ -I- i(  «ft  A -I- ïfn,  C ajx,  B  +  f«,C), 

on  aura,  dis^je, 

et  «'ii.suilf 

p'  t-  G  -I-     -(- 1  (6*>    3/fi,  -h/fi.)  +  /'(b  Av    4Cv,  -»-  a  Bv,    Cv,  -t-  L»,)  =  o, 

tt  4- (p>    A  ]  X  + 1  (  3Ffi, 6/fxi -4- aFp,  ) 
-I- /*(  a  Av<  +  4Ct4  +  ^Bnii  +  Av«  +  aCifi  +  a  Air« -H  3Cv]  )  s=  o, 

K  -l-ilr>-f-(p'-i-4G),u  +  igtx,  -4  f        «('5F»  -t-  5/v,  ^  fv,  -f-/»,)=:o, 

L  -*-  /X  +  aUjui     'y     iG  -I-  /»)(/,  -t-  li^'U:     'G  îA 
+ 1 (loFvi  +  lo/v, 4F»»    a/v»  -»-  6F»,    3/»,)  =: o, 

su 

M -t- mX -<- aU^. -4- ( p* -I- 4 A  ) |u, -(- ^  f«, -t- i(S F»,  +  t5/v,  4- 3F»v  +  4 Fin)  s  o, 

4  Uf*  -(-  2 (  A  —  G     —  4éfi'*i  -t-  (fi*  4-  A  —  G ) u,  -»-  j (  F».  -i-/»j )  —  o, 

N4-AX4--|-ft-i--^fst.4-^.tt«  +  (p*4-9G)y-h3fti.-4'eir«-t-|y.  — o,  ^ 

F  -K/iX     tLu  -t-  (  3K     /)u,  -4-  6/r aj-»-  aKf», 

4-3U»-»-(p'-4-8G4-Aj»|-t-8jry,^.3tiy<-»-^>4-4Gy.4-  ^»,=:o, 


SB3  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES 

3L 

(J     (jï  -T  ^Mji  -*-(aL  +  m)/*, -^-4/."ï-^-  — f»» 

H-»-r}i-(-  -y-f»«  + — j-f^"*-  -^fi.-»-3Mw  +  (p'-i-9A)»,H-aHin-*-~»i  =  o, 

4 1.  u     (    /  —  4 1^  y  f  •  —  H  /i  uij  -f- 1  /  —  ï  k  >  a,  -I-  f.'  V,  —  o, 

i:xUv  +  4(A— G)y.  —  4jfVt-»-(A  —  t')v«-»-(f>'-4-/<)fe-«-gVi=u, 

4  H  y. -I- 4(  A  ~  G }  vt— 1 3  j^vt  +  «Hv. s  (  A  »  G  )»> -I- A». -H  (  pi 4  A  —  3G  )», = o. 

l'qua^Klll^  (liir  lf><|u»*ll<'s  OU  tli  lciiniiicra  It'.s  (|uu(ui'/.o  iiu-oiinui's  &,  /ji. 
jji,,'|X},  u,,  V,  V,.  V,.  V,.  V,.  v^,  v„,  ■/,.  fil  avant  attentiuii  <lc  puustier  les 
valeurs  des  deux  prcinicro  ju.siiu'aux  quantités  de  Tordre  de  i*,  celles 
des  quatre  luivanles  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  de  i  seufemenl,  et 
enfin  de  rejeter  dans  les  valeurs  des  sept  dernières  t»uUw  les  quantités 
affectées  de  i. 

Or  je  rciininjui*  :  i**  <|ue  la  quanlHi*  fi  ne  paraissant  que  siius  la  fornie 
«juîidnilivr.  rll»'  aura  rHTcssaircmciil  deux  valiMifs,  Vtu»'  positive  H 

riniHr  iit  jialivc;  dr  snitr  <|ii('  si  Tnii  sti|»|)()$f  que  û  d<'sij;lif  la  raciiii' 
|)i»ilivc,  un  |iinii  i  ,i  ('ci  ii  r  |i;ir[iiiit  lîidillrmiiinriil  -t- p  l'I  — p;  qiit' si 
r«ui  ri'pirst'nlf  les  <lt  ux  pirmii-irs  i-quatioii.s  par 

p»  +  GH-g'X  +  f«  =  o  el  H -*-(p»-4-A)3n- i^=io, 

on  aura,  en  éliminant  >.. 

(KJ  p*    (0     A  -K  <a)|i'  -(-  0/<  —      -4-  <  laA  —  pg)  =  o, 

d'où  l'on  tireni  deux  valeurs  de  />*. 
Soient  maintenant,  lorsque  t — o. 
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D  -  y     }o     i  (  uy'  -+-  y ,  y-î  u,  V  ) 

-+-  i'(vy»-»-  v.y'o  +  viyô'  +       +  v,  A  -•-  >,  A  -t-  ».  y  1"  -t-  v,àV} 

et 

E  =  I -I- iii  + 1  [a|Mi]f«  +  fi,(4i -H  y»  ) -»- a /«,  *i  H- f».  Je] 

-I-  i*[3vy*4  -«- w.(sy9«  +  fii)'¥-vt{i't  +  ay*»)  +  3»»i'i»  +  »,yii  »>.d'f 

+  w(  r« -•- y»  ie)  +  »^  { ru  -»- y*'»  )J  ! 

l'équation  (Q)  donnera,  en  divisant  par  e^', 

^'-,..î  =  (e-,d*î).-". 


ei  prenant  la  quantité  j»  en  — . 
d'où  l'on  tire 

V       p«/        a  ap 

OU  bien 

Soient  maintenant  p"*  et  p"*  les  deux  racines  de  l'équation  (R).  et 

fi%     X',  X',  jui't  jui'       les  Taleurs  correspondantes  âe  9,  \,  ft,...;  on 

aura,  en  remettant  au  limi  de  u,  m,,  «t,...,  leurs  valeurs^, /s»  s'  

ces  deux  équations  * 

X  -t-  ).'  a  H-  I  ^/x'/'  -t-  a',  }  Z     f*',  5'     u,     s  (ix^ 

-»-  i*  ^K*/*  -»•>/,/•*-«-      -»->''.**+ »,  /* r*4r 


584  SOLUTION  DE  DlFFÉftENTS  PROBLÈMES 

/  -I-  >.'*-«- 1  {^(l'x*  -i-  n\xz  -t-  f*',  »'  -h  /*;  J  ; .  /  r  I 

d'où  Tun  tirera  par  approxiniatïuii  les  valeurs  de  y  «t  de  s. 

Il  est  év'ulenl  que  puur  les  valeurs  de  v  et  de  ne  eonUeiinttiil  que 
(les  sinus  ei  des  (-(isuins.  il  faut  que  les  racines  île  l'équation  (R ;  soient 
tuules  deux  réelles  et  négativex;  par  conséquent  il  faut  que  Ton  ait 

(  G  H-  A  +  !»•  >  4  [G  A  -  H  g  + 1  (  «A  -  Pg)]. 
0-+-A^-iflt>o.   GAHf ->-((etA  — |J/^)>o. 

Si  <  <•>  tmi^  i  ini<lili»Mi>  il' on!  |M)iiit  Itrii  a  lu  .iim >  Ic^  \  ;i!(  iir>  <lf  te! 
ili*  ;  <  «iiiiiciidionl  df.s  fX|)<>iifi)liL'IU'>  rct'Ili's,  n  |);ir  ronsr(|uriil  la  solu- 
tion ne  MTU  bonne  que  tant  que  /  ne  sera  pas  lurt  grande. 

On  pourrait  ajouter  que  les  expressions  de  y  et  de  s  renfemieraient 
l'angle  t,  si  les  deux  valeurs  de  étaient  égales;  car  alora»  supposant 
p''ssspi'+  w.  et  regardant  e»  comme  une  quantité  évanouissante,  on  trou- 
verait que  la  seconde  des  deux  êqua'tions  ci-dessus  se  réduirait  k  celk^^i 

dans  laquelle  Ta  quantité  euntienl  néressairement  des  termes  multi- 
pliés par  l'angle  <.  Mais  comme  Téqualion  f  R  )  n'est  qu'approchée,  quand 
il  arriverait  que 

(G  -4-  A  +       — 4  [(iA  —  H^'  -  i\ih  -  ii^')], 
ce  qui  est  la  condition  des  racines  é^les,  un  n'en  pourrait  conclure 
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autre  chou,  sinon  que  les  deux  valeurs  de  ^'  aeraienl  égales  aui  quan- 
tités de  l'ordre  de  i*  près,  et  que  |iar  conséquent  il  faudrait  pousser 
l'approximation  jusqu'aux  quanti  lés  de  i-i*  ini  iii*'  oi-dre.  Ce  ne  serait 
qu'après  avoir  piuissé  Papprnxiniatitin  furt  loin  «>i  avoir  reronnii  que  1rs 
v:iltMii's  (le  ç  sont  tiinjonrs  égales.  (|n'on  pourrait  à  la  rigueur  faire  usage 
lie  l'vqualiun  qui'  nous  venons  de  donner. 

* 

53.  On  voit  aisément  que  la  méthode  précédente  est  générale  pour  tel 
nombre  d'équations  qu'on  voudra,  pourvu  que  ces  équations  soient  ana- 
logues aux  équationa  (L)  et  (M),  c'est-à-dire  que  les  produits  de  deux 
dimeiisidiis  soient  affectés  de  i,  r«ux  de  trois  soient  affectés  de  i*,  e1 

iiiiisi  lie  suite. 

(  etlc  mellioili'  si'i;i'il  siirioiit  utile  pour  déterminer  aussi  près  (ju'ou 
viimlr;iil  le  iuoii\eiiifiil  d'un  swi. me  i|iieleoii<|ue  dr  corps  (|iii  agiraient 
les  uns  sur  les  autres,  el  «pu  u<-  tt  raieiil  (jue  <le  très-|ieliles  (tseillalious 

autour  de  leurs  points  d'équililm>.  (^r  noninianl  ly.  iz        les  espaces 

pan'ourus  par  ees  eurps  dans  leurs  oscillations,  on  trouverait  des  équa- 
tions de  la  forme' de  celle  dont  je  viens  de  parler;  au  reste  nous  avons, 
déjà  donné  (n'  30)  la  solution  générale  de  ce  problème  pour  le  cas  des 
oscillations  infiniment  petites. 

54.  Si  les  équations  proposeejs  cuiitenaieut  des  termes  de  la  forme 

ij*«rf/-,   i*Jjrsdy,   i*Ji'd}\  i\rj»dy,  i^sjzéf^ 

l'intégration  n'aurait  aucune  difficulté  de  plus;  il  faudrait  seulement 
avoir  attention  de  changer  les  expressions 

J  «//-J  zdx  et    j  '^^J 

qui  se  irouNeruieiil  dans  tes  équations  (N;«(Oj,(P)  en  leurs  équivalentes 

yjzdy—jyzdjr  et  s  j tJy  —  j  l'dy. 
».  74. 
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55.  Si  flli's  eiintenaicnt  des  termes  de  la  forme 

.//r'     .drds     .df     ..  rfr'  drdt 

on  les  ferait  disparaitre  par  des  procédés  semblables  h  ceux  <]ue  nous 
avons  suivis  dans  le  n*>49.  Il  en  serait  de  même  de  tous  les  termes  qui 

contiendraient  des  produits  de     d     de  dimensions  paires;  mais  s'il 

se  trouvait  des  produits  de  dimensions  impaires  de  ces  mêmes  quantités, 
alors  on  ferait  chauunc  d'elles  égale  à  une  nouvelle  variable,  et  on  aphë- 
verait  le  reste  comme  dans  le  n"  50. 

5C.  Kiiliii,  SI  l'un  uvstil  <lcs  i'(|uatioii.s  du  troisième  ordre  et  au  délit,  on 
les  réduirait  toujours  au  second  par  la  méthode  du  n"  51 .  * 

De  l  inUy,t alioii  Ue  I  ctfaution 
^^i  ^     K V  -h  1  (^Mj' cosU*  +  N  jj' sin H<)  =  T. 

(lan.s  hn/ni'l/e  V       une  Juin  t  ion  t^nt'/co/u^ne  liv  t . 

bl.  Je  reiiMiquc  d'abord  que  si  T  ctail  ogal  ii  /.cro,  l'équation  si-ruit 
dans  le  cas  du  n**  55i  car  il  n'y  aurait  qu'à  faire  cosH<  =  z,  ce  qui  don- 
nerait 

sinH*  —  —  ,-,  \  -^■  H»a  =^ o. 

Il  lit  dl' 

Or,  |iuis<|in'  i'indeterniincf  >  u\  pnssf  p;is  le  premier  dpgiv,  il  esl  elair 
iin'nii  pDiiriii  l'iiirc  ilisp;ir;iili<'  le  terme  lnii(  eoiiiiu  T  [);ir  hi  nx'lliinle 
itii  II  I.  Kii  ellet.  si  l  un  iiiulU|ilie  l'tM|iKili«iii  proposée  par  et  ipi'on 
pratique  le.s  autres  upérations  que  prescrit  eetle  metliodé,  un  aura  le^ 
deux  équations  suivantes  ; 

di'-'di  J 
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iloDt  la  |ircmi('if>  est  rr-durliblc  au  cas  du  n"  55,  et  dont  ranlrv  ^itnl  inté- 

{(i«'r  dimiiera    ;  -  J      J  Jzdl. 

Au  n'stf,  CCS  sorlfs  (l'f(|uations  |i('iiv»'nt  «'ncor«'  s'inh'gHîr  par  une 
iiiciIkkIc  [larticulièrc  et  l'url  simple  i|uc  ji*  vais  cxpuser. 
Jf  tais 

rfosll/=:  M,    ^ros«II#  =  i',..., 

l'C  «|ui  iiif  duniir 

■■ .  ••>  u.  . 

a/  '//  fit  ai 


et  4*nsuite 


d'y  rf'M       ..(il  ,, 

a/.  ~»»'-^*'H^,  -  11  ". 


Ct'Ia  pose,  j'aurai  d'alturd,  au  liuu  df  l'equaliou  (S;,  cfllf-i-i  : 


(i; 


De  plus,  la  même  équation  (S)  étant  multipliée  suircenHvmenl  pni* 
comHi  et  par  «nfl<  donnera 

=  TcosU/ 

:4. 
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=  TsioU/, 


'v'est-à-dire»  «n  faisant  les  substitutiom  ci-dessus. 

Si  l'on  voulait  n'avoir  égard,  dans  la  valeur  de  ) ,  (in'uux  quantités  de 
Tordre  de  i,  on  négligerait  dans  les  valeurs  de  u  et  de  et  par  consé- 
quent aussi  dans  les  équations  (a)  et  (3),  tous  les  termes  afléctés  de  i\ 
moyennant  quoi  ces  équations  ne  contiendraient  plus  que  les  trois  varia- 

lilos  r.  '/  <'(  i',  ()o  sorte  qu'aver  Téquation  (i)  elles  sufliicgient  pour 
résoudiv  le  probli'ine;  mais  si  \\m  veut  pousser  l'approximation  jus- 
(Id'aux  quantités  de  l'onlre  de  i^.  idmmr  nous  l'avons  lait  dans  les  pro- 
hlémes  précédents,  alors  on  i  nnscrveia  Ions  les  termes  des  équatititis  f  ^  i 
et  {'ij,  et  on  multipliera  de  nouveau  l'equalion  S  par  eo.si^H/  el  |)ar 
sinaU/;  qui  dunuera,  après  les  substitutions,  deux  équations  en  v  «t 
en  K,  dans  lesquelles  on  pourra  négliger  les  termes  affectés  de  i.  parce 
que  les  quantité;»  9  et  Tsont  déjà  elles-mêmes  multipliées  par  i  dans  les 
équations  (a)  et  (3);  ainsi  Ton  aura  . 

(4)  ^ +4H^+(K»-4H»)..^1cos2H/, 

et  l'intégration  de  féquation  proposée  sera  réduite  à  celle  de  cini|  eipia- 
tions(i),  (a),  (3),  (4).et  (5),  lesquelles  sont,  comme  on  voit,  dans  le 
cas  du  1^29. 

Ayant  donc  multiplié  la  première  de  ces  équations  par  Xe'Vi,  la 
seconde  par  ^^'dt,  la  troinëroe  pair  an^dtt  la  quatrième  par  ve^'dir,  et 
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la  ciiiquiL'ini-  pur  '>le'"</t,  on  lo  :ijiMiit>r;i  nisniiliU-,  cl  un  i  ii  |irt-iiilra 
l'intéghile  en  iaisanl  diâparaitre  de  dessuiu  le  signe  j*  leg  dillérenees 
des  variables  jr,  u,  I/,..,  ;  après  quoi  on  chassera  les  expressions  inté- 
grales Ut^[dtt...^  en  égalant  k  zéro  leurs  «roelfi- 
cienls»  ce  qui  donnera 

i( M  -  NU +     + K*  —  H*)f( -f- aH aitp  =  o, 

—  iN  V  —  ^'Hfxp (p* -4- K' -  H')31L  =  o, 

—  ~      -  I      -  NH^     -  4 llvp  -(-        K'  -  4 U'i  Jl.  =  o. 
De  cette  manière  on  aura  l'équation  inté|n^le 

-t- 1    uo  -  >.IlJr»,)« ;  iN).  4  aHtt  — ."Wlpjf/ 

- j  T(X-i>peosHf +illtslnII(-(-veos3il(-t-%sin9Hf)«''rff. 
Soit    =  —  R*»  de  sorte  que  o  =  R  v  —  i .  et 

et  Ton  aura  premièrement 

M  -  NH  +  (-  R*-i-  K*-  BM«-  aHR*-«.=o» 

—  N  -  «H« H- (- R« -I- K'- H») A  =  Q, 
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d'où  l'on  tire 

R'^ 


i--i'N  i 


_  (M  -  Ml  jiH-  Il    -     NUR^  . 

*~         (tt  -  k M-U  )^-  4U  K' 

_  y(R»~K^^  I!    ^  .  \l  -  Njlj  H 
.  (R»- K»-^  H'J  -4U  * 

(R«-K»H-ni'F^~nnf"  * 

iN(H'-K'+4HMRi+4  ( '  m-  \UjHR 


^M- WH)(a»-K'->-4M') «NHR» 
(R»_K.H.^H')»-««U*R'  * 

iN(R»-        41I'  ^  4  ( M     Ml)  H 
TS'  -  k^^  4  11  7  -  id  H  K 


et  ensuite 


I ^  4.         H- , (N    aH><l-  R»A)tf  + 1'^ ^  -n' -I- 4HP  -H  R'*)  F 

-    ^^1         >v,  j  ^  M- 1  (  a  -h  ail»*.)  «  -  I  V  ^ 

=J  T  [i -f- lotooslll  H- l'^cosaUl 
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ou.  lilvi^ulll  pur  e'^'^*,  et  chaii^t-unt  les  t!\poiuMilii'lk\s  imugiiiairos  t>ii 
sinus  H  iWmus, 

-t-  <  '       i  -H  ^  -f^  4  J  H  V  • 

-fosRf y*'rî(i  -*~  '«rusUi  +  f'^co»all«)rosRl 

—  f  (  .i.  sin  H I  H- 1  ab  sin  sH  0^  Rin  R  r  ]  rfl 

-*-«inKtj' Ti(i     larosH/-»- /»j5roRoiH/)sinRf 

+  I  (  t  sirill  /  -*-  I  II',,  siii  .  M  /  / 1(  c  .»U/  !  dl 

—  «In  R /  I  T  J I  H-  <  a  rus  II  /  ^  /     vos  »  Il  /  ;  n »s  |{  / 

•  «'   

—  f  (•i>stnU/ + 1  iri>Miizll/)HsiuU/ic// V  — > 

-l-rosRf  Tt  ji  +  l'a rosH/-t-  i*^CfW«Hr)sinRl 

«'   

f  (.i.sinH/ i«bsinaHORco$Rfl4/f  «P^t . 

Iloiic.  si  Ton  remet  |)<Mir//.  l  ,  i  i-l  V  leiM>  \;ileur->,  «  l  i|n Un  (  iiiii|(.irr 
les  iiiiiijjiiiaireij  avee  les  imaginaires,  el  les  réelles  avee  les  réelles,  <*ii 
aura 

I , _  î2i  .*. -I-  i(a  +  H.I.)C0!(H/    I'  (^.i.  -I- ^  +  aH*J po» »H/  |r 


=.shiR/ jT|(i-»-»«co!fB/-f-i»^cosïHl)î^' 

—  I  (^U  siii  U<     1  ub  sin  »  U  / )  sin  H / j  <// 

-cosR/  f  r^i  +»airosH/-»-i»{î«»8Hr)-""' 

-+-  ((  'i  sinlU  -f-  /  «bsiirJ>.li/)cusHl  !<//, 
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(I -I- /«cosH/ +  l'^eosaH/j^ 

=:cosR/ J  1,(1 -t-/cC08lll-<-l'^OOS»H<)COSRf 

—  i(-V8inHf -»-  fubsiniBf  )  RsinRl]</f 
-+-slnR<^T[(i  -»-  /«rosHr  -  /•^ros^ll/  isinR/ 

-*-*(VsinH/  •  <  D!>siii2H/]  H  (OsK/ ,  (//, 

dfiux  équations  i  Paide  dëiM|uelle8  on  éliminera  ^  • 

De  t'intr finition  des  éqtuithns 
il)  ^■<-KV+-'(M/«»H'-»-N^«oH/j«T. 

(U)  '       ^  -t-  K  ^  ^  i  [hVy  losU/  ^  N  ^  siiiU/j  ^  T  . 


58.  Suit  l'ait,  cuiniitf  datis  le  iiuiiicru  priH  edeiil, 
«t  de  même 


y  coaW.! 

=  a',  = 

/•'siiiall/  — / 

f 

t  •  "  •  » 

on  aura 

af 

al 

Hit 

• 

H'u, 

-.AH'" 

-4BV. 

,11  <A 

-4  HT. 
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el  pareil Itïinent 

Ci'la  |)o.sé,  on  aura  d'aluM'd,  au  lieu  ilt-s  <'qu;i(iuii>  l' i  vl  ,Vj,  i-v^  (lt-u\-t  i: 


+  K  '.r  -i- 1    M  -  UN  )  «  -  N  '-^^  J     T  . 


Ensuit»  les  mêmes  équations  (T)  et  (U)  étant  multipliées  sucressivemeiii 
par  cosHl  «1  par  sinH<  donneront  f après  les  substitutions)  res  quain» 
autres  équations  : 


(3) 


14) 


(5) 


(6) 


Eiitiii.  imillipliiint  ciirinf  l'mw  vl  l'auliT  des  rqualionh   T  cl   l  ,  par 
I.  -5 


sak         Solution  de  différents  problèmes 
rciS3H<  et  par  sinaHl,  et  négligeant  les  termes  aifectéa  de  i*  on  aura 


(7) 
(8) 

(10) 


-^  --4H^  ■)-(K>-4H')A'=rTstnaBf. 
-  4H  -J^  4K')A  '  ^  r  sInalU'. 


On  aura  donc  en  tout  dis  inconnues  et  dix  équations*  «t  le  problème 
ne  dépendra  plus  que  de  l'intégration  de  ces  équations. 

En  suivant  notre  méthode  on  multipliera  Téquatton  (1}  par  X.  Téqua- 
(îon  (3)  parX',  Téquation  (3)  parft,  IV'qualion  (/|}  par.ia.  ri><{iiation  (5) 
par  fj.'.  l'cquation  0  par  ;Ta',  Téquation  (7 ,1  par  v,  l'èquatiou  (S)  par  yc, 
r<'>(|iiati(>n  <)  par  v  ,  rtviualion  'rc>  par  k';  t'I,  apH's  les  avoir  ajoutées 
cim'mble.  on  multipliera  la  somme  par  c'' i/f.  »  i  on  •  u  pri  iulra  l'intô- 
gralc;  ce  qui  donnera,  on  faisant  disparaitn-  dt-  dessous  le  m^ih-  j  Ira 
iliiïT'r»'ni«'s  des  variables  u,  V,  u',...,  et  <'j;.ilanl  ensuite  à  zéro  les  eoet- 
licients  des  termes  où  ces  mêmes  variables  se  trouveront  sous  le  signe, 

(P- + K"}A' + 1  (H  j«  -  ^  ait =0, 

/ 1  M'  -I-  N'H)  V  +  (p»  -J-  K»-  H»)  ft    iUSIip  ï=  o, 
/  N  >' ' H  up  +  (p^ K' —  B»)3ll  —  o. 

4(M  — NU}), -h(fi'-hK''-  H»i  /' -.Hort'p  =  o. 

—  f  Nîlp  —  2  H  u'  &  -t-  ;    -4-  K''  —  B')  on.'  =  o, 

i(^  +  N'Hjf«'-— 51l'p  +  (p^H-lt»-4H')»  +  4eAp  =». 

—  a'o  -i-  i  (      -f-  N  H  j  .m'  _  4  H  j,p  -t-  {fi'  4-  K'  -  •  4  II'  )       .  :  o. 
-NH^  pi+  'Jiaitp-i-(p^-».K'»-  4H*)v'  +  4UJ«>'p  ^o, 

—  7^  (7  -  Nllj  OR  -  4U v'p  -»- (p'  H-  K'= -  4U'j  X.  _  «. 


(V) 
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et 


.       ,         '    U-  oit      ,  • 

///  l//  J/  »// 


^,  ^i^flii' _ „p _ 4H«;^  1^  +  ^-  i^^'  +  4Hy -  y 

-J-       ^ DR.  -  v'p  -  411     j  t'  4^'^  M  -  4 H  >  -  'î-'p)  '  ■  j 

-^r(V-i-f*'cosH#-l-DIL'slnHfWr<>»«H#-4-*'«lMaH0K'«'/. 

59.  Qu'on  niiiltipli*'  lu  quatrièiiic .  lii  mmimmc  Ni  liiiilit>iii<'  et  ht 
Hixii'nit'  ilt's  i'(|uah()ns  1  V  jiar  ±  y —  i,  et  qu'on  \i>  ajinilc  fiisuitf  rha- 
luuc  ù  i>a  |>i'i^(-é(lei)te.  un  aura,  au  lieu  des  dix  équaliuus  ;  V  /,  leN  .six  siii- 
vantps  : 

I  [M'H- N'(Udip  V  -  'J  >■  -4-  [H'  -  (H±p  V -T)'J    ±  OR  V-  •  /  -  «. 
i  [M  -  N  (  B  ±p  V-^iJ  X  4-  fit"-  (H  ±  p       J'J  (tt'±  an. V-""  )  '= 
ifM'^-N'(aH±p/=7)J  (.a'±.llt'^) 

+  a fK»- (aH  ;i:p V^)'J  (»±« »pî)  =  o, 

I  f M- N  f  aH±f  v^jj  f^rtDll  l/=^J 

+  a f R'»- (aH ±p ^)'J (y'dr  W»^)  ^o. 

Les  deux  premières  donnent,  ou  bien 

«5 
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k») 

OU  bien 

f  il' -"-ïH 

Dans  U'  |irritiiei- cas.  la  ti  uisièiiii'  équaliuii  (ii-viriidra,  en  sulislituanl  la 
valeur  de  >.', 

I;ii|iirlli'  (|iiiiiiri;i  .s(  |ian'ini>ii(,  à  cause  ili'  l'aiiil)i^iiili'  «lu  si^iic.  a  (■ 
.ir«.  —  <>:  <!<•  sork'  qu'on  aura  aus^i  À  =o,  v'  =  u  cl  o;.  —  o;  <•!  l'un  aura 
ensuilf.  pour  la  détermination  des  quantités  [i\  3iL\  v  «t  yc, 

i    .M-N 'Iliov''-^). 

r  K"-  ii±pv-i 


{Z) 


«roù  Ton  voii  (|uc  Ifs  ([uanlilcs  ja'  «l  dit'  seront  de  l'ordre  di*  i,  H  \v» 

quantili-s  v  fl      tl«"  «•••loi  «le  /■. 

Dans  If  second  cas  on  Ii  uiim  ra  «Taliurd  =  O,  OU'  =  o,  et  |>ar  coiim'- 
quitnt  A  =  u,  V  —  o.  i!l  01.  -  o;  ensuite  on  aura 

el 

,  .        —        .   M  — Ni-'Hrtoi  — I  r  i 

✓  ±  Jt'v'— I  ^  —  I  ^  7-       -  •x:t:OR.^—t), 

d'où  l'un  tirera  fx,  ^It,  y'  et  X'. 
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.\_\iinl  iiiiisi  les  \ iilcuis  <!•'  km.s  les  ciifllicifiiK.  iu\  ;irli(  \ci:i  le  calcul 
cuiiiiiii'  un  u  t'ait  iliiiis  l«'  iiuiiii-ro  |)n>«-r«lfiit.  i-t  l'on  iitini,  a  l'aiili-  tli*b 
deux  valeurs  de      deux  équations  liiiules  qui  servirunl  à  IvouxifTy  ft j»*'. 

Il  y  a  cependant  un  cas  qui  demande  une  diacuwiun  [Niriirulièif; 
c'est  celui  ou  le  coelfîcient  H  serait  presque  égal  à  K  —  K',  la  difrérence 
n'étant  que  de  Tordre  de  ii  nous  allons  l'examiner  dans  le»  nuiiién» 
suivants. 

/^nafyse  du  eus  où  H  est  presque  égtU  à  K  —  K^ 


60.  Soient 

en  sorte  que 
Je  fais 

»-'esl-à-dire 


k  — .  A  ■+-  <7. .    K'  ~  h'  -i-  ih    (>»   H  —  A  —  A'. 

B  =  K-K'-Ki(*-*'). 
p       =    -f-  im. 


l'e  qui  nie  dunne 

0      k'  -  —  aiA(m  — A)  -  a*  (w  —  A-), 

et  les  équations  (  Y)  el  (Zj  du  numéro  précédent  se  changeront  en 
celles-ci  : 

rA»  «'-fcJiL'.,^-     .     M-N[A-A'=fc(A.4-/m)]  , 

*  a  (A-i-iJr)'  — l^A— aA'±iA  +  im)]«  * 

d'où  l'on  tirem  les  valeurs  de  m,  (t',  un.',  v  et  9G. 
L'équatiun  J^j  élanl  prise  en  —  •ioiinetii 

t  -m*/ —  M -I- NiA'-i-im)  , 
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Or 

.  faisani  <  i  t(«-  siihstilution,  et  divisanl  ensuite  le  haut  et  te  Im  de 
la  tVut'tioii  par  i,  ou  aura 

,    _ ,  . —  M     N(A'  +  fm)  , 

<'t|u;nion  «liins  l;u|m  lli'  jr  ii  iiutnnic  (jne  l;t  (iiiJHililr  /  ne  so  Intiivf  pliis 
(lu'au  piTinicr  ilc^ni- ;  (!<■  muIc  (|Ii<'  «  ctli'  fiiiuitinii  ne  <|oi(  cli'i'  rc|»';inl»'t' 
ruiiimr  t'xai  lc  (in  aiix  (jiiaiilitrs  de  l'onlri'  de  /-  |tii's.  (ri  sl  |Muirqu<ii  il  * 
laudi  u  négliger  dans  la  suite  toutes  les  quantités  de  ce  iiieiiie  ordre. 

Prenons  maintenant  Téquation  f  6j  en  -h-,  et  noua  aurons,  en  rejetant 
les  termes  de  Tordm  de  i*, 

Ponc 

M4-N{A  -^/m)  .  M  —  N(a/i  -  A 

I  >       ll-»-K(A'-t-iitt)  .M-N(a*-A'»j 
~  ;  |(m-it')[aA'  +  i(mH-F)l  ~*  ^'4*(ir-  A~ 

c'esl-à-dire,  en  disant 

_       Nm  (M  +  iN^j ( m  -4- A')     H  —  Nj-^A  -  /«') 

N/w  (M     NA')(/n  ->-/.')  M-N(-;iA-A') 

"-^  4A'(m-A')        ISFîm"^ r~     ~inr(A-A')  * 

ties  valeurs  étant  substituées  dans  Téquatlon  («)»  il  Tiendra 

aA(  m  —  il }  -t- 1  (  m'  —  /i  } 

H'(M-t-NA')     .  M'     ^'[ii-*-Sh){h'him)  ..N'A 
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m  ~  k"  * 

OU  multiplianl  par         el  réduisant. 

De  sorte  que  si  l'on  fait 

^  -  (m  -  A         -  A  ;  ^^.^jp   4A  ' 

on  aura 

(rf)  (m  — *)(m  — *')—  —  — ^jji-  ^+iA  =  o. 

f*|u:ition  d'oh  Ton  tirera  deux  valeurs  de  m  que  j'appellerai  iR«  et  m». 

Si  l'(M)  n(>}»:lipj'  Ir  Ipriiir  j'A,  on  aura  1rs  prcmion-s  vaictirs  approchée» 
(le  m,  t'I  (If  m  .  :  cl  sultstitii;iiil  i  iisnilf  •  ••s  valt-urs  dans  r»'\|»r«'ssinn  <lf  A. 
aura  U-.s  \al<'iiih  ilc  m,      de  //i,  an\  i]ii;iiilit('s  ilo  l'oiilrc  <l<'  t-  pirs. 

Enfin  IViiualion  t-  donnera,  eu  siiii.stiUiant  les  valeurs  de  a  el  de  JR,', 
el  négligeant  les  ternies  de  l'ordre  de  i*, 

.  M  4- N(  .A  -  .A  ±/i      M     N/i'  , 

d*où,  en  faisant 

un  aura 

• 

A  l'égard  des  autres  coeflicienUs.  savoir  :  X',  ft*  <iit.  v'  et  ils  seront 
tous  égaux  à  zéro,  coinine  nous  Tavons  vu  dans  le  numéro  précédent. 

Hl.  On  ter»  maintenant  ees  dillereiile.s  substitutions  dans  l'équation 
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iiiii'^iialc  X;  (lu  II"  58,  cl  Ton  auia,  t  u  n;jetaiU  Iv»  Ifriiins  tU'  roi-«lii> 
ilr  t  \ 

(tir       M     NA'  dl  \ 

\\  ùt  '  4/('(oi  -  A  )  \  dl  ^    dl  *     '  / 

* 

I         N    M  N//}!  

fv  ^   u      (M-»-NA')m     ,  .  I  ,  . 


I 


Sii|*|MiMiii>  cetle  intni^rale  soit  prise  de  telle  innnîère  qu'elle  soil 
nulle  lorsque  l  =  o,  et  qu'alor»  on  ait 

r=A  t^8^  y=f^  %^e'^ 

et  par  cunséquent 
et  (ïf^) 

il  est  l'Iair  qu'il  faudra  ajouter  au  mwnd  membre  de  l'équation  précé- 
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dente,  la  quantité 
c'eat-fl-dire,  k  cauM  de  H  s  A  — 

4-(M-(A-.A'j(ji//r7j. 

6i.  Pour  rendre  le  calcul  plus  aimple.  non»  négligerona  d'abord  1«m 
termea  de  Tordre  de  i;  moyennant  quoi  Téquation  (e)  deviendra,  en 
mettant  A A'  au  lieu  de  H,  et  «t*-*-!»^     \\^     cosHn-ainHl  v'^. 

Si  l'on  muttiplie  cette  équation  pAé^**^'^,  qu'enauite,  aprèa  avoir 
réduit  U-a  «  xiioiicndelles  iinaginairea  en  ainus et  coainuB.  on  compare  la 
partie  imaginaire  do  premier  membre  à  la  partie  ima^naire  du  aecond. 


«tt  SOLUTION  DE  D1PFÉBBNT8  PROBLÊMES 

vl  qu'on  fasse,  pour  abréger. 

-  eos[( A  -t-  im  )t)  Çt  sin [( A  -i-  im)  t]  dt, 

jt::^  hiul(h -h  im,l\  I  T  ros[{h'  -i-  im)l  idt 

on  ;tiu-:i  r('(|ualiiiii  .sui\an(t- 

4/1  iw  —  /i  j  1   <//  '  J 

f         M  -«-NA'       1      .  ,      .   ,  ,     .       M  ^  NA' 


laquelle,  en  mettant  succesaivement  m,  et  m,  k  la  place  de  m,  «t  dén»- 

lanl  par  6,  et  $1,  »i  et  »i  les  valeur»  correspondantes  de  S  et  de  »,  en 

 If 

founiira  deux  autres,  dont  la  seconde  étant  multipliée  par  j^^~_^y 

JMi  —  A' 

•>(  t  nsuite  retranchée  de  la  première  aiuisi  luuiùpliee  par 
un  aura 

[m— If'     „         M -t  NA'      ^,1         ,      .    .  - 
m,— m,  '       4«("''  — »'»)  1 

_r  111. -A^     ^    M  +  NA'      ,1  .  ,i 
-♦•  I  i,  Lff  +  y  11..  -g  I  sin.iA  +  tm,)t\ 

(ff)      <  —     -    r -H  ,  i   ,/    <<)si{A  +  iiM,)n 

•*        1         I.   m,— m,   '       4h[m,  -  m,]-'   \      "  ' 

[m,  — A'  ,M-4-N/i        ,1   .   ,.<L  ..1 

"'        '1       ^  /Ht  —  /l'      ^  M  4-  NA  ^  1^ 

^t/ii,  — /w,)  '     A(/)i,  — ^n,)  '     4'*'*'t'"<  — ' 

63.  It  faudrait  maintenant  faire  un  i>alcul  semblable  pour  trouver  la 
valeur  de  j^',  en  employant  les  autres  formules  du  n"  59;  mais  sans  entrer 
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« 

dans  un  nouveau  détail  à  cet  égard,  il  suffira  de  considérer  que  les  équa- 
tions proposée  (T)  et  (U),''  dans  lesquelles  H  A  —  A',  sont  telles  que 
l'une  se  change  en  Tautre,  en  marquant  seulement  d'un  trait  les  letlren 

y,  K.  M.  N,  k,  T.  el  cMncant  cHui  des  IcKrcs.r'.  K  .  M'.  N'.  A'.T;  d'où  il 
H'ensuitque  pour  avoir  l'«-\|>rcssi(>n  t\v  v'  il  iw  faudra  (|U(>  mcltrc  dans 
.  .  Ile  df  n/'.  g\  h\  k  ,  M  ,  N',  T'  au  lieu  de  /.  g,  h,  k.  M,  N,  T,  el  ^ 

vn-e  versa . 

A  I  r^ranl  des  valeurs  tic  /«.  un  n  inai'(|Ut'ra  «lu'cu  iiéi^lijjcaiit  le  fj'niie 
lA,  elles  seruiil  les  lueuies  pour  les  deux  tas.  puisque  les  quantités  .M.  N, 
A,  A  et- M'.  N',  A',  A'  entrent  de  la  même  manière  dans  Téqualion 
du  n*>  6p. 

64.  Ayant  trouvé  les  preroièreR  valeurs  de  y  et  de  y',  si  Ton  veut 
avoir  une  plus  grande  préeision  el  tenir  eonipte  aussi  des  (|UaiUites  de 
l'ordre  de  I.  on  noniim  iit  i  es  vitlems  \  cl  v',  et  nn  désignera  iU'  même 
par  u',  l",  V  et  V  les  \aleurs  i-orn-^pouduiileH  des  quauiiles  «',  (  ".  v  el  V; 
ensuite  ou  supjtosera 

r=y-i-ir\  i^  =  n'  +  iu'\   U'  =  V'-*-iU'\ 

et  l'on  fera  ces  substitutions  dans  réfiiiatioii  /  i  du  ii"  til.  en  iie-ili^eatit 
les  termes  de  l'urdre  de  après  (juoi  on  ellan  ra  tous  les  leinies  qui  ne 
seront  point  allectés  de  i,  pane  (|ue  ees  termes  se  détruiront  d'eux- 
mêmes,  en  verlu  de  l'équatiuii  f/;,  el  l'on  divisera  le»  autres  par  i.  De 
cette  manière  on  aura 

•  76. 
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I  .  f/L'      ,</V     /        N'fM  +  N/»')\ 

\  j h  [tu  —  h  )  J 

On  trtiti  I  I  ri  ttc  f(|iiatioii  comme  on  a  fait  ci-devant  l'équaliou  {/ et 
supiiosaiit.  pour  abréger,  . 

•  s  stii[U    ('m)r]      om((  aA'  -  a  -t-  im)f  ]d< 

—  C08[(  A-»- im)<]  J*T  sio[(2A'- A -I- II»)/]  rfi, 

X=  ^in[{h  -h  tm]t\J T' cosi(A' +  im ) / j<// 

-  cos[(A  <!•  im)/] J*r  sin((A'  +  im)t]dt, 

a  sio[(A +  im)(] J  T'cosUaA-A -t-imJfJJl 
-«»[(A<i-im)<]       siii[(9A-A'  +  im)l]rff, 

et  de  plus 

N>(M-^NA') 
8A'(«-*')* 

4  A  (  m  —  A  ) 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL.INTiGRAL.'  «05 

on  IrooTera 

Uj          ff>  I 

/'  =■        _-^^|^n.POs [[h     im,)l]  H-    siii[(/r  -+-  «m.j'j 
-t- -gj- +  (i, -gjp y.y -»- a, a' -•- CT 

a  a, -t-  t,  a,—  t,  ,  I 

+  — - — x,-!- — ~ — 

ryj,  Ç,.  Ç., —  étant  les  valeurs  de  ti,  Ç,...  qui  repondent  à  m,  et  /fi,. 
Si  I'mii  voulait  encore  pousser  la  précision  plus  loin,  il  r;nMli;iil  nloi-s 
rcjuendi f  les  calculs  du  n"  58.  et  y  avoir  égard  aux  quantités  de  l'ordre 
de  i'  que  nous  v  avons  négligées. 

65.  Soit  Ts  AP,  A  étant  une  quantité  constante,  etP  une  fonction 
de  P  telle,  que 

on  aura  donc 

j  T cosi( A -f- lOT )/]<// =  A j  Peos[(A -H  iOT)i]t//, 

=  — ygjcosL("   Ps«"L(«  "n)/j 

en  intégrant  par  parties;  donc,  supposant  que  l'intégrale 
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mit  prise  de  manière  qu*elle  soit  nulle  lorsque  <=:o,  et  qu'alors  on  ait 

^  =  a,  on  aura 

J  Pcos[{h  +  im)t]dt 


On  trouvera  de  même,  en  prenant  p  pour  ce  que  devient  P  lorsque 

j  P sin[( A  -è-iwi )!]<// 
= [-{A  ^  /«)Poo8l{A-t-im)ll+  ^  sln  [{A  -»-  im)ij +(A  h-  im)|î]  ^  • 

De  sorte  qu'un  aura  (d"  62; 

®  "  {A  +  ,my  -  a'  [       '«)P-  «»»»[(*  -  ^(A  -Kifl»)c«i((A  +  im)<J. 

Pareillement,  si  Ton  a 

T'  =  A'F   et   ''y^^  -♦-ii^P'so, 

et  que     §i  soient  les  valeurs  de      et  de  F  quand  i  ss  o.  on  trouvera 

A'       r  //  p 

*  =  {A~:^fai)-g"    **  +  "»  J  P  «^««H*  -  *')  0  -»-  ^  »i"  [(A  -  A-  Mi 

-  C sln [(A' iir)<]  -  fm)ros[(  A'  im}/]J. 

Donc,  si  l'on  a 

T— AP-i-llQ-t-CR-4-... 

et  de  mime 

T' =  A' ir B-iy C  R' . . . 

-1-  fl  I  —  o,    -jj-j-  -H  »  V  —  «»,    -^7-     c  n  —  o,. .., 
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qu'on  fatte 

«»  —  «»         A'  —  6»  ^      h-  —  c' 
A'  C 

iyr^Trf^'^'''  h—i'*^'*'  A'izv»*'"'"  " 

K  ^/  -  A.  G  ^  ^  -  r,  F'  ^/  -  A ,  (i    if  ~  r 

^A,  r.  A'  fl  l"  étant  les  valeurs  de  i),  '^^»  0'  et  lorsque  /  =  oj,  la 
Ibnilule  ig)  du  n**  68  donnera,  «n  nêgli^a>ant  les  terme»  de  l'ordiv  dt>  i, 

M  -t-  N /»'     ..,1      t,L  .  ^ 
!•  +  ,  ,  ■  \t'  losUh-t-im,)*] 

I,  m,  -  m,)    J       '  ^ 

I  m  —  m,  4"       —  I 

fl(m,— m,)       4'''*  ("»•"'"»)  J 

Ptr  là  on  aura  b  valeur  de  y  loi's<|ue  les  ronctiitns  T  et  T'  serunt  «-xpri- 
nii'cs  |);ir  <les  suites  quelconques  de  ditléreolâ  sinua  «t  cosinus  d'angln» 

iiiulti|iles  t. 

Il  l'iuit  oiiserver  qiiv  si  (/  eliiit  égal  ou  |)rt  ^qtic  <'|^al  a  /i,  il  ut-  sérail  pas 
permis  de  négliger  les  termes  ailectés  de  i  dau^  l'expression  de  0,  et  l'on 
Irouverait  alors  dans  la  valeur  de  y  des  termes  dont  les  coefficients  se- 
raient très-grands;  il  en  faudra  dire  autant  du  cas  où  a'  ne  serait  que 
trës-peu  difTérent  de  A*;  nous  en  laissons  le  détail  au  Lecteur. 

Hais,  si  a  était  eiactement  égal  k  A+on,  le  dénominateur  a' — (A-t-m)* 
de  re\|ires8ion  de  5  deviendrait  égal  à  léro,  et  comme  cette  (|uanlité 
n'est  point  infinie,  le  numérateur  correspondant  serait  ausu  égal  à  xér» 
dans  ce  cas-là;  faisant  donc 

k  •<>  tm;=a-h  «I, 
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«•I  regardant  «t  comme  une  quantité  évanouissante,  on  trouerait 

ô  =  —  ^  l^a/  cos(M  -4-  ^  (coso/  —  atalaat)  —  ^  —  a  ^  Ji 

lie  aorte  que  la  formule  (A)  contiendrait  des  termes  multipliés  par 
l'angle  i.  Il  en  serait  de  même  si  n'a  A' 4-  ùn.  Au  reste  ces  deux  ras  sont 
susceptibles  de  remarques  analogues  i  eelle  que  nous  avons  faite  à  la  An, 
n*>52. 

66.  Comme  les  quantités  et  «Wi  sont  les  racine»  d'une  équation  du 
second  degré  (n"  60;.  il  peut  arriver  qu'elles  soient  égales  ou  imagi- 
naires; ainsi  il  ne  sera  pas  inutile  de  noua  arrêter  ici  i  discuter  ces  deux 

caH. 

I*  Siffitsm,,  je  fais  m,  s  m,  H- u  (u  étant  une  quantité  évanouis- 
sante j.  ce  qui  me  donne 

m,  -  k'     _  m,—  k'    m,  — k'  m.- _     M->-N*'  _  _  ll-»-NA' 

nti  —  JRf  t»        iWi  —  iMt  «a  'nit—  m»  u 

H 

rosK /j  -  mi.  ) -T  ros  I  A  -4  ir>i.;t       //'.isiii'  /(  •  ini,\t  \ 
sin   h  ~^  ir»;  i  /  —  sin  [(  A     /w,  )  /  ^     il  f>i  eus  \  h     ini,  j  l 

iloiir.  faisant  n-s  siihsiituiions  dans  la  formule  (A>.  on  aura,  après  avoir 
efl'acé  ce  qui  se  détruit, 

X=  F«os[(*-i-/m,)f]-»-  jSlB [(*-»- MM.)/] 

+ 1  j^t/M,  —  *  'J  F     ^       ^'  F' J  /  sin    A  +  /«i.  )  /] 

— ^ —  G   j/,fj'      J  '  fosli»-*- m,) t 

M  it--  il  laiit  l)i«>n  remarquer  (|ue,  pour  que  cette  équation  ait  lieu,  ii 
t  iii  t|ii<-      valeurs  lie  m  soient  égales  rigoureusement  et  sans  rien  né- 


j{li}4i'r.    \  o\  <  :  il'  niiiiiei  n  eilc  ei-iiessus. 


2"  Si  m,  et  m,  sont  iuiuginairus.  en  sorte  que 

Ail  =|K-l-vy— ■    et  m,  =  f*  — v</— I, 
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on  aura 

m»  — Jïij  — I     *     iWf  — JW»  — I     *      «1  — «j      av  ^ — i 

enMiiU'  on  trouvui-a 

ros[( A  +  fm.  )  il  =  co8((  A  +  r»  <1 2— lî:^  -h  sin  [(  A  -i- 1>  )  /]  =~  ♦ 

e"' -i^e'  "'  e'»'— 

sin  [(A  -f-  im,)t]  -  siii  [(A  -4-   tos^(A  -h  <^t)/]  p= — » 

a    .  •  3  V~~' 

et  de  mèine 

<»$[( A  *  /m,)  <  1  -  co8l(A  H-  !>)#]  —  sin  [(A  -I- 1»   =-^- — » 

ain  [(A  +  im,)t]  =  sin  [(A  +  i>)#l!Cl±îIll'  +  (.os[(A  +        -^"£  - 

Os  siihsiitiiti  ,ii>  f'itiivs,  (III  \<M'r:i  i|iie  les  imaginaîres  se  détruiront 
dans  la  fonnuie  (A;,  et  qu'elle  deviendra 

Frus[(A  -(-         -♦-  ■^sln[(A  +  <;*)'j  I-  

Ain«,  dan»  le  cas  où  l'équalion  (  J)  a  ses  deui  raeine»  ima^nairea,  la 
valeur  de  contieot  néceaMiremenl  des  exponentielles  toutes  réelles,  et 
qui  croissent  i  TinOni  k  mesure  que  t  croit.  • 

^'ipplicatiuii  de  la  solution  prh  t  dente  a  la  théorie  de  Jupdei 

et  de  Saturne. 

67.  Soient  I  la  masse  du  Soleil,  J  celle  de  Jupiter,  r  le  rayon  vecteur 
de  Torbite  de  cette  planète  projetée  sur  le  plan  de  Térliptique  (plan  que 
nous  regarderons  comme  absolument  fixe  et  immobile),  f  Tangle  décrit 
I  77 
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par  le  ra^fon  r.  pendant  le  temps  t,  et  q  la  tangente  de  la  latitude  hélio- 
rentriqiie  de  Jupiter. 

Soient  de  même  J'  la  masse  de  Saturne,  r'  le  inyim  vecteur  de  wn 
orbite  réduit  au  plan  de  IVcliplique.  f'  l'ungle  <)cnit  piir  ce  rayon 
«liii"Mii  If  même  temps  f,  et  7'  la  tangente  de  la  latitude  liélioeentrique 
tU'  Saliiriif. 

Klllii».  soifiil  l;i  [iciiM'ihliciilanr  mciii'c  du  ti'iilic  df  Jupiter  Mil  le  ]dHM 
(if  Trt  iijiif' la  |M  rpciidii  iiliiii r  iiit'iit  r  du  i'i-iitn>  de  Saluriie  sur  le 
même  pLui /j  ,  la  distauce  de  Jupiter  uu  Soleil,  c'esi-ii-dire  le  rayon  mené 
du  Soleil  à  Jupiter,  u,  la  distance  de  Saturne  an  Soleil  et  la  dislanre 
de  Jupiter  à  Saturne    en  sorte  que 


p  —  eq,  pfssr'^,   u  —  ^r*'*-^^r^t+jf*,   n*  =  r' ^ i  h- 9'». 

et 

e  -  4r7in ( ?  ^'H' +  (F-  »osO  -^9'  )f  -/»')'* 
-.  ^r«C I  -t-  fl' )  —  » «^€08(9  —  9')         ^"''Mi  •+■  ï'*), 

et  supposant 

R'- J  j'*^-rcoB(9'-9)  ^  fcos(9^-9)j^ 
<y=''  (5-^)r'sl»t9'-?). 

(III  aui"i  les  six  équations  suivantes  voyez  les  Artirles  XIV  et  XVl 
du  Mémoire  intitulé  :  Applicaiion  de  Ut  méthode  précédente,  «le.. 
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-»  •  0*  î=  o. 


dont  les  trois  prcin'u-resjreprésctitfiit  le  muuveiiurnt  de  Jupiter  ()<^nîngé 
p;ir  Sattirric.  el  les  trois  autres  celui  de  Saturne  der^n^é  |)ar  Jii|iiit'i 

D'nii  l'on  vnil  (|ue,  <|U!in(l  on  aura  calculé  les  (léraiifjeiin  itts  ilr  Jupi- 
ter, les  mêmes  formules  serviront  ii  calculer  (  eii\  de  Saturne,  piii.squ'il 
n'y  aura  qu'à  changt^r  r',  <f  ' ,p  ,  u\  J'  en  r,  ^,p,  u,  i,  et  vice  vertà. 

68.  Puisque  p^rq^  Téquation 
deviendra,  en  divisant  par  r, 

d*a      %dqdr  u  P 

dt*       rdt*      ^  rttV     '  r 

el.  melliinl  au  lieu  de  sa  nr  tirée  «le  ia  première  équation,  on 
aura,  après  avoir  etfacé  ce  qui  m-  deu-uil. 

at'  ^  ^    rtU^    "        r  **• 

dir'da) 


Ensuite  Téquation  — -^r^  -i-  Q  =  o  donnera 


77. 
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c étant  une  constante  arbitraire;  d'où  Ton  tire 

Dont*  les  équations  du  mouvement  de  Jupiter  flreroni,  k  vmïs»  de 

  4-R=o.  • 

J  rf/»     '        r*  rdr  r      ~  ' 

^  ?ï  = 

I,t's  ("(iiKitidiis  /  I  (loniieroiit  r,  ^  cl  ^  en  /;  d\m  l'on  i-onnaitr;!  I«" 
lit'ii  fie  l;<  |)li)iièl*-  à  ohiiqiic  inst:inl.  Si  l'on  voulait  (l«>  plus  avoir  t'tuhitc 
i|(i'«-ll<-  <le('ril.  (>n  n'aurait  qu'à  éliuiiner  le  temps  /  au  muvcn  de  l'équa- 
liou 

« 

hii|uelli'  l'ianl  niullipliéi'  par  ar'd-},  rl  en.suiU*  intégrée,  iluune 
C  i^tant  une  constante  arbitraire:  d*où  Ton  tirp 


di=z 


y/c  —  9  fQr*d<f 


Ët  cette  valeur  étant  substituée  dans  les  deux  premières  Ae*  équations  (  i  j , 
on  aura,  en  prenant  df  constant  au  lieu  de     et  faisant 
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les  équuiiuiLH  suivantes  : 

C-tfQfdf 

d'à  •  I 

70.  Supposons  que  les  forces  perturbstriees  R,  Q,  P  suienl  nulle»,  en 
sorte  que  Porbite  soit  décrite  en  vertu  de  Is  seule  force  '  ~  '  tendant  au 
centre  du  Soleil,  et  les  équstion»  que  nous  venons  de  trouver  deviendront 

lesquelles  étant  Intégrées  donneront 

I  -,-  j       _  - 

^^isln(?  — a).    *î=;  — g— ^i  +  ç'+wroslç  — »•). 

«,     «  t  ■■)  l'tiiiil  (les  t  oiisl.iiilr^  ai  liill'aires,  t-l  H  elaiit  égal  ii  C.  i      î'  . 

La  |)ieiiiièrc  <le  ceapdcux  i'uriiiulcs  nous  luuutre  que  l'urhite  est  toute 
dans  un  plan  Ûxe  passant  par  le  centre  des  rayons  n  ét  coupant  ee  pjan 
de  manière  que  i  soit  la  tangente  de  l'inclinaison,  et  a  le  lieu  du  nœud 
ascendant. 

La  seconde  fait  voir  que  Torbite  est  une  ellipse  dont  le  foyer  bsI  dan» 
le  centre  même  des  rayons  vecteurs  r:  et  pour  en  détenniuei-  r<'S|):ir*-  et 
la  position  on  considérera  que  si  l'on  nomme  (^  et  -v  le»  au^les  «loin 
et  a  sont  les  projertions,  on  aura,  ^  —  <t  étant  l'argument  de  latitude, 
et  9  —  «  sa  projection. 

cos(9  —  g)  siii(.,-2)     v' »-*-'/' 

cos(*  -  M    V  '  +  V  .    gin -X)"  V 1 ?' 

et  par  conséquent 


lif^  SOLUTION  DE  OlFI  bltl:.M>  PHOBLÉMbS 

COS(  9  —  '/»  J  —  fos  (  V  —  3t  —  a  ) 

fos  I  v  -a)  ito»(  at  —  'i»  )  —  sin  ( -  a  )  sin  (  a     '»  ) 

- 1  co»(«  -  M)  co5(4»  -  -i  )  -  sin(«  ~  M 1  Vî^V'î 

l  ^1  -»-  e'  J 

et  faisant,  pour  plu.s  de  simplicité, 
ce  qui  émw 

on  auiK 


(loiu- 


Or  .«  ^  cl  ry  I  +y"=u  rayon  vecteur  de  Vorhile  réelle:  donc 
l'équation  de  cette  orbite  sera 


"'m 

— sr  »->J<;C0S(4>— lit} 


l;i(jin'llf  fsl  visiblenu'Ul  n-llr  (I  tiin  i-llipse  dont  '       est  le  parameln* 

>•{  r,^  rt'xci-ntriritf.  A  l'é^'ard  de  la  pusitioii  du  t;rand  axe  de  eetle 
cllipM-.  il  i  sl  (■l:nr  (luf  <!'  ni.  (Icuiriera  le  lieu  du  pciiliciie.  el  (luur  avoir 
l'angle  correspundaiil  ^,  que  nous  iMtmmeron.^  jS,  on  ohtiervera  tjue 


lang(4*  — ci>) 


de  sorte  «)u'<iu  aura 

langes  -  ce)=  ÏÏiaii-'^^lî  =  un»(r.>  ^  z 
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71.  Ima^noQS  maintcnanl  qiH'  IVnVt  des  fVurrs  pfrturhaliict's  ron- 
sistc  il  l'aire  varier  les  quantités  a.  r  et  çt.  eti  sorte  que  l'urhitc  >iiit 
représentée  pur  une  ellipse  qui  change  eontiliuellement  d'e.spat  e  el  île 
position;  nous  aurons  donc 

r"  f  =  (sin(9  — dt)  et  ^  =  «cos(9  —  «j  +  ^ sin(f  —  «)  —  ^«rostv  —  «)î 

or,  puisqu'on  a  deux  indéterminées  s  et  s.  dont  l'nne  peut  étn*  tout  ve 
qu'on  voudra,  nous  mippoaerona 

slo(f— a)tfe  =  ecos(^  — 

ce  qui  donnera 

^  ^cros(o- a), 

de  sorte  que  la  variation  instantanée  de  la  latitude  sera  la  même  que  si 
le  plan  de  l'orhite  ne  cban^it  point  de  position.  Donc,  en  mettant 

siri(9  —  at) 

=  —  •  sin —  «)+     cos(v  —  at)  4-  ^  « sin( 9 —  « ) 
Donc  ou  aura,  au  lieu  de  l'équation 


cea  deuxHÛ 


irfg 

I  -h 

di  <ix 


t     lang(9  — «) 


=o. 


p:ir  lesquelles  «ni  connaîtra  le  mouvement  de  lu  ligne  des  nwuds,  cl  b 
variution  de  l'inelinai^on  de  l'orbite. 


016  SOLUTIIIN  DE  DIFFÉRËNTb  i'HOULEMbâ 

a"  Ou  aura 


I  ~  J 

s  — 


^î-i-q'-hr.  tos(  (f  -  '1»), 


«l'où  Tua  tire 


d*     l-f-J      gda  .  ,  tir,      ,  </'.,    .  , 

Supposons  ici.  à  riiniUttiun  de  ee  que  nous  venons  de  faire  plus  haut. 

«'OS  (  9  —     )  t/«  =  —  «  Sill  (  Ç(  —  6J  )  dtù, 

m 

de  manière  que  Ton  ail  simpleroent 

ds      l-f-J      q  du 

«■V.st-ii-ditr  qui-  lu  variiilioii  iiislaiiUinii  du  riiyoïi        ~  soit  la  iiicnif 

ds 

que  si  l'eilipse  demeurait  constante,  et  diil'érenliant  cette  valeur  de  ^> 
on  trouvera 

t/'i      1     iïdq*^-q d*q  q*dq* 


—  wcos(9  —  4i>j  —  ^sln(çi  —  '.i)  -r-  ^'>}cos(çp  —  m); 


or,  à  cause  de  ^    y*  = 


./*/•  <i*dti'       _       dq*        _  c*—  y'  _   I  -4-  e'  r 

''V\'+ï'    </(p»(n-g»)^     </9*{i -1-9')'     (i+fl')^    (n-f)'  v'-^tf 

de  plus 

dq__  r 

^         '  C-a/Qr't/9' 

donc 


1/9»^!  \i-t-y'      V  • î'     ~  =«J  y'"'<'v 

9  /' 


=  — ^1 9' ^  ^   
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donc  on  aura,  à  cause  de  i/ii  =  —  Jj" 


W  rfft» 


De  Aorte  que  Téquation 


 h  *  —  =  '     ^  ^    .  =  o 


se  changera  en  ces  deux-ci  : 

r^iU  L  J_ 

^  -I-  ung(f  —  tt)  1/5» = o. 

lrM|ii»'llr,s  siTviruiit  à  Iroiixcr  r,  t  t  >•>. 

Au  reste,  tiès  qu'on  ;iui  a  liouve  r  et  q  en  ^.  ou  bu'u  r,  «j»  t'I  v  «mi  /,  on 
pourra,  si  l'on  veut,  trouver  tout  de  suite  les'  valèunt  de  ce,  c.  w  et  i;  ;  car 
les  équations 


tloiineront 


Kl  «le  iiw'iiit',  li's  équations 

donneronU  en  faisant,  pour  abréger,  S  —  =  «, 

I.  76 
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72.  Les  ohst'i  vatious  iioiih  apprennent  ijue  le  niniu  riiienl  de  Jupiter 
MUtuur  du  Soleil  est  à  peu  près  cireulaire  cl  unilonne.  el  que  le  plan  d« 
son  orfaile  ne  foit  qu'un  très-petit  angle  »v«o  c«hii  d«  récliptique;  d*où 
il  sVnsuit  que  si  Ton  nomme  a  l'a  distance  moyenne  de  Jupiter  mu  Soleil, 
el  A  sa  vîtesm  angulaire  moyenne,  on  pourra  supposer 

r  —  aii-hij-j,    '^  =  ht  +  ix,    q  ii, 

y,  X,  z  étant  des  quantités  variables,  et  i  un  coefficient  triNi>-petit,  ob  il 

Tant  remarquer  que  les  valeurs  de  y  et  de     ne  doivent  renfermer  aucun 

terme  tout  constant;  autrement,  contre  riiyp»thNe«  <r  et  A  ne  seraient 

plus  les  valeurs  niovennes  de  r  et  de 
^  '  •  fil 

('e!:i  [Mise,  si  l'on  Hiil  cfs  stihslitiilinns  d;uis  l<-s  e(|ii:ilions  i  ilii  ii"  <>S. 

l'I  (ju'oii  iliMsi'  la  première  par»,  on  <iura,  en  poussant  la  pm-isiun  jus- 

«{ii'aux  i|uantiles  de  l'urdre  de  (\ 

.Jdzdr     .  didr\      P  —  Ra 
On  voit  d'abord  p^i*  rcs  équations  que  les  quanliles 


doivent  être  chacune  trës'pctites  de  Tordre  de  i,  pour  que  les  Iin  potlicscs 
que  nous  avons  faites  puissent  subsister. 
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Sup|lii><ill^  ilolli' 

el  le»  équations  pii-rédentM  étant  divisées  par  i  deviendront,  en  faisant 

a» 

■+■  i»(ioA'—  4*)/» -»-  3/»è/»'—  i»««A7»X  -»-  3/yX»  =  o, 

+  A»«  H-  ï  -  4fA»«r    a«  + 

lo/'A'z»-' -  ai»  ^^f'  >  -  «*  'Asr  \     i»aX»  -  o. 

-»-  a*/—  X  -  3iAv' -h  a/yX  -I- 4i»Ar»—  3iVX  =  «. 

Si  Tun  iiomiiii-  d«>  iiu'iih'  a'  la  distanee  moyenne  di*  Saturne  au  Soleil, 
A'  sa  vitt'KMi  angulaire  moyenne,  et  qu'on  suppose 

on  aura  les  iiiciiics  (■«|uuti<)iis  que  ci-devaut.  en  miin|uau(  seulement  lea 
lettres  d*un  trait. 

73.  11  faut  maintenant  l'aire  les  mêmes  aubatilutiuns  dans  les  valeurs 

de  P,  Q,  R.  et  premièrement  dans  celle  de  ^  qui  entre  dans  la  valeur  de 

cea  quantité»;  mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  simple»  noua  n*auroiia 
égard  dans  cette  opération  qu'aux  termes  de  Tordre  de  i,  une  plus 
grande  préeision  élant  (railleurs  inutile  dans  la  présente  ret  lit-n  he. 
Mettona  d'abord  a(  i  +  (v  i  à  la  plac  e  de  r,  el  a'(  i  +  iy'}  '^  la  place  de  r  . 

«•I  nous  alitons,  en  iié}j;li}{fant  les  ternies  q^,  qq'  et  7',  qui  seraient  du 
.second  ordre,  et  Taisanl,  pour  plus  de  simpliciU*,^ 


7«. 
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savoir 

V  =  ^a'  -  %aa'  cosô  4-  a'»     iti{a\r  -+-  «"/^  )  —  liaa'  ( y'  )  cosô , 

d'où  Toa  tirr  par  les  série» 

^  =r     —  Ttaa'  cusfi»  -t-  a'']  ' 

-  3i  [«y  -h  cf*y  —  on' (/    z') COS0]        naa'  cosô  -*-  «'•]"  ' . 

Or  les  quantités 

(«»— aoa'oobO -I- «''J  '    el   [a' tmo!  vusù n'']  ' 

étant  irrationnelles,  il  est  nécessaire  de  les  réduire  ^  uni>  lunne  raiion- 
upIIp,  sans  quoi  rintégration  des  équations  proposées  ne  réussirait  point. 

Pour  1(1:1  je  remarque  qu'en  faisant  la  question  se  réduit 

à  ciiaiigrr  en  une  fonetion  rationnelle  une  quantité  de  cette  forme 
f  I  —  25!  cos  i -f- ce*  r'.  dans  laquelle  a  est  uue  frui-lioii  nuiindrc  que 
l'unité.  Or.  puisque 

I  — «acos9  +  a*=[i  — a(co80-i-sin9/^)J  [1  — «(cos9  — aJn9^^]J, 

on  élèvera  la  quantité  1  —  «(cosff  ± mn6  V—  >  )  &  la  puissanee  —  «:  ce 
qui,  à  cause  de 

(cos6dr sinO  v'-^r  =  cosmd± sinmd  v'^i , 

donnera 

,1  —  «  cosO  ±  siii  V  V  -  • 

  i(j  -(-  I  )   

^  I  -i-  S3  cosOit  siii6  \  —  I  ^  -«-      ^  a'i  cosaôisiuaû  V  — '  / 

H-  a'(oos39±sin39  ï^:::T)  -1-. . . . 

De  sorte  que.  si  l'on  fait 

5  a. 3 
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un  aura 

[i  —  a'cosô  -»-  siiiS^— I =  P  4-  y  V  ~' 

et 

f  I  -  «  f  roae  -  sin  9  V^)]"*  =  P  -  0 

Donc 

(  I  —  a«  cos  8 -+- «»)r-*  =  F + Q». 

Or,  «  Ton  fait  les  carrés  des  deui  séries  P  et  Q,  et  qu'on  ajoute  en- 
semble  les  termes  qui  auront  le  même  coefficient»  en  faisant  attention 
que 

cosirS  COSJI0 -t- sUimOsiOJtS  =  C0S(in  ~  «)  0, 

on  trouvera 

(  I  —  a  a  C089    «■    =  <i       ces  9  <«- e  C0S3  9 -t- (0  rosS  d -t- . . . , 
les  coefficients     «t..  z...,  étant  exprinios  de  la  manière  suivante  : 

—  =is*-hê—  -i  T  'eâ'¥...t 

a  a  a  a. 3 

a         a  a. 3  a  a. 3.4 

et  ainsi  de  suite. 

Au  reste,  quand  on  aura  déterminé  par  ces  séries  les  deux  premiers 
l  ocfTicients  et  a,  on  trouvera  tous  les  suivants  d'une  manière  très- 
simple  e^trèsofaeile;  car,  si  Ton  prend  les  diiférentielies  logarithmiques 
de  Téquation 

(i  —  atccosS-»-  ai*)-'  =  X4"Acos9-«-$CMa9  -h.. 

et  (lu'iiprps  avoir  iinilliplic  les  deux  nifiiihics  en  ciuiv  ou  coni^iiU'c 
tortue  à  terme,  on  aura,  comme  M.  Euler  l'a  trouve  le  premier  dans 
Beektrd^iurhmomaiimtdeSaiiirM!, 

g,    (n- «*)•*  — «*«"*. 

«»  s      -  —  —  — ;  — —  f 

(a-i)a 
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^  

_  3(n-flt»)(0  — («-t-l)a{g 


CuniiitissanI  ainsi  touit  les  coelTuii  nis  cl<-  hi  >«  iif  (jui  re|>résciii« 
( I  —  aacos^  -h  «*      <»ii  tmiivcni  tout  d»-  suite  ceux  de  la  «érie  qui  «"x- 

prinif  I  —  2S(t'os5     a'       :  car,  <li-ii(>(aiil  ces  dri  tiiors  |»;ir  'i".  ;)  ,   

il  l'uiidni  quf  l:i  st'rif  'i'  '  ^  tos5      'ifts^-O  -h  ....  clanl  miiltiiilic»'  |)ar 

I  —       cusJ  +       (Icvif III)»' faille  il  Li  xM  ir  \   i  ii;.  rosi  +  S  «  osai -t-  

Lii  inulti|)ii('uUoii  liiitc,  lUi  truuvt-rii,  «>ii  rum|)ciiaiit  les  di-ux  |)r«iiiii>rs  ' 
U>riiM*8, 

Or  .4)1  est  duiiiié  en  «f  et  ^  de  la  même  manière  que  c  est  duuné  en  -X  et 
de  ^M>rle  qu'on  aura,  en  mettant  «h-  i  k  la  place  de 

« 

Donc,  substituant  eette  valeur  de  A*  on  auira  deux  équations  en  .i,  <f 
et     d'où  l'on  tirera 

Il  -t-  a')-t  -H  *  atiiv 


Ensuite  on  aura 


a(i4- a»)  A  —  («  + 

*  =  ;  .   ^» 

(»  —  «)« 

e  =  , 


3 

Tout  se  réduit  d<»nc  à  trouver  les  valeurs  de  ji.  et  de  nb,  lorsque  «  = 
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(ir  Ih.s  si'ries  ci-dessus  duiiiii'iit.  pour  «  e  cas, 

ietM|uelles,  k  cause  de  «  =  -  environ,  dan»  la  théorie  de  Ju|)iter  t*l  di* 

Saturne,  seront  asseï  convergentes  pour  qu'on -puisse  se  contenter  d'un 
pi'lil  lUMiihre  de  tiTiTies. 

Pour  faciliter  le  tnlcul  de  ce«  deux  séries,  li'S(|iicllfs  peuvent  iuisfti 
èln*  irii>;iîit'  <l;iiis  |ilii>ii  iirs  mitres  ori  MsionN,']»'  v;ùs  tiiitiiu'i  i<  i  les  lo^ii- 
rillinii's  (les  (lilicreiiles  puissances  de  v.  qui  eulrenl  dans  les  vuleurs  de  -i 

et  de  —  • 


lin 

tjNiAlurmiM 

lift* 

«'iwnkitiiii*. 

1 

UMMBirilHIM 

ttes 

rotnirifiil». 

3 

 . — . — — 

I 

o,  i7<><Hji  î 

1  ,tnK)7(jfii 

x" 

1  .•i8fl<M>i<) 

2' 

1  ,o47<K)  Il 

'J.  "* 

1  ,  loaij  ')  i 

«• 

ï" 

1  ,o7n57tiii 

1  ,  il  i(H>i|  i 

a' 

x" 

1  ,o«j4o573 

x" 

1 .1v8..c3! 

** 

x" 

I.ii5'i466 

1  »" 

1  ,  i  J  l.îli<4 

o,  «7^8901 

X»* 

1,1364359 

a" 

1 , )â4iâiâ 

x' 

o.7lioi{8fi 

«" 

1 

i,166a5o8 

ï' 

1 , 17 1(1  |i'>j 

1  *' 

X» 

i 

i.J89x3io 

a" 

a" 

1 ,aio5o37 

1 

i.4au5iao. 

!  a" 

.i.H<jy-ÎH4'. 

^* 

1 ,aaG8g4 1 

ï  ■ 

1  .  j  1  1  /  Î  'mj 

«" 

a,g34'>luB 

»" 

i.a4>4S45 

x" 

1.4.119^98 

«" 

0,9644740 

«" 

i,a585a45 

i  •• 

o.go4437« 

i,a7Î7«45 

•  * 

En  examinant  cette  Table  il  est  aisé  de  voir  que  les  diflereuces  de,s 
logarithmes  forment  une  progression  décroissante;  d*où  il  sVnsuit  que 
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si.  aprèti  avoir  pris  la  somme  d'un  nombre  «lueloonque  de  termes  de  l'une 
uu  de  l'autre  série,  on  en  regarde  le  reste  comme  une  progression  géo- 
métrique, Terreur  sera  toujours  moindre  que  la  somme  de  cette  pro- 
gression; ainsi  il  sera  aisé  de  juger  de  la  quantité  de  Tapproumation. 

74.  Supposons  donc 

l  a*  —  aoo'  cos6  -•-  a'')"  '  =     h-  iHm  cosO        cos  a6  -i-  (0^  cos 30  -f- .  . 

«I 

[tt'  —  -koa! cos6  -t-  a'')~*  =  tf,  -i-  ^, co$6  -4-  A. cosafi  -4-  Si  C0s39  -t- . . . 
et  nous  aurons 

^  =  -^ -Hfe,  cosô -H  £.  rosaô  -f- (Û,oos30 -K. . . 

-h  \a'  A,  —  aa'        —  j  «osa©  -t- . . .  J 
-  Siy  ^«e*^S,  -  «a'  ^  -»-  (a*»  ^  -  ««•  «,  ~  au     j  cos8 

(^«'A,  -  oa' ^«î^'j  ces afi -»-..  .J, 


ou  bit!  Il 


=  4.,     Hb,  COstf -4- e,  COS20 -I- (Di  cos 30 -t- . . . 


•  iy{^t~^  ^jCosO  -»-  t<ljCosî5  ->-  «,  cos  3  5  -f- . . .  ) 
•i-iy(4?»-l-^cos0  -HA«coS30-<-Stro»36  -)-...)« 

«n  faisant,  pour  abréger, 

^  =  3^«i'—  «'^.j. 
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75.  Cela  posé,  on  aura  d'abord 

L  =  a{X,    Tfci  cos9  4-  &,  cosaO  +  <0,  cos39  + . . .} 

+  ly»  <4-  4?,  -4-  (iib,  -♦-  cosfl  (e,  +  A,}  ces  9  0  ((0,  H-  fc)  CO«39  +...] 
-I-  iyat^Sy  ■+-  ^  C0«9  H-  Jl*l!OSa0     S»  COs30  )i 

et  de  même 

r' 

—      Il'  ;  -i,  •+  II!,,  cosO      C,  eus  2Û  -»-      cos  3  ) 
»* 

t  (  )  (/'  i  1';  4-     COS  !/  -à-  A,  cos  s  G  -t-  .s,  cos  30  -f- . .  .  ) 

-H  <y  «'  [.  t ,  -H  1*,  4- 1 tlS.,  -f-      ros  6  -t-  (  £: ,  -i-  A,  )  ros  a  6  H-  (<  is,  -4-  »,  )  ros  3  6  -•- . . .  J . 

Donc,  multipliani  cette  dernière  quantité  par  coefi,  on  aura 


ifl,,  -f-  (0, 


Or,  en  négligeant  le»  termes  de  l'ordre  de  i*. 


I 


I. 


79 
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et  pur  ronséqupnt 

^  cosfl  =     CQB0  —  ii.r'  *r,  ^*>^^'  ' 
u'j  o»«  •  a»» 

Doue  si  l'un 

^, r=  a*  >«.,  —  a'rt'   -4- 

a 


♦ 


1 


» 


■  ^  ._r  /  ^1        «^i  ^'         ^  \ 


on  aura  (n*67) 


• 

j» 
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Maiiilciiitiil  iiM  aiint 

^ sio0  =  fl- 1  (.1,  _  i  )  sine  +  sin>S  + 

H-       j  (tf. -       sinû  +  ^  *- siii2&  + . . .  j 

.  M  .[(  i.^'lV  sine ^ 7 - V) ->  ...J 


et 


sinfii  _  -"r.Miiii     3  0"'  ^sinCr. 


Donr,  si  Tiir  mulliplie  res  deux  quantités  pur  r^a\i-^iy\,  et  qu'on 
{nom 

=   ^  y,, 

tlb>  =  a*a'  — 

2 

4,  =  ..^(S;r^»^  +  S.'^«'.). 


♦ 


A, 


ou  Hiira  I  numéro 


J' 


:9- 
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i^x('£,  ùnO  -t-  ^, sinad  +    wn3ô  -(-. . .) 
j' 

+  r-/(4F,Sln6-4-^,9iila9-4-A,si]i30^...). 

Eolln  on  fl 

d'oii,  eu  lu-yligciiiil      liTiiies  df  rorilrede  i\  ou  auni 

P  =  (  J'  |^(  «a  —  l'a'  )  (-JU,    Hhi  cos9  -I-  €^  cosafi  <!-...)-•-     J  - 
De  sorte  qu«,  si  I'od  fait 

11* 

J».  =  jr,  —  «•«'<*>n  *»=  — «'«'Hki.    €,  —  —  «•«'6.   . 

on  aura,  aux  quanlîtés  de  Tordre  de  i*  près. 

^~      —  I  4  '  i-^»     15»»  cosfi     S,  cosaô  +  uD,  oos36  + . . .  ) 
y 

-f- 1 -s  s'(  A,  •«- «h»  cos9  +  @t  C0S99 -I- <fi^  C0839 .  •  •  ). 

Et  il  ne  irstora  plus,  pnur  acliovcr  les  siilistitiilitins,  qu*i  mettre  au 
lied  (If  0.  (•'('st-à-iiit  t'  ;hi  lien  tif  —  p',  sa  valeur  h  —  h  t  -h  i  {t  —  .r^), 
ou  l)i«'U.  en  faisant  //  —  It  -  II.  n/H-/(;r  —  .r'i,  or  qui  isl  tiès-l'acile, 
cur  il  u'}'  aura  tju'à  uieltre  purtuul  dans  les  expressions  pm'édtMilcs  H/  à 
la  place  de  9,  et  ajouter  ensuite  b  la  valeur  de  R  la  quantité 

-  f  i^,{jr  -  x')(«,slnH/ ae^sinsHl -4- 3(»,siD3li/ ^. . .)« 

cl  à  celle  de  Q  b  quantité 
J' 

f  j(4r  ~  jt'  )  (  4.,  GosH  t  -H  silbt  cos»B  f  4-  3e*  cosSHl + . . .  )• 
76.  On  sait  que  les  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  très-petites  . 
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par  rapport  à  telle  du  Soleil,  en  sorte  qu'on  peul  supposeï-  |  ^  nu  el 
J  ^  im'i  donc,  puuque  b  s=        (n**  72j.  un  aura 

I  -H  im 

où.  fai^t  ■■'   .bss  D, 

d'où  il  s'ensuit  »|ue  les  (jUHntités  P.  Q.  R  smil  ti  es-|)olili  >  tir  lOnlii'  <ie  i. 
el  (ju'Hitisi,  pour  s;itisf;tire  ;iux  é(|u;itious  X"}  du  numéro  cite,  il  est  neces- 

sîiire  de  supposer  ^  presque  égal  à  A,  cl         ou  bien  b  pre.s4|ue  égal 
Soit  doue 

^-A  =  if  et  »-A'  =  ig. 

(il  les  équalioi»  (à)  donneront,  après  avoir  substîlué  tes  valeurs  de  R.  Q 

et  iLllîî,  iruuvées  ci-dessus,  et  divisé  le  tout  pan, 

—  in J"/- (£«sinli/-i-^.8inall/-t-..0<'' 

—  iaj  (x  — *'}l.U,cosU/  -t- ubtCOsaU/  )dt, 

Y  =  g-»-  n(-i,  ■+■  !«.,  cosHr  -f-  S.roszBl  -H. . .) 

inr("Jt\  -I-  <J.cosll/-f-Jl.co8»Hl+...) 
-h  nir'('l\ ^.rosll/  -V  +I.COS2II/ .) 

—  in ( X  —  x' ) ( »tl>, siii Ht  -h  Z2 ain x 11 /  -t- . . . )» 

Zssins  (Ai.-i-«,oosHl't-e«co8»Hr+...j 
ins'(^<i-''AtC08H<  -4-  Gi  cosaHl  -»-...)• 
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77.  Ayant  ainsi  trs  valeur»  de  X,  Y  etZ.  il  ne  s'agira  plus  que  de  les 

siili.siiiuer  dans  Ufs  équations  du  n*7S.  Or,  si  Ton  met  A'  4- (g  au  lieu 
d«  //.  qu'on  néglige  les  quantités  aflèctées  de  i*n  el  de  /  p;ir( c  qiip  n 
••si  aussi  un»'  (|(i;uitil('  fort  |M'lili'.  t-oninif  on  If  verni  plus  lias  .  et.  (iiTa- 
(ires  avoir  ajuule  vnst'inlile  les  cuellicients  des  termes  analugues.  un  t'a^M: 

— *f—  


•Ji  i  /l      I  f  ) 

Va 


11b.  'i*,. 


iMn  =  ^  *!„ 


et  ensuite 


<|»  =  .1.  «usU  /  -       ni»»  »  H  /  •.   -  t  n  'i,  (i.sH/ (tis^H/ . .) 
iV  (  'l\  -t-  ^,  t  us  H  /  +  .Hi  eus  2 11  /  -f- . . .  j 

-f-atA  //-(*l*,slDH<-t-^«sinaHl +...)</! 

+  «rA  (  »■•( «f, stnHf  -4- ^«sinaHl . . )rff 

-  /  »     j  r  y...  sinll/ -t- SjslnaH/ . .) 
aiAj'tx  —  x')(-v^cosUl  +  '*iCosaHx  +  . 

1  ^.1  t 'Jf.  sin  H  /  -+-  ^,  sin  .•  H  /  -(- . . .  j 
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'J      ~    )('^cosUl  -f-  lAiCossIh  -i-..  .jdl, 
on  aani  les  équations  suivantes  : 


631 


(/) 


+  g  -  a Ar -  f  f«  +  n<ht -  3i  [ A*  -I-  f  (4A r  -  g )l.r* 
3., 


-  Ji(A»-i-ig)»»+6i*A»/*+  3i*Ay«»4-n»"  o. 


(m) 


^ + [ A*  H-  f  ( 9 A r  I  r* + n<iw. )i  «  -  4/ (A* + «/A f)  sr 

dzd)          .,,                  (h  li) 
%t —ni-  -i-  iin-n'ij-  —  ■ii'X~^nz  r/l»4  —  o. 


^  4  2(/i  -t-  if)^  _f_3i(A  +  if)j^+4i'A^'4^  nS^o. 


Telles  sont  les  équations  du  mouvement  de  Jupiter,  en  tant  qu'il  est 
altéré  {Mr  l'action  de  Saturne. 

On  trouver;)  des  f-qnatioiis  srniblableB  pour  le  iDuuvcmiMit  <lt'  Saturii*- 
«lérangé  par  Jupiter:  il  ne  r;uiili;i  pour  rcla  que  mettre  x  ,  y',  z  a  la 
place  de  .r,  v,  z,  cl  rice  rend,  et  marqiici  tmiles  les  autres  letl^e^  «riiii 
Iniit,  à  l'cxccptioi)  tic  H.  l;u]iie|[e  étant  égaie  à  A  —  A  deviendra  A  —  A, 
c'est -à-dire  simplement  négative. 

78.  Je  remarque  maintenant  que  tes  équatiooâ  (/;  et  (m)  peuvent 
réduire  à  ces  formes  plus  ûmples  : 


en  supposant 
et 


.  /  dz  dr\      ,  1    .         ,  ''»'\ 


dz  ily 
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Pour  le  prouver»  et  déterminer  en  même  temps  les  valeurs  de  a,  J3« 
(I,,  y,  n,..,,  je  prends  d'abord  les  difTérentielles  secondes  de  y  et 
des;  j'ai 

.    /  di'  d  y     ,dydz  d  z       d:  d'y       dy  d'z         d'y  d'z\ 

d'z      d'z      .    l    d'z        </'»'  dsdy\ 

.   (dy  d'z      dz  d'y       d*M  d*x\      -,    /,  .«/'i  ,      ''^  \ 

/  <ir*  d'z     .dzdyd'x      dy  d'z      dz  d*y        d'z  d''y\ 

yip  dF'^'^'^'dF'^'^TtTF-^^TtdF^'^dF'apy 


+ 1»» 


„      .      .       1   .  .  1      1        I    d  y   d'z    d*y   d'z    dy'    df  , 

Ensuile  jo  siil.sliHn-  a  h.  pla.e  dr  leur» 

valeurs  tirées  des  Équations  (/;  et  (m),  en  négligeant  les  quantités  qui 

seraient  affectées  de  i'.  ou  de  i*n:  et  pour  avoir  les  valeurs  de  ^  et  ^ 

(car  les  autres  se  déduisent  aisément  des  équations  citées),  je  multiplie 
l'équation  (/)  par  3<(^,  et  l'équation  (m)  par  atfs,  et  ensuite  je  les 
intègre,  ce  qui  me  donne,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  de  «'  et 

de  in,  parce  que  ^  ^  ne  se  trouvent  que  dans  des  termes  déjà 
affectés  de  i. 

dy' 

~     l^A'  -t-  /  (tiA  f  —  2g  j         .'  ;  g     î/if  —  /  (•'  —  n  A;  i 

-•-A  —  aiA'j^  —  ii/i' J  z'dy-i-in J ^dy  ~ ô. 

^  (  A' -t-      f)*'  -t-  B  —  8iA'  /  yzd»  -t-  4i  I       dy  4-  a/  «  j  ^'dz  —  o, 
A  et  B  étant  des  constantes. 
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Je  conserve  exprès  le  terme  a  in  Çwdzt  parée  que  la  quantité  Y'  cun- 

tient  un  terme  dv  cette  furmc  Vo^z'  cosH/.  lequel  étant  multi|)li(>  |>ar  dz, 
et  ensuite  intégré,  après  avoir  substitué  les  valeurs  de  «  et  de  a',  en  i.  se 
trouvera  divisé  par  des  quantités  de  Tordre  de  i. 
Or  l'équation  (m)  donne,  en  rejetant  tous  les  termes  affectés  de  i, 

et  par  ronséquent 

mais,  en  mettant  au  lieu  t\v  ^  «m  de  ^  leurs  valeurs  appriiehées 

—  A"a'  — B  et  —  /t\y  -  g -h  aiif,  car  on  |)<  ui  ii«  gliger  iri  tous  le»  termes 
affectés  de  i  et  de  n, 

/d's  .         dydz       Cldl'.         d'r  ^  \ 

et,  à  cause  de  j  Yzdz=  ^.v-*—  a'rf»', 

*   C  d*9  .        drdz     /i'  r    .      _       A»    .     g  — aAf  , 

Donc  ou  aura 

7     J         •  2  ■  Ht*  '  9 

d'où  l'on  tire 

r  ,  ,  I     .  drdz      9H  g-aAf_ 

J  ^   = -i^^^-m'i^-  377.  ^  -  -âip- 

Donc,  si  Ton  met  cette  valeur  dans  la  premifere  des  deux  équations 
ci-dessus,  et  qu'on  substitue  ^h*jz^dy~  By  dans  la  seconde  à  la 
1.  8o 
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place  de  J  ^dy,^  ubaj* ic<nïlt)*'dx  k  la  place  ôb  J on  aura, 
aprta  les  réduotiom. 


IF    [**-^  «(fi*'  -  'f)]y  -H  a  [g  -  «*f-  #(  f  '  -  B  )  4^  Il  m  r  * 


■4-  A     t(g—  a*f)«»—  '^jI^  *  An  |  ^ér=Ot 

Os  substitutions  faites,  on  trouvera,  en  ordonnant  les  termes. 

V-  6i  jS  ^g  -  « Af -  /f »  + 1 1 B  H-  Q  Jk,^ 

H- 8i»yB  —  6<«aA  -  »i»eB  +  ai'qA'Bj x 

—  (g  —  aAf  —  lï*  +  mil)  —  oi^A  —  »i>B  +  a/'n  (  g  —  aA  f)  B 

H-  ^3/A' + 3i'(  4  A  f  -  g  )  -  4    i  A*  4-  i(6Af  —  ag  )]  - 15  iM(  g  -  a  A  f) j 

-I-  ig)  -  ai»jilg  -  aAO  -  4i>(A»  +  «f*f) 

-i»i(g~tAf)-4/»uA»(g-aAl)l  ^' 
•I- (~  fi/'A* -I- toi  >  pA* — 9f*aA*) 
+(—  3#»A»  +  /»0A»  -t-  i6j*yA*->  5j*tA*  4-  4i*4A*)/t' 

4'*P  -  <i"»y + 4»'«  -  5i»i,A«)*  ^ 


^  -  A'  — i{aAf-i-*f*-«-n-^«-i)—  i>(g  — aAf— ^f•-f-n,^) 
-H  aiv(g  —  aAf  —  iP  +  nX,)(  A* -I- aiAf) 

-  3i«  »  A»(  a  A  +  B  )  -  6f  '  «B  -  ai  »p  A  +  ai*»A»  A I  « 
•I-  |^4r(A'-t-  aiAD-  ai>[A>-i-i(4Ar-  g)) 

•I-  aiy  [A'  -4- 1  (6Ar-  ag)]  (A*-l-  aiAf}-  aoi*  yA*(g  -  a  A  0 

^6i«p(g-aAf)  +  6i»aA'(g-  aAf)j  v 
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H-  (  i  l'y.  h* -  6/»»»*«  -  9/'tr*')  *• 

-f.  (al»  —  ai'ft    i6/'vA>    ^i'p  —  5i»*A')^2^ 
+  n      /V  1 V         +  ai ♦ . 

Je  m«l8  donc  ce*  valeors  de  y,  z,      et  ^  dan»  les  équations 

et  «-nsuitr  j'i  galf  U  tvi-o  les  leroies  homogènes,  vt  i|UÎ  me  donne  les 
équations  suivanies  : 

—  A»  -  /(6Af -  ag  +  a/f  +  n«« )  -  6i|)  (g    a Ar  ^  f  r>    I  r  B  -4-  n.^^ 

4-8i'yB  —  6i'(3A  -  ai'eB  +  7/'nA-B  -4^  K'  =  o, 

—  (g  —  %ht—  iV    nXt)  — .ai^A  —  ai>B     ai'ï)(g  —  aAf)B  -i-  «k*  =  o. 

3A'  +  3i(4Ar-  g]  -  4P[A>-|.  t  (6Ar-  ag)]  -  iS/a(g  -  aAf)  -|.  |SK*  =  o, 
3 

-{A'-n'gJ  —  2/^(g  —  aAfj  —  4yi  A'  -t-  •''/if  i  —  '£(  n  —  -y/itj 
a 

-4-  4^5  A'ig  —  aAf)     yk'  =  o, 

—  6A*    lo^A' —  9dA' -h  dk' =  o, 

—  3  A*  -f-  ^A*  -H  i6)rA* — 5(A*    4ii A*  +  cK'  s  o, 

—  4|>  —  4y 4« -  5»!*' ï)K»= o. 

—  A*  —  i(aAf -t-  tf*  -«^  nX|)  —  tfi(g  —  aAf  ^  /f>  nJl,) 
■+•  aiy(g  — aAf  —  ir*-t-nA|}(A*-i-  a/Af] 

-  3i»»AM  a  a  +  B) — 6i»itB  —  »»»pA  -4-  ai'S'A*  A  ^i?=:n, 

80. 
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4 ( A»  +  2 1* f) -  »ft [A»    1 ( 4  A f  -  g  ) ]  -«^  2  V  [ A'  +  I (6Af  ~  ag)] (  A»  +  ai*f ) 

—  sotvA*(g  —  aAf)  —  6r>(g  —  »ht)-*-Gi9^{E  —  aAf)  -l-  fiL'  = 

—  2    aju  —  »[*A»  -f-  /(  aoAr  — '8f  )]  —  3/»(g  —  aAf)  +  »  M  =  o, 

^  A*  —  6y  A*  —  9ir  A' ir  L*  =  o. 

—  lu/i'  -t-  7  fi/»-  —  Mivh'  —  ^tp/i  -+  4^/*'  -•-  pi-<'  —  «. 
a  —  aju  -f-  irtvA'  -f-  4p  —  5ff  A»  -t-  t  L'  =  o, 

-«F-(^-a*pA»)»»-»^^+îi  =  o, 

pjir  <»{i  l'on  «It'lcimincni  les  valeurs  des  cot'lliciullt.'s  K^  «,  ,3.  /.  o.  •/■>." 
!>-.  'j..  V,  nr,  7,  iiiii'^i  i  cllos  de  t'I  «Ir  t-n  ayant  soin  de  [mhissit 
If.H  val«'iir'>  ilr  K\  1.^  cl  y  jusfui'aux  qiiatilili'>  lit' l'onli «' (le  i^etiu.  crllcs 
«If  ^.y,  a,  >  jusiju  aux  qiiatititfs  de  l'ordri'  de  i  el  de  n  seuleiiieiil.  et 
4>nfin  de  négliger  dans  Ipb  antn^s  trintm  Iok  quantités  affectées  île  i  et  <fe  n. 

7!).  Si  l'on  regarde  la  <|(iuiitiU>  se  eutnme  cunnue,  et  (lu'uu  s'en  serve 
|)our  délerininer  g,  un  aura 

t=saK'-t-  aAr-  nA,  -4-  /(f*—  a^A  —  ayB)  aj'ii«K*Ri 

ensaite»  suppOMOt 

IL  =  A  +  fA-  el  L-A-Hiï, 

on  trouvera 

Ar  =  r  -«-  aAa  +  ^  i  4  A  fa    i5A*a*-  5  A  -  B)  +  ^(tf.  4-  3•^^), 
/  =  r-h  aAct  -t-  ^(4Ar«  +  iSA»»»-  SA  -  B)  +  ij  .V,. 

XI  K  3 

p  =  i+ •  y=-  +  iai)A»,    4^-»  e=--l-«A', 
j  a  a  a 

.,  ,  ./4f    (i-t-jA'  V         :i         l'i  . 

*  -I-  ai^*/  -H  4'iâJ"*</r  -^-  4 ' '  y  «S»iJ  (oosll /  j  «' */«. 
.  4  =  ¥  +  (ji  -  avA*)««  *^3^' 
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El  l'on  remarquera  qu'il  restêra  encore  deux  indéterminéen  ij  ri  9. 
lesquelles  pourront  être  supposées  égales  à  tout  ce  qu'on  voudra,  selon 
w  qu'on  jugera  plus  commode. 

A  l'cprd  dos  quanlités  a  et  f,  il  faiulra  les  prciHlrt*  ilr  telle  manière 
que  les  deux  conditions  exprimées  dans  le  n**  72  aient  lieu,  u'esl-à-iiirr 

que  les  valeurs  de   et  de  ^  ne  renferment  aucun  terme  tout  conslant: 

ainn  re  ne  sera  «|u*après  avoir  trouvé  les  expréssions  générales  de  v  et 

dx 

t\v  —  »»n  I,  qu'iui  |M»uiTa  (iélcnniiicr  los  ronstantps  a  «•!  f. 

An  n'sic,  t-oininc  il  ii'i'sl  pas  ahsnluiin'iil  iK'ccssairt'  tiiif  la  i|iiiiiilit»'  a 
iv|)iTStMiU-  exacicmi'iil  la  liistaticc  iiittu'iiiii'  *i*-  la  plaiii'lr,  on  |)(ini-ia,  si 
l'on  veut,  se  roiilt^nter  (it*  remplir  la  seeuiidc  des  deux  cuudiliuiis  diiiil 
nous  venons  de  parler,  et  pour  lors  on  aura  eneore  une  nouvelle  indé- 
terminée ce  h  volonté. 

Enfin,  pour  déterminer  A  et  B,  un  substituera  d'aiwrd  dans  les  équa- 
tions (ô)  et  (p)  les  valeurs  de  ^  et  s  en  <•  et  on  fera  ensuite  des  équations 
séparées  des  termes  dans  lesquels  <  n'entre  pas.  les  autres  étant  censés 
sé  détruire  d*eux-m ('mes.  Or.  en  mettant  au  lieu  de  v  et  ;  leurs  valeurs 
apppoehées  y  —  a  el  /,  et  iie;;li^'eaiit  tous  les  ternies  afi'eetes  <le  /.  ainsi 
<|ue  eeiix  qui  niiilieniieni  <le>  sinus  el  des  t'osinus,  un  a,  à  euuM-  de 
g  —  2At'Hgal  i»  Ires-peu  près  à  «A', 

et 

A»a*-»-B  =  o. 

De  aorte  qu'en  ne  prenant,  dans  les  valeurs  de  y*,  ^1  s*  et  ^»  que-les 
termes  constants,  et  omettant  les  autres,  on  aura 


et 


ds* 


,   Digitized  by  Google 


«as  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLEMES 

80.  pour  mettre  nos  fonnulc»  sous  une  fonne  plus  commode  «it  plus 

siiiiplf .  nous  ferons  a  =  o,  q  =  o  et    —  muvennant  quoi  non» 

aurons 

(l'on  I  nii  lire,  en  ne  poussant  la  précision  que  jusqu'aon  quantités  de 
l'ordre  de  i*. 

./      a/f  \  d7.d\  • 

ou  bien,  en  roellant  pour  ^  et  ^  leurs  valeurs  approchées  —  A^-y 
et  —A*  s. 

Et  si  l'un  substitue  celte  valeur  de  y  dans  l'équation  [nj  du  n"  77, 
un  aura 

U  =  -  a( A  +  If )y  -Hf  ^.  i(A    if)(5j^-»-  »•) 

équation  facile  k  intégrer  dis  qu*on  aura  les  valeurs  de  y  et  s  en  i.  On  se 
souviendra  seulement  qu'il  faudra,  avant  l'intégration,  égaler  li  aéro  tous 
les  termes  constants. 
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[)t'  (ilus,  si  Toa  veut  avoir  rex|)i>fssion  du  nyon  vecteur  it  de  rorbite 
r^«lle.  on  fem 

«t^rpiDine  u  —  r^4-^,  on  trouvera 

t't  inellaut  au  lieu  de  yetz  leui-s  vali-urs  en  }  et  z, 

3 

Ainsi  le  problème  ne  dépendra  pliu  que  de  l'intégration  des  équation» 

(«•)  ^-«-LPE-i-in£=o. 

81.  Si  l'on  t'ait  Jiso,  on  aura  le  itas  ordinaire  où  l'orbite  est  une 

ellipse  iiiiinubile. 

On  trouvera  doue  pour  ce  cas 

y=sAeos(K<- A)  et  a  =  Asia(Lf  —  £), 

A,  A»    et  £  étant  des  constantes. 

Donc  :  i«  A  =  —  *«A*  et  B  »  —  A* A*  (n"  7»);  a"  si  l'on  substitue  ces 
valeurs  de  y  et  de  i  dana  le  second  membre  de  Téquation  (s),  et  qu'après 
avoir  développé  les  puissances  des  sinus  et  des  eosinus  on  égale  k  zéro 
tous  les  termes  constants,  on  aura,  aux  quantités  de  l'ordre  de  i'  près, 

d'où 

De  sorte  qu'on  trouvera  (è  cause  de  «  s  o  «t  de  n  s  o)  i(  s  o  et  /=  o. 
et  par  conséquent  K  =  A  st  L  s  A  f  n*  79). 
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Sî  l'an  n'eût  pas  Rupposé  oc  ss  o.  on  eût  eu 

A  =  A'(a--A'),  H=-/t'Aî 
a (  A  + /f)« -H f  +  5iA  (i A» -I- aj ^  A'=  o; 

lï'nii 

,  I  =  -  2/i«— — {5A'-t- A»), 

et  l'on  trouverait»  après  les  substitutions,  que  tous  les  tenues  des  valeurs 
de  ietûel  se  détruiraient  d'eux-mêmes,  de  manière  que  ces  quantités 
M'raient  aussi  nulles,  comme  elles  le  doivent  être  dans  ce  cas:  ce  qui 
pourrait  servir,  s'il  en  étnil  Iwsoin.àconrii-mcr  la  liont*'  de  nos  l'ormules. 

Il  ne  s'n^ira  dune  plus  que  de  mettre,  dans  les  équations  du  numéro 
préeédeiil,  Aeo.s  /i/ — l  à  la  pl;i<<*  de  y,  cl  Asin  '/i/— i  .  à  la  placi- 
de/..  ce  qui  n'aura  aucinie  dilli(  iillc :  ir;iilli-(ii-s  ci"  cas  est  si  cimiiiu  des 
(îeiiuii'tres  «ju'il  serait  superilu  de  nous  \  arretei'.  Je  ute  contenterai 
d'ol).s<'rver  : 

i^'Que  l«s  absides  de  l'orliile  se  trouveront  aux  points  oii  d\  =  o,  et 
par  conséquent  où  sin  (A/— -A»)    o,  ce  qui  donnera  pour  l'aphélie 

cos(Al'^<i.}ssi   et  u=sA— rA*H-^f*A*, 
et  pour  le  périhélie 

cos(Af <-Jt.)s  — I    et  v=  — A— lA'— |i«A»; 

d'où  il  s'ensuil  ijue  le  dcnii-axe  de  Tellipse  aeia  égal  à  a(i  —  et 

IVxeentrieité  k  l'A  -  =  »  A  (  i  -f-  -l'A'j»  soit  il  à  très-peu  jurs: 

2'  (jiir  pai  consé(jueiit  l'angle  A/— -i  représentera  l'anomalie  ntovennc, 
cl     le  lieu  de  l'aphélie  ; 

3"  Que  les  limites,  c'est-à-dire  les  plus  f;randes  latitudes,  seront  aux  • 

points  où  t/z  =  et  par  eonsequenl,  en  neglijjeant  les  quantités 
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de  l'ordre  dp  i*.  aux  points  où  \      7.1  $X->  c'cRt^din*  où 

l'IIS  (Ai  —  C)  =  ^' P'"**  gi'iiiidc  valt'ur  dt'  j  sera 

A  ^ I  —  */' A» A»  —  ^  /•  A' A'j  i 

de  sorte  qu'on  aura  pour  la  tangente  de  rinclinaison  de  l'orbite 
l'A  (1  —  2i'/i»A'  —  ji'A'A'j  =  lA 

H  ti  i->-|M'U  pri-v; 


'1  "  Ouf.  iuiiiiiu'  -  /i'  V  =  (j.  on  aura,  it  cause  de  ^  =  —  aAy,  en 
négligeant  les  termes  afl'ectés  de  i, 

=-'■■/><" -1'-. 

donc  on  aura  dans  le»  limites 

fos(A<  — C)  _ . 
siii(A/-£)  " 

et  par  conséquent. 

■  cos(  A<  —  C)  —  ùr  sin(  A/ —  C)  =:  o» 

ou  bien 

«•'ésl-k-din' 

cosf  9  —  V- ,1  —  o; 

(■•■  (|ni  inoiilrc  que  c  est  k*  lien  «lu  iid-iid  uiM-endant.  el  qu'ainsi  l'angle 
ht  —  C  dénoie  la  distance  moyenne  de  la  planète  au  nœud. 

88.  Il  est  bon  de  remarquer  que  si  Ton  voulait  résoudre  le  problème 
du  78  d'une  manière  plus  générale*  en  donnant  è  tous  les  termes  des 
équations  (i)  et  'm  des  rocITu-icnts  indt'tcrminés,  on  trouverait,  aprèH 
eir  avuir  t':iit  le  calcul,  deux  cquatious  di>  cundilion  ('ntif  ces  mêmes 
coelFicieuls;  de  sorte  que  la  solution  ne  pourrait  avoir  lien  ({nc  (]uand 
I.  «I 
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<Ts  t'(|iKiiioii8  seraient  identiques  (l'cllcs-mèmea;  or  c'est  |)ivi  isciii*-ni  n- 
<]ui  arrive  dans  noire  cas,  et  c'est  ià  la  liiison  |i(iui-i|iini  il  ifste  drux 

rocrficliMiU  iii(l(''(i'rminf''s  r,  et  An  reste  il  rsf  fin  ilc  dr  voir  (|iif  t  {-{ 
iiK'oiivcnicDl  ne  vi«'iil  que  de  ce  que  iu>y\>  avons  < oiiservt'  ht  (]Uiiiili(é 

au  lieu  d'y  substituer  sa  valeur  tirée  des  équations  (/>  «t  (m), 

cumnie  nous  Tavuiis  pratiqué  dans  le  nP  52.  Ainsi  il  sera  trës^isé  d*y 
remédier,  et  d*-  donner  par  là  à  notre  méthode  tonte  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible. 

83.  Hi  vcnoii.'^  iMitinlcniiiil  it  iioln-  sujrl,  t-l  vovtui.s  i-oiumt'Ut  il  laiit  s"v 
prendre  pour  inié^nn-  K-s  équations  (/}  et  (u).  Pour  ecla  on  commencera 
par  mettre  dans  les  expressions  de  7  et     à  la  place  de  y,  s  et  j?  leurs 

vaii'urs  a|i|)ro(  lict's  y,  z  (•(  —  2/1  Çyrit  lirci's  ries  «'(|ti:ili(»ns  y  ,   /•  .   ,v  . 

i'i  lit'  iiionu"  il  la  pla<  »•  lit-  r',  s  ,  a'  les  vali  urs  com'siiondanli's  y',  /,  el 

—  a  A'  /  y'dtî  puis  ou  cliercliera,  par  Tintégration,  U«  valeurs  de  y,  t  et 

de  y'«  1',  en  y  négligeant  d'abord  tous  les  termes  afleelés  de  1  et  n:  et 
ces  premières  valeurs  étant  ensuite  substitué!»  dans  -î  et  %  serviront  k 

déti  nniiirr  plus  rxach'inent  les  mêmes  quaiililfs  y.  z,  y',.*'. 

Hf  il  -ciiilih'  d'alMinl  (pTon  pourrait  seeonleiilri  de  pr'eiulre  jtour  pre- 
inirrt-s  v.ili m  s  approehees  ite  y  cl  z  celles  que  nous  avons  Irttuvees  plus 
haut  (  n"  Kl,,  savoir 

'  >  -.iros(K/  — -t),  zr- 4sln(Ll-£). 

et  pari'onsequeiil  aussi 

y  '  A'  vm{  K't  - ^V),   s»  =  A' »tn(L'l  -  £'). 

Mais  «es  valeurs  étant  substibiées  dans  les  quantités  !f  et  on  verra, 
apivs  le  développement  des  produits  des  différents  sinus  et  rosinus, 
qu'on  aura  des  termi*s  de  celte  forme  : 

cos[(A/ -f- lA')/ —  .V'j  H  sin[( A/ -!-//')/  —  £'], 
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lesquels  rluul  de  l'ordre  tic  in  (htns  les  (-(iiKilioiis  <lil!t  rt  iilit'llcs  se  huii- 
veront  divisés,  après  riiilt-({iatiuii.  [lar  des  quaulile.s  du  iiièiiif  «irdri*;  de 
«orle  qu'ils  «ppartiendroDl  aussi  aux  premières  valeurs  de  y  et  z. 

Le  terme  i  ^  »  y'  cosHf .  par  exemple,  qui  se  trouve  dans  la  quaniilé 
donnera  par  la  substitulion  de  la  valeur  de  y'  le  terme 

A' cos [( A -nA' )/-.».'), 

n  causi'  «le  K'  -~  h'  tk  H  de  \\  ^  h  —  h  \  de  siiiie  tnie  l:i  (|iiaiilite  .T  »  oii- 
tiendra  le  terme 

'       A'  «  os  [(  A  -*-<*■  )/  -  a'  |. 

lequel  étant  inlégiv  f  n"  42)  donnera  dans  la  valeur  de  y  le  nouveau 
terme 

or,  en  mettant  A  +  ci  au  lieu  de  K.  et  négligeant  les  lermeK  de  l'ordre 
de  I». 

(A -t-iilr')»- li'  =  a»a' -  4r)A; 

lie  ^du.s  on  il   11"  79  I,  a  eause  de  a  —  o  el  t     ^  Q  A  -h  ^flj  i  il"  81 ,, 


et  de  même 


donc  le  terme  dont  il  s'agit  deviendra 

^   4  COS[(*  4- 

le(|uel  appartient,  comme  on  voit,  à  la  première  valeur  de  y. 
On  trouvera  de  même  dans  la  première  valeur  de  y'  un  terme  eonte- 

tti. 
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nant  cosf(A'+iil)f  — -^  j.  cl  qui  étant  nilMUttté  dans  le  même  terme 
«ir^sy  cosHl  de  la  quantité  7  doonera  un  terme  de  cette  forme: 
cua[(A  +  «i}<  — x],  savoir  :  co8(K/  — de  aorte  que  la  nouvelle 
valeur  de  y  renfermera  un  arc  de  cercle  (n*>  42). 

Le  même  inconvénient  aura  lieu,  comme  il  est  aiaé  de  s'en  ajisurer. 
par  rapport  à  tous  les  termes  de  .T  et  do  t-  (]ni  rrnrcnni'nl  v'  nu  z'  multt- 
plîés  par  cosHl  ou  par  sinHl.  Tels  sont  dauH  la  quantité  .7  les  termes 

'  |^<î.>  y'      /  +  5(  A  *r, J  y  sm  11  <  *//  —  t/t'     .v '  «//  x  sin  ii  / 

cl         l;i  c  le  h-rmc  m,,/.' conU/.  Ainsi  il  sunt  iicc('s,s;iiri>  il  iiMur 

t';;;iiMl  il  (  «'S  termes  dans  l;i  première  ;i|)|M'ii\im:itii)ii  <le>  v;ileursil»'  y  el  z. 
On  aura  dune  eu  jtremier  lieu  l'cqualion  suivante  en  y  : 

'J^  -j.  K'y +in  [^^.  y  oosHf  +  a*«,  fy"  sinU tdi 
OU  bien,  parce  que 


d'y 

7F 


K'y  -h  in  |^^.  j  (  us  11  /  a-,  —  A'       J  y'  dl  x  sin  H  / 


Or  on  a,  aux  quantités  de  l'ordre  de  n  près, 
donc  on  aura  anm,  dans  la  même  hypothèse. 
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donc  :     ^     K  »  j'y'di  =  o,  d'où 

2"  J^-^  aïnhitU     K'^J  y'smUidi  =  o;  mai» 

J  '^^slnH/rf/  =  ^8lnH<-Jlyco5H/-  U' J  j'  sliiUrrf/; 

donr 

siiiH/  -  llj  rosll/  -t-  (K  —  H  )  ]  y  >iiill/<//: 

pur  cuiisi  qni-lll 

(^siiiH/  Hy'rosHi) 
Donc,  sulislituant  vos  vateim  dans  Téquation  précédentes  «Ile  deviendra 

Ensuite  on  aura  cette  équation  en  s  : 

^  +  L»«  +  f  nift»i'  cosUl  =:  o. 

On  truuvcrii  de  inémt'  tics  t'qinitions  s<>inl)liil>l<-s  t'ii  y  «■!  /. .  suiviinr  lu 
l'i-iiiurquf  (lu  ii"77,  et  l'on  iiura  ainsi  quatre  (*<|ualion8,  lvtiqui*IU'.H  s'iii» 
Icgruroiit,  eumnte  uu  le  voit,  par  la  metliode  du  n  '  58. 


84.  Puisque  H- A-A'(n«85j  et  K » A+i»,  L  =  A  +  «r(n«79)« et 
de  même  K'  =  A' + «C,   L'    A' + îT,  on  aura  le  cas  du  60. 


m  SOLUTION  DE  UlFFËKENTti  l*ROBLÉMES 

Donc  :- 1**  si  Vnn  (uil 


lie  mém«> 


«t  qu'on  appelle  m,,  m,  les  racines  de  Téquation 
en  sorte  que 


/n,  — 


on  iroint  rii  n"*  62  «l  65)  que  la  première  valeur  appi'ochee  de  y  sera 

lie  t-etlf  l'ui-me  : 


Iy=-    -      —  —  co4j(ft-f-im,)l-*- 5  î  — <\n{fi-h  uH.,i 

I  m,  —  «ij  m,  —  m-! 

i       (w,- A^')F-f-PF'  ,t  .  .  («i,-A')G-f^  Wi'  ,  . 

f  _  «»(*    »»»»)'  -     '       V.  sin(A  -1-  tm,)t. 


IHi  -~  fR« 

a"  Si  l'un  tait  de  luéiiu* 
et  qu'un  nomme  n,,  it,  les  racines  de  l'é^iuatioa 


« 
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en  sorte  (|ue 

91 

♦ 

on  Hura 


I  =  —  '—  —  —    r09(  A  -»- 1»,  )#  +      —  ^  sin(  A  -mj»,  )/ 

Ml  —  Jti  Hg  —  «j 

(i»,-/')B  +  QB'       ;  ^  (i«.-'')C  +  Qi:'  .  , 

—  *—  — i  ^—  cosi/i  -+-   ~ —  ^  siiil/i-^-  m,U, 

«1  —  l»j  •  Hi  —  Ht 


F,  F,  G,  G',  B.  B',  C,  C  éUnt  des  eonstanUm  qu'il  faudnt  déterminer  |Nir 
les  observations. 

Telles  sont  les  premières  valeur»  approi'hécs  de  y  et  £,  et,  pour  Hvoir 
celles  de  y'  et  s',  il  n*y  aura  qu*à  marquer  simplement  d'un  trait  toutes 
les  lettres  t|iii  ne  le  sont  point  et  vke  vend. 

Si  l'on  voulait  maintenant  pousser  rappruxiiuatiun  plus  loin.  <•!  <li'i4>r- 
miiU'f  plus  <'X!i("U'iiitMit  les  (piiHHilcs  \ ,  /,  v'.  /'.  on  sultstiltimiit  d'ahord 
1rs  Viilcurs  (|u'i»n  tic  liouviT,  li  s  tri  iiics      ."^  i-l  de  i  ijuc  nous 

avons  nt'j,'iij^»  s;  ;t|>ri'N  (|inii  il  n'y  auruil  plus  tju'à  suivir  la  iiictliotlt'  i|ui 
;i  «*(('  exposer  liiiii-  II-  11'  Gi. 

s  Le  peu  de  leiii|>s  ({ui  me  reste  ne  me  permettant  pas  d'entrer  daus  re 
détail,  je  me  contenterai  d'avoir  établi  les  principes  nécessaires  pour 
résoudre  le  problème  dont  il  a'agit,  et  je  me  tMirnerai  a  examiner  ici, 
d'après  les  formules  données  ci-dessus,  les  inégalités  des  mouvements 
de  Jupiter  et  de  Saturne  qui  font  varier  rexconlncitr  et  l;i  (lositioi)  ilc 
l'aplirlic  (II-  CCS  deux  [danôtes.  sussi  bien  (|Ui>  rinclinaisoii  cl  Ir  lieu  du 
iKPud  de  leurs  orbites,  et  ({Ut  produisent  surtout  une  altcralion  appa- 
rente dans  leuis  niovciis  niouveuienls.  iiie^'alili  s  i|iir  Ir^  ultscrvalioiis 
ont  lait  eoniiailre  depuis  lonj;;lemps,  mais  (|iic  |u  isoiiiii  nisi|u'ici  n'a 
encore  cnircpri;-  de  délcriiiiiicr  avec  loulc  l'exactitude  qu'on  peut  cxij;cr 
dans  un  siujci  si  important. 

85.  Soit 

m.  +  Ml  =    A  et  m,~-mt=*vhn 


(i^  SOLUTION  DE  DIFfEREMS  PROBLÈMES^ 

«n  sorte  que 

suiHiosoii»  de  plu» 

_     {*— *')F  +  «PF' 
Wt  —  — 


'xfii/ 

iii  =  1  » 


et  nuus  aurons,  au  lieu  de  l'équation  (fj,  celles:!  : 

y  =  Fcos{t  -H  in)ktcùsivht  —  Fi  sin(iH>  tfc)A<  stoi'yA/ 
-t-  G  sin  (  I  -t-  ijx  )  Ai  cos  tvA/  +  Gt  co5(  i  ■+•  ifi  )kt  sin  hht. 

Soient  maintenant 

Fi=diOOS«i,  G» = il  sin  «I. 

on  aura 

y  ^  j  cos[(i    jfi)A'  —  a]cbsjvAf    i,  aln[(i    ift)Af  —  «,]  sinivA/. 
Soient  encore 
on  aura 

9in[(i  +-  i/*)A/  —  «,J::^5in[(i  -i- ifijAl  —  «j cosn  —  co$l.(i -»- i>)A/  —  ajsiim; 
donc 

—  d|S COSD sini» A/ sin [( I  -I- 1» Al  —  a]. 

i-jilil),  .soil 

COSt»/t/  ■+■  ja  siur^  sin  /y  A/  cos^ 

^cosilstn/yAf  sin^* 

c'est-à-dire 


cou»  A/ 
Jcosv 

«t  nous  aurons 


y  —6^  (cos  /  »  A/  -I-  ^  sin»  sin  <»  A/)'-*-    cos«  sin  f  y  A/ /  x  cos  [1  •    ii^)ht-^  <3f — «j, 
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OU  bi«i).  en  faisani 

De  même,  si  l'on  fait 

Ml  4-  Jif  =  9pA,  «a  —  ji,  =  avA, 


en  sorte  que 


ensuite 


et  de  plus 


ij;^  *^'=  ^  ' 

B  -  —  >.  !>iiu,     C   -  /  oosï, 

Bi  ~  —  ).,  SilH  ,     C,  -    /,  «HKi,, 

e,  =  £     M.    /,  '/t., 
ycosw  ^ 


enfin 

A  =  >, y/ ~— H- cosaiff/i/ 4- y  sinwsiniiVA/  el  C  =  «— Ç— «pA/, 
on  aura  par  l'cquation  (d?) 

»  =  Asln(A/- t). 

Voilà  (lune  les  valeurs  (If  y  ri  de  z  ifiluilt  s  à  l;i  iiit  iin  roriiif  (]iic  rcllo 
«lu  n"  71;  ir«)(i  il  <'St  aise  de  coiu  lurc  (|uc  rurltitc  dr  Jujiiln  t-sl  nue 
ellipse,  dans  laquelle  rexrentncile  es)  iS,  le  lieu  de  l'aphélie  .i.  lu  lan- 
geiite  de  l'iiKliuaiM>n  à  l'écli|ilique  iA,  H  le  lieu  du  itœud  a»ceiid«iil  <:.. 
Il  an  aen  de  nème  de  l'orbite  de  Saturne,  en  marquant  seulement  les 
lettres  d'un  trait. 

S().  Il  faudrait  prêseiilenieiit  sultstihu  r  <     v  ileurs  de  y  et  de  z  dans 
les  eijualiuns  {</),  [rj  el  i$j  du  u"  8(»,  pour  eu  déduire  les  expressions 
I.  8» 


'«50  SOLUTION  DE  OIFFÉUEMS  l'IttiHLKMliS 

des  quanlitt's  y.  z  ri  »  .  i-t  p:»p  <'onsé(|iic!it  rflli's  d»'  r,  g  et  f  in"7ij; 
maïs  sans  fiitriM-  dans  r<'  dctail.  il  siiHira  de  remarquor  : 

I"  Qui-  lt'.>  (jiiïiiiliU's  a.  v,  o  <'l  i  t''l:int  d»*  l'ordre  de  ii,  comme  on  le 
verra  l  i-aprè.s,  les  variations  des  quunliles  A,  A,  -V.  el  C  HiM-uiit  de  l'ordre 
de  f n;  d*oâ  ît  «'ensuit  que  les  expreattons de  el  d«  3  aeront  h  trto'peu 
près  les  mêmes,  c'est-ii-dire  aux  quantîtê«  de  l'ordre  de  i*n  prfeSt  que  si 
eex  quantités  étaient  constantes.  De  sorte  que  pdur  avoir  le  rayon  vee- 
leur  de  Torbite,  ainsi  que  la  tangente  de  rinclinaison,  pour  un  instant 
queironqiie.  il  n'y  aura  qn'ii  ealeuler  l'un  et  l'autre  par  les  méthode» 
iirdinaires.  d'après  le»  «lérocnt.s  lA,  «  A.  -A-el  C  regardés  comme  constants. 

3f  Que,  si  l'on  dénote  par  (  ^  j  la  valeur  de  ^>  en  supposant  X  A, 

•V  et  c  constantes,  on  aura,  abstraction  faite  du  terme  nZ  qu'on  doit 
néglî^r  tei. 

parce  que,  dans  l'hypothèse  de  A  et  A  constante».  Im  tenue»  tou»  i^un- 

»tants  f-(-i(A-l-irj  ^|a'-i-^A'^  doivent  être  supposé»  nuls,  eojnme 

nous  l'avons  fait  (n"  81):  or,  dans  le  cas  présent  où  tes  quantités  A  et  A 
sont  en  partie  constantes  et  en  partie  variables,  on  fera  simplement 

el  on  conservera  dans  la  valeur  de  ^  le»  termes  variables  qui  entrent 
daii8  A'  el  A*,  savoir 

i'  1^-—^  rosaivA/  •+■  ^sinu  «inafvAlj 

et 

>.' cosai>A(-i-yainMstn»i9Arj> 

(le  M»rte  que  l'un  aura,  eu  iiegligeaul  les  quanliléti  de  t'urdre  de  i*. 
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et  «nsuiti» 

Four  intégrer  cette  éqaatiun,  soit  («)  la  valeur  de  jt,  fhms  la  suppusi- 
tion  de  A,  A,  «Vet  C  conslanU^s.  cl  dénotons  par  df.rj  la  diflîtMi  tiiii  Ile 
de  (or)  en  faisant  us  qtiaiililês  seules  variables,  il  est  clair  que  la  valeur 

complète  de       sera      j  +         de  manière  qu'on  aura,  en  inti'*- 

grant. 

et  par  ruii.sequi'iil 

Mai^  roiiiine  les  tlillcit  iicfs  «Ir.s  (|(jauttté.s  A,  A,  «'^  fl  t  sont  de  l'dnlre 

de  iu,  la  quantité  j  à{x)  sera  aussi  du  même  ordre,  et  par  conséquent 

elle  pourra  être  négligée,  du  moins  dans  la  recherche  présente:  on  aura 
donc  simplement 

dont' 


'jo'  r  I 

4"  1. 


I  -î— j^sinaiwAl  —  ^sin»!  (cos2i vA/  —  i)J 
[  '  ~^  sln*i»Al — y  slns»(co»afVAf  — 

et,  par  conséquent, 

'   i>     A/ -4- j  ;  j  )  -  sin  2/ un/ —  p  sitiïi  (  cosai  vA/ -  -  I  jj 

H  7^  ^^^^-slnaiVAl  — y sln»i(cos»i»Al— 


8s. 


652  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PIHUILËMKS 

•  l'iMi  l'ciiiurqiH'ni  fit  t>si  l'augle  <Iu  niituvi-iiirnl  iiiuycu,  et  i{x)  l'é- 
quaiioii  du  eontre  oah-ulcc  à  rordïnaire.  combinée  avec  la  réduction  à 
récliptique. 

Or,  comme  les  coefficient»  ly  et  19  sont  extrêmement  petit»,  il  est  vi- 
sible que,  tant  que  Tangle  ht  ne  sera  pas  fort  grand,  on  aura  à  tr^s^peu 
priait 

slnxi  v/if  ~  2/ v/i/,   i'o^yivht  1, 

«M,  par  miiM'quenl, 

\W  sorte  que  le  mouvement  moyen  sera  augmenté  en  raitum  de 

i-i-|i*«*(i-i5»)  +  îi'X«fi-y*)  ï  I. 

Sî  donc  on  veut  que  le  terme  Al  représente  le  moyen  mouvement 
appcutnl  de  la  planète,  c'est-à-dire  celui  qui  résulte  des  observations  de 

sa  révolution,  il  faudra  faire  simplement  —  ^(S^'-i-X*);  et  Ton 
aura  pour  lors 

^  =         -4-  (cosai».*<—  i)-(-|S«inii  sinarvA/J 

-I-  —  V  I  — (cosv!/  »A/  —  «)-»-•/  sinw siiiai 7A/ 1» 

d'où  l'on  trouvera 

—  ht  +  i[x)-i-  '-^\ — ^—{slnïiwA/  —  %ivht)  —  ^sinri  (rosjtiy///  —  i)J 

*  5^  [^-^(sinai»*<  — a<»A*)  — ysln«(co«ar»Ai-  i)j 

Ainsi,  tant  que  les  angles  %hhi  et  li'iht  seront  fort  petits,  ce  qui 

aura  lieu  pendant  un  certain  nombre  4le  révolutions,  on  aura  ii  trëiupeu 

près  • 

9sA<-i-r(x)i 
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(•'i;sl-a-»lirt'  <|iu'  hi  lonpitiitlc  rli'  ht  |)l;iii(  lc  s<t:i  iiussi  la  iik'iim-  «nif  <  cil»- 
<|u'oii  (rduvoiitil  |);ir  les  iiii-tlinths  urtliiiaircs  d'après  les  t'Ii'iiiftils  /A, 
*      i.  l'I  v  supposés  t'uiistunls. 


87.  Pour  l'aire  maintenant  usage  de  nos  formuleti,  on  remaniuera  : 

I**  Que 
sorte  que 


I**  Que  n  est  égal  fc  ^^j^^  (n*  76)  ou  k  très-peu  pr«i  à  m'A*,  en 


«iisim'A's  jA'  et  in's^jA". 

9**  Que  Ton  aura,  par  le  n*^79, 

A  A*)  et  B  =  -A»A», 

i-'cst-à-diri',  iMi  iKf  prenant,  comme  on  le  doit,  que  les  termes  t'on«Utut& 
iUts  valeurs  de  S' et  de  A*, 

A=*»|^«'-^4»(i-i-?')J    et  B=-iA»3l»(i-»-y*). 
ce  qui  donnera 

k=^i<i.^-.M)  et  /=Jij,v.. 

à  cause  de  «  —  G  et  de  t  =  —  ^f5d'{i -+-j3*)-*-X*(n-7*)j,  de  sorte 
qu'on  aura 

et  de  même 


lir  =  i|       +  ax.),    1/  =  i| 


Si  Ton  voulait  employer  l'autre  valeur  de  f,  savoir  —  ^  (Sd*  +  X*),  il 

faudrait  alors  mettre,  dans  les  valeurs  de  A  et  de  B,  9*  au  lieu  de  A*,  et 
X'  au  lieu  de  A*,  et  l'on  trouverait  les  mêmes  expressions  de  A  et  de  / 
queci^levant. 

3«  Que  ^  »A»A«  +  tg  (n*76),  est  k  Irës-peu  près  égal  à  A*. 


6»  SOLUTION  DR  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES 

parr*-  quo  g  fsl  iléjà  un»'  quaiilUf  ires-pt-lile  m"  79y.  Donc  un  aura  aussi 

l+J' 


o'» 

et,  |iui'  cuittéqucni. 


=  *'», 


1  --_J      _  A'> 

ou  bien,  à  cause  i|ue  les  inaweet  J  et  J' de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  tri»- 
pelUe»  pr  rapport  à  celle  du  Soleil  I, 

a'  A' 

de  ftorle  qu*oii  aura 

>  • 

7i' 


Cela  posé,  on  comoienoera  par  déterminer,  suivant  la  méthode  'du 
n**  73.  les  coefficients  ju*  e*...>  et  9,  ^,  a....;  après  quoi  on  cher- 
chera les  valeurs  «les  quanfilés  Xt,  M,  -i,,  «s,,,  ubi.  'P,....,  ainsi 
que  celles  de  Jb',.  «Ap'a»   qui  entrent  dans  les  expressions  âei,  /,  P, 

Q  et  de  if,  l\  F,  Q*.  Or,  en  faisant  #  s  |  et  ~  =  a  ( je  mets  ici  a  au  lieu 

de  a,  parce  que  j'aurai  occasion  dans  la  suite  de  faire  servir  eette  der- 
nière lettre  à  un  autre  u»a^].  on  aura,  par  le  numéro  cité, 

(I  —  98cos&-ha*}  'sJb-f-Acosfi-i-ecosafi 
donc,  ayant  supposé  f  m"  74) 

on  aura 

On  trouvera  de  même 

« -  *     «  -i    A  - * 
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H  l'on  remarquera  que  les  quantités iib,,  s  <i>,.      .^i  ivs- 

\cn\  nérossnirtMnent  les  mêmes,  en  changeant  a  en  a'  t^i  a'  m  a,  de  aorte 
qu'on  aura  aussi 

Faisant  donc  ci  s  sul»stitutiuna  dans  les  fonnules  du  u"  75,  et  utellanl 
partout  a  au  lieu  de  ^»  on  trouvera  d'aliord 

,1,  ^a».L  — a'— , 

»V»  =  a'^  a*. 

1 

On  =  a'.i.  —  iV,     a'  — » 

««=a*«— a*  —  -—  -Ha». 
a«*, 

ensuite  cm  ann  (n*  74  ) 


«'=J=(-^-t). 


»u  bien,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

p  =  3  |^B^-a»«^. 


«56  SOLUTION  DE  DlFFEItENTS  PROBLÈME^ 

^_3(a— ^  


au'. 


on  aura 

«,=-Hl,  i=aL,   

De  Ik  on  frouvera,  par  le»  formule:»  du  n"  75, 

et 

t^^»'>i'-'^'[ — — -^-^ — j 

On  trouTcra  de  même  les  autres  quantités  x',,  m/,»...;  il  n'y  aura  pour 
eeh  qu'à  mettre,  dans  les  formules  des  numéros  cités,  a'  au  lieu  de  «et 
a  au  lieu  de  a',  et  marquer  ensuite  toutes  les  autres  lettres  d'un  trait,  «"e 
qui  donnera,  après  les  substitutions, 

4»j     4>  ~-  a  — » 

aA— e  I 

X.  —  i  i» 

*'.  =  X-4.;=a*, 

ifc,^  v!,  —  a   h  --» 
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el  ensuite 


^'-^>'  ^-55»  **-^»' 


d'où 


\     ï  a      '  a' 

Kiitiii  oti  troiivi'ia  [lar  ji-  n"  84.  «'ii  mrtt;iiit  à  la  place  tlt-  ti  /i  —/i',  ii  la 
plat'f  (te  k  i'[  i\v  K'  leurs  valeurs  approchées  A  el  h',  e.l,  à  la  place  de  111 

el  dei  ii  .  jA«et|A'>. 

j' 

iP  =  ^  A  ( ^ - 4  V,,  -  T.'i,  +  îi>!.,), 
/P'  =  P  **( 4  ^  -  a*', ). 

*Q  =  |jA*i» 

J*ar  ces  valeurs  de  iP,  i P',  iQ,  cQ'.  et  par  les  valeurs  de  tè,  àf,  il,  il' 
trouvées  ci-dessus,  on  trouvera  les  valeurs  de  ifi,  iv,  ip,  i?  (n'*85).  et, 

r4is  mêmes  valeurs  étant  ensuite  multipliées  par  j^i  on  aura  celles  de  ift', 
»  v'.  ip'f 

Maintenant  on  aura  par  le  même  numéro 

_  G.  _  (<r_iir)G^-are'  _(Ar^**)a8in«->-ape  8iti«' 
tango.  - 1^  -  ^^_^.^f^^ff.-^^^^>)icoa«t-^^»?i^coê^^* 

el 

ô  -      G'  ^  »ff~y)'y-^4(fr-*')PJy(«ip«>ii'*'-^foêâcp8«'}-t-4P»»î 

L  83 


»58  SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLÈME^ 

S«ii  «'  —  « = A,  c't»tit-à-dire  «' = «  -h  A ,  el  l'on  aura 

lanB  «.  -  ^ aPi'cosA] cosct-  nPÔ'sIn A sina ' 

_  ,/(  <  -    fd» 4  (  /.  -  )i '  )  P^y cos A  -H 4P'»' 

Donc,  .si  l'un  l'ait  • 

{k  —  k')i  +  *Pi^eos\^iMC09a  et  aPd'siiiA=d«Rlnif, 
on  aura  : 

cusM  iiiiia  +  siiiu  eusse     sin(<i-^ai     ,      .  . 

ilunr  a,  =  u  -t-  !x,  et  par  conséquent  q  =  u. 

a»  a«=^l'[(it-«')3  4-sP»cosA]*-l-(ftPa'8inA)*=»Ayj,=r9Ay^; 
donc 

5-  ' 


Dnnr,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,    «  b,  on  aura 


p_  , 

Pb  sin  \                /i  —  /'  -i-  .'Pb cosA 
sinr,  =     ifl^'    cos»)  =  - —  T--â  

El.  pour  avoir  les  valeurs  de  /3',  sinq'  et  cosu',  il  n*y  aura  qu'à  mettre 
if  au  lieu  de  i»  «t  au  lieu  de  «•  au  lieu  de  d,  et  nerwl.  et  marquer 
ifusuite  toutes  les  autres  lettres  d'un  trait;  ce  qui  donnera,  à  cause  de 

b»^  et  A »«'-«, 


_  v'(^ -*  -^b    ^ )  -^iv'^'"^)' 

■y.  V 

„,  .    ,  iP  —  Ar  f  cOsA 

P  sinA  ,  n 

bA  »  p  ^        an  V  p 


4. 
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Si  l'on  i'aii  de  même 

('-c=E   et   y  =  c, 
on  Irouvcra,  par  «tes  proci'dos  sfiiiblahles, 

«ln«=-^S  '   j^-^  1 

et  ensuit» 


,     ,         O'sinE  , 


88.  Pour  déterminer  maintenant  les  constanl(«  9.  X,  a.  e  et  9*,  X',  tt, 
(',  on  reman|uera  qu'en  supposant  f  s  o  on  a 

et  par  cunscquent  aussi 

A'^^*.  A'  =  V,      =       C'  =  i'. 

On  cherchera  donc  les  éléments  de  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Satumi* 
pour  une  certaine  époque,  par  exemple  pour  le  commencement  de  Tan- 
née 1750,  et  Ton  fera  : 

1 9  =s  l'excentricité  de  Jupiter, 

iX  =  la  tangente  de  l'inclinaison  de  aon  orbite  par  rapport  à  rérli|i- 
tique, 

«  s  la  longitude  de  l'aphélie. 

f  =  la  longitude  du  nœud  ascendant. 

et  de  même 


i$  -  IVxct'iitricilf  de  Saturne, 


«♦iO  SOI.rriON  l)K  1)11  l  ÉRENTS  l'MORI.ÉMES 

/)'  —  l:i  tiiuf^cntr  lii  sMii  inclinaison  à  r<H'ltptu)Ui'. 
«  —  lu  luugittiiii'  (II'  i  apiidit', 
s'  =  h  longitude  du  nœud. 

A  l'i'prd  (Jcs  fonsliuilcs  A  cl  h',  on  les  déicrminera  à  Taidtf  des  lliou- 
vcincnlg  moyens  do  Jupiter  vl  de  Saturne;  car  un  aura 

k  _  mow.  moy.  Jup. 
mouT.  moy.  itot.  ' 

89.  Voilà  loates  les  quantités  qu'il  est  nécessaire  de  connaiire  pour 
détermioer  les  perturbations  de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  vertu  de  leur 
action  rcci|ii-<)(|iR'.  Nmis  allons  remettre  ici  sons  I<>s  yeux  du  lecteur  les 
prinripalfs  ali*>ratioiis  du  moiivement  de  ces  deux  phiiù-tcs. 

Soicnl  Tel  T'  1rs  iiKivnis  moiivciiUMiLs df  Jupiter  cl  de  Saturne  ciMiiplés 
depuis  rcpcMjuc  pour  lii(|ueiie  un  a  déterminé  les  éléments  de  ces  deux 
planèlcs,  et  on  trouvera  : 

1**  Qu'au  bout  du  lenips  qui  répond  au  luouventenl  niuyeu  T,  l'execn- 
iricité  de  Jupiter  se  trouvera  augmentée  en  raison  de 


y/        +         cosa  iVT  +  p  sinn  sina  i  »T  è  i . 

a"  Que  la  tangente  de  rineiinaison  de  l'orbite  sera  pareillement  aug- 
mentée en  raison  de 

/ 1  -j-  y'         I  _  y' 

w  — j-*-  H  ^-^cosaivT  +  ysinusUiaia'T  à  i. 

^  Que  le  lieu  de  l'apltélic  se  trouvera  moins  avance  d'un  arc  égal  à 
i>T  +  arccoi(^i^+la«g,). 

4**  Que  le  lieu  du  nœud  sera  atum  moins  avancé  d'un  arc  égal  à 
ipT  ^.  arc  COI  -t.  iang«j . 
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>  '  Qijr  h-  innuvciiiciU  de  Jupiter  par  rappurl  à  l'éclipliiim- m-ih  ulifif 
«l'iiiK'  quiuUiU*  égale  à 

5/ ô"  r  I  —  3 


4v 


(  sina  I vT  -  a i  »T )  -  {J sinn (cosa  i »T  -  i )J 
-y-  ^j^^-^^(8ln«i»T  — JtiffT)—  ]rcosu(co9afvT  —  i)Jf 

rVst-h-(lire  qu'il  faudriJ  ajouter  à  mi  lungituilf  un  ungle  égal  à  eette 
<|Uaiilité. 

On  en  dira  autant  de  Saturne,  av«c  celli*  iwalo  différence  qu'il  faudra 
marquer  les  lettres  d'un  trait. 

90.  Nous  verrous  plus  bas.  dans  It-  miinéru  suivaut,  qm-  les  ( oellieieiitH 
l'y  et  19  sont  égaux  environ  à  -—^i  de  sorte  que  durant  plusieurs  révo- 
lutions les  angles  aivT  et  ai9T  .wront  aseez  petits  .pour  qu'on  puistu* 
supposer,  sans  erreur  sensible. 

siua/vT  =  ai'vT,    ain^/ffT  =  aiVT   ei   cos2ivT  =  i,    rosniv'f  =  t. 
Donc: 

i"  L'augmentation  de  rexcentricilé  de  Jupiter  sera  à  très-peu  prës 
dans  la  raison  de 

I  +  r     sin  r,  x  T    à  i , 

«•'est-k-dire  de 

f  P 

i-i-  -j-bsittAxT  à  i; 

de  sorte  que  la  valeur  de  ii  croîtra  de  la  quantité  id'-^sin  A  x  T.  Or  on 

.sait  que  dans  les  ^•lli|^^4's  qui  sont  peu  excentriques,  la  plus  j^i  andt-  équa- 
tion est  à  très-peu  près  égale  au  double  de  l'excentricité  :  li'uii  il  s'ensuit 
que  la  plus  grande  équation  de  lupiter  ira  en  augmentant,  et  que  sa 
variation  sera,  au  bout  de  n  révolutioiis  à  compter  depuni  l'époque 
donnée,  de 

I P 

«id'  >^slnA  X  36o>  X  N. 


«62  SOI.I  l  lo\  l>K  DIFFKKENTS  PHOULÉMES 

•2"  Lh  Uui^t-iili'  (If  l'iiirliiiaisuii  de  Jupiter  k  l'écliptique  ei-oiti-:i  de 

ménvs  d'une  quautilt-  égale  à  t>.'  '-—siiiË  x  T.  et  comme  cette  tan|;eiite 

ton  petiltf,  iiiiisi  (jn'oii  le  verra  plus  ha»,  on  aura  pour  la  varialinn 
l'inclinaison  de  Jupiter  si  l'écliptique  pendanii»  révolutiomi 

3"  Le  niuuvemeril  de  Taphélie  sera  représenté  à  irës-peu  prfes  par 

(lui  rusïi        V  _. 

ou  «ncure  par 

—  (  //*  -t-  (  vjî  cui»rj  }'\  H-ifv'  {i-  eus»!  sinr,  )  T', 

(  'e!»t-a-dire  pur 

où  l'on  voit  que  le  terme 

- 

exprimn  le  mouvement  moyen  et  uniforme  de  l'aphélie,  et  que  le  terme 

donne  une  inégalité  du  mouvement  de  Taphélie,  laquelle  au^menie 
connue  les  carres  des  temps. 

Aîosi»  le  mouvement  moyen  de  l'aphélie  de  Jupiter  sera,  pour  h  révo* 
lotions  de  cette  planète,  de 

/ik  /P. 
—  I  "j-  +  -j- bcosAj  X  ifao-  X H, 

H  rinéfîalito  eroîssanle  du  nnuivemeiil  île  eel  npliélie  MTa  «le 
>  »  iik—ik'     ip.  3(x)° 


Digitized  by  Google 


•  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  «6a 

4"  Le  i)iui)vi>ment  des  nœuds  de  Jupiter  sera  i'om|j<isi>  df  même  de 
d(Mi\  p;ini«'s,  floiit  l'une  croîtra  uniformément  et  donnera  le  mouvement 
ino)'ei)  du  nœud  de 

•  1  (iiMii  l'aulrt-  suivra  la  lui  du  carré  du  tuiiips  t;t  doniittru  une  iiiegulitc 

cntis.saiitt^  de 

T '^^"^  (-TJT  *  T'^^V  ^  5^  Vif  ^  ^  ^ 
V'  Le  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  sera  sujet  à  une  altération 

de 

I — - —  jîsini!  -I — ^yslnaij  T" 

k  lrè.s-|>t'u  j)rt's,  t  'esl-k-dire  de 

(i X a ' T  ^) 

(-*'  qui  donne,  comme  on  voit,  dans  le  mouvement  de  celle  planèti-.  mw 
inégaliic  cruissante  comme  le»  carré»  de»  temps,  et  qui  sera  au  bout  de 
A  révolutions  de 

\»         A  %         h       }     57' 17' 44 

On  trouvera  de  la  même  manière  : 

t"  Que.  pendant  n  révolutions  de  Satui-nc  à  compter  depuis  la  même 
époque,  la  plu»  grandeiéquation  de  celte  piaoële  variera  de 

—  aii  -jp-  sin  A  X  SGo"  X  «. 

a"  Que  rinclinaison  de  son  orbite  à  réclîptique  variera  dans  le  même 
temps  de 

-  iX  ^sinB  X  360*  X  a. 


Wil  SOLUTION  UE  DIFFÉRENTS  i'KOlU.ÉMKS, 

V  Que  le  iiutuvement  moyen  «t  uniforme  de  l'aphélie  de  Saturne  sera 
exprimé  par 

.- -•- ^jJJ- gCosA^  X  36o^  X  ». 

cl  (|iif  (le  plus  le  iinmvtiiK'iil  (!»•  col  apiidii'  m  r;i  sujci  à  iin«'  iin  i;;ilil«' 
ri'(iis->:iiit  i-oiiime  les  carres  des  temps,  laquelle  sera,  puur  n  rcvolu- 
iions.  de 

-  ^  ^««A  {-^.^r-  +       t^osAj  X  5^;:^  X  SOU"  X 
4"  Que  le  iiiuuveineiit  moyen  des  nœuds  de  Saturue  sera  de 

~  (ï' TF  î ***'^)    36o»  X  «, 

cl  i|iril  y  aura  aussi,  dans  le  niiuivemi-nl  des  oœuds  de  celte  planète, 
une  inégalité  de  la  même  e&pcce.  laquelle  sera  représentée  par 

5"  Qu*enfin  le  mouvement  de  Saturne  en  longitude  sera  sujet  à  une 
Iné^lité  croîasanl  comme  les  carrés  des  temps,  et  dont  la  valeur'sera, 
au  bout  de  n  révolutions,  de 

Au  roIc,  il  l;iul  se  icssiiuv rmr  i|u<'  rt'S  pi(i|insili(iiis  «•c^snit  d'^'tii' 
l'xacti-s  loistju'apri's  un  j;niii(l  lutaibre  de  icMtlulioiis  les  angles  a/vT. 
3(?T  ei  2(v'T  ,  iia'T  conimencentà  devenir  «ansidérables. 

91.  Suivant  les  Tables  de  M.  Halley.  le  mouvement  moyen  de  Jupiter 
en  loo  années  juliennes  est  8'"  V  (i" 28  1 1' .  c'csl-à-din'  inf)'ii  afji": 
d'nii,  retranciianl  la  priMcssimi  sccniairc  di-s  é(|uin(»X('s.  hu|uelle  est  de 
')oi  V  .  on  a  pour  le  moiivciiii  nt  séculaire  de  Jupiter  10  926  2^"^". 

Les  meme.>>  lubies  dunnciil  le  mouvement  moyen  de  Saturne  en  luo  ans 
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de  3^4*  aS^efcT,  c'est4Hlire  de  4  4o3  i6o*.  d'où  l'on  trouve  pour  le 
mouvement  séculaire  de  Saturne  4398196". 
On  «ura  donc 

fi'       43<)8!26  -    _  _ 

d'où  l'un  tire 

■ 

a  =  0345169. 

De  là  on  trouvera 


•  et  ensuite 


•il 

^=  0. 1  hHio.'Î 

=  3.183728 

<  • 

—  9         t  tn 

.•R  : 

0  - 

—  o,i9oiaS, 

=  1,310407, 

JL»  = 

=  -  i,744«09> 

JIm  = 

047304a, 

=  0,867697, 

—  o,i4348a« 

=  4»7934a«. 

-o,946o83. 

< 

=  -  i,7353g5. 

P  = 

5*99799*». 

—  —  io,53«3o4. 

q  = 

8^3ooS35, 

q« 

=  -i7.8Soa34. 

7,3oG455, 

r. 

=  —13.546971. 

—  0,939789, 

=  -  3,4885o6, 

«,= 

—  0, 1 844o8. 

=  ;.537<i49, 

o,7ootxj5, 

-  -  4,354384. 

Donc,  à  cause  de 
et  de 

y  = 0,000  33i  016, 


686 

on  aura 
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^  =  —  OkO0o«789i9i,   ^  =  — 0,000  4o66o4t 


^  =  0,00007» 293.  y  ■ 
iP  .  ip- 

0,000051193.  -jp.; 


T 

el  l'on  irouvcra 


^  s  — 0,000078393,    '-S-—  — 


0,000  4a<î  606, 
0,000965701, 
0,000  406606, 


7'J,      IV  = 


IV  S  0,00008^4 

ip  =     0,000  iîioc)8i,  »'&■ 


f  fi  s  —  0,000 1 30981 ,   in'  =  —  0,000  3oo  SS3, 

0,000     I  2  32  I  , 

0,000  .3oo  553, 
19=     0,000120981,    <a' =  o,ooo3ooS53. 

Or.  selon  M.  Halley,  on  a  pour  l'année  1760 


o,o570o3, 


d'où  Ton  tire 


Saoôp 

54581^ 

/X  —  laiig  1"  u)' 10"  =  o,oj3o3?. 
/X'  —  taitg2°3o'  10"  =  0,0437 10, 
«=&  io*33'46',   (  =  3P  8>  15*49", 

b=l.l8«IÇ)».  V  7.)"fi*  1?", 
c  =  1.897735,    E-^  i3"4'i6". 


Si  done  on  substitue  ces  valeurs  numériques  dans  les  formules  du 

niinx'r'o  piri-édent,  on  formera  la  Talilc  suivante,  dans  laquelle  n  t-st  It* 
nombre  de»  révolutions  que  Jupiter  ou  Satunie  a  achevées  depuis  le 

«•oinnieiiriMiicfil  de  raiincc  i7'»o«|ii(^  nous  avons  pris»*  pour  époquf:  di* 
sort*»  ipril  l'iiihlni  tititr  n  positif  piuir  lus  temps  qui  suivent  cette  époque, 
(4  négatif  pour  ceux  qui  la  précèdent.  * 
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T4BLB  OB  tk  VAftlATION  DCS  ÉLÉMENTS  DE  JLPmR  CT  DB  SAIDUB, 

StlVANT  LA  TUÉORiK. 


• 

iumn. 

SATt'RNE. 

Yariitkni  da  h  plos  gnnb 
AqnatiMi  du  centre. 

—  3ft*,6oM« 

Variatton  de  l'iooiiiinaaa 
à  rMinliovA 

_  i*,oo3o/t 

-4-  9*.7iiai( 

Mouveroent  movi'ii  île  l'aphélie 
par  rapport  aux  étoiles  fixes. 

+W,63iiff 

In^'galiU'  cruiîv'îantp  rlnns  li>  mou- 
vemeot  de  l'aphélif. 

+  ©'.«aCa/r* 

-4-  o\ii4i''' 

HouvonwBt  aoym  te  MMMb 
par  rapport  aux  étanhia  fin». 

lné({alité  crok&âanU)  dar»  k  rnou- 
VMMai  des  MBuds. 

.-sSr,46S5it  . 

Inégalité  croissante  dans  le  nmii- 

vtneat  ea  longitude. 

Addàion  pour  les  n°*  78  et  79. 

Nous  avons  dit  dans  \v  [»n'iiiirr  de  ces  deux  luiiiicros  que  l.i  qu;nilil('' 
J ^  dz  rontient  un  terme  qui,  par  l'inlégralion,  se  trouve  divise  par  der^ 
quantités  de  l'ordre  de  /.  et  nous  avons,  en  eonséquence,  conservé  les 
ternies  ou  eelte  (|uantil(  s(  lrt)U\ait  multipliée  par/^n,  en  rej*'lant  tou- 
teibis  ceux  uù  la  même  quaulilé  aurait  été  multipliée  par  n.  ft(ait«  il  e.s( 
facile  de  n  conTaincre.  par  la  subatitution  des  valeurs  de  s  et  de  s"  (n^'Si), 
que  le  diviseur  du  tenue  dont  il  B*agit  sera  réellement  de  i*ordre  de  in; 
de  sorte  que»  si  Ton  veut  avoir  égard  dans  les  valeurs  de  y  et  de  s  aux 
quantités  de  Tordre  de  i*.  il  n'est  pas  permis  de  négliger  les  termes  de 


4M»        SOLUTION  DE  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES.  ETC. 

l'dnliT  (le  j'ii,  où  se  littuve  la  quantité  j  H  (iz.  car  l'inlf^ratifjri  n-diiiia 
à  l'ordre  de  <*  les  coeificiente  de  ces  termes.  11  en  sera  de  même  de  quel- 
ques leroies  de  l*ordre  de  i  qui  se  trouveront  dans  la  quantité  nj'^dy* 

—  ain  ^  dy  JVibt  et  par  conséquent  k  la  valeur  de  Ç^^ày  le  ternie 

—  ™^  J J ^d*;  d'où  il  s'ensuit  que  le  premier  meuilire  <le  Téqua- 
tion  (o)  doit  être  augmenté  du  terme  ki*  n  J  dyj^fd*,  et  que  le  premier 

menibrede  réqualiun  ( />)  doit  être  augmente  du  terme  — 8r*n  fdy  f'i  'dz. 

De  la  un  trouvera,  après  avoir  achevé  toutes  les  opérations,  qu'il  fau- 
dra ajouter  (n"  79  j  à  la  valeur  dt^  ï  les  lerme.s 

et  à  la  valeur  de  2  les  termes 


Au  rvste  cette  omission  n'influe  point  sur  le  reste  de  nos  calculs. 
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PROBLÈME  D'AUITHHÉTiaUË. 
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SOLUTION 

o'im 

PROBLÈME  D'ARIÏUMÉTIQUË. 


{MfuMiMH  TiMirtittmski,  L IV,  1766-1769.) 


Le  problème  que  j'entreprends  de  résoudre  dans  ce  Mémoire  e»t 
velai-«i  : 

Etant  donné  un  nombre  quelcomjiu  entier  et  non  carré,  trouvir  nn 
nombre  entier  et  carré  tel,  que  le  produit  de  ces  deux  nombres  augmente 
d'une  unité  soit  un  nombre  carré. 

O  problème  est  un  de  ceux  que  M.  Fermai  avnil  proposés,  comme 
une  espèce  de  défi,  h  tous  les  Géoml'tres  aii'flais,  et  piirticiilièrcmcnt  à 
M.  Wallis,  qui  !i  éh'  le  seul,  que  je  sache,  qui  l'iUt  résolu,  ou  au  mniiis 
qui  en  ait  publie  la  solution  {voyez  le  Ciiapitre  XCVIIl  de  son  Algèbre  et 
les  Lettres  XVII  et  XIX  de  son  Cçmmercium  EptstoUcum);  mais  la  mé- 
thode de  ce  savent  Géomètre  ne  consiste  que  dans  une  espèce  de  tftion» 
nement,  par  lequel  on  n'anrive  au  but  que  d'une  manière  assez  incer- 
taine* el  sans  savoir  même  si  Ton  y  arrivera;  d'ailleurs  il  faut  démontrer 
surtout  que  la  solution  du  problème  est  toujours  possible,  quel  que  soit 
le  nombre  donné,  proposition  qui  est  généralement  regardée  comme 
vraie,  mais  qui  n'a  pas  encore  été  établie,  que  je  sacbe,  d'une  manière 
solide  et  rigoureuse:  il  est  vrai  que  .M.  Wallis  a  prétendu  la  prouver, 
mais  par  un  raisunnemeQt  que  les  Matbéiuaticieus  trouverunt  bien  peu 
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satisfai&atit,  cl  qui  n'est,  c«  me  Mmble.  dans  le  fund  (|triiii('  i-spèi  t>  de 
pétition  di'  print  ipt'  rayez  le  Ch» pitre  XIX  de  son  Algèbre j.  Il  s'ensuit 

d«^  là  f|u»'  !«■  probli'iiie  dont  il  s':i;;it  n'a  pas  «'tu  o»r  été  résolu  d'un»'  ma- 
invvv  siiliisaiitc  cl  qui  uv  laisse  i  i<  ii  ;i  doin  i  ;  (  "rst  (  <■  (|iii  ui'a  dctcrmin»" 
à  «Ml  lain'  l'ulfji.t  <if  Mics  nM'Iu  i i  Ih  >,  il'iiulaMl  plus  qui-  la  solution  de  ce 
problème  est  comme  la  clef  de  lous  les  autres  proldèmcs  de  ce  jjenre. 

I.  Soit  a  le  nombre  donne  non  carré,  v'  le  l  aiic  clicrclie  d  .r''  un 
autre  carré  (|uelconque.  lu  (|iicsli(iii  m  réduit  à  salisliinc  à  (ctlc  équa- 
tion :  aj  '  -r  I  —  .r^.  en  iic  pu u  iiii  [mmii  j  et  v  que  des  nombres  entiers; 
aioRi  il  s'agit  de  trouver  deux  nombres  entiers  x  et  v  tels  que 

Qu'on  tire  la  racine  carrée  de  n  |iar  approximation,  et  Ton  aura  une 
rractîon  décimale  «ju'on  (Kmrra  changer,  par  les  méthodes  connues,  en 
une  fraction  continue,  laquelle  ira  nécessairement  à  l'inlim,  à  cause  que 

Va  est  une  quantité  irrationnelle  par  riivpotbt  se. 

Pour  <'ela  il  n'y  aura  qu'à  diviser  d'abord  le  numérateur  de  la  fnirlion 
trouvée  par  son  dénominateur,  ensuite  le  dcrumiinateur  [i;ir  le  reste,  et 
ainsi  de  suite,  en  pratiipnmt  la  même  opi  ration,  par  la<pielle  on  «  lu k  bc 
l.t  plus  grande  commune  mesure  de  deux  nombics.  et  nommant  q.  y  . 
«l  ,<f       les  quutienis  qui  résultent  de  ces  différentes  divisions,  un  aura 

r  ' 


1 


Or  cette  fraction  continue  étant  interrompue  successivement  au  pre« 
mier  terme,  au  second,  au  troisième  etc.,  donnera  une  infinité  de  frac- 
tions particulières  (po'  je  désignerai  par  ^'•••i  auxquelles 
ajoutant  la  fraction  ^  un  aura  celle  suite  intinie  de  fractions  : 

•    m    M    m'    M'    m"    M"    m"  M" 
o   n    N    n'    N'    a'    N  «" 


Digitized  by  Google 


D'UN  PROBLÈME  D'AHiTHMÉTlQUË.  67:1 
qai  wroni  telles  que 


m 

A  =1, 

M 

=  q'  m 

+  ». 

m' 

=  ,*ll 

+  m. 

»'  =  fl*N 

-4-11. 

M' 

=  fl*m' 

-h  M. 

-+  N. 

m" 

-H  m'. 

n"_  V>  N' 

M 

/h" 

M'. 

N  —  f/'n" 

Ces  soi'ifs  de  fractions  ont  plusieun  propriétés  tjui  sont  ouiiiuiett 
depuis  longtemps  des  Gcoiiii'tres.  riiais«jne  nous  eroyoïi»  devoir  t'^ppcler 
i(  i  (  Il       ilr  inols.  |Kiree  que  iiuuseu  l'eruns  un  grand  usage  dans  la  suite. 

I"  Les  lui  nie  râleurs 

If  Atf  Uf  m't 

lorinenl  une  ^<'rl('  )|ut  \  ;i  eontinuellemont  en  augmentant;  et  il  en  est  de 
même  des  dénominateurs 

o,  n,  N«  n'i  N'f.'i 

'a*>  Les  fractions 

m    m'  m" 

—  •  —  <  — ^»'»*» 

n    n  n 

sont  toutes  plus  petites  que  la  valeur  de  la  i'raetion  continue  d'où  elles 
résultent,  valeur  qui  dans  noti-e  cas  est  \  n .  m, ils  elles  s'en  approehenl 
toujours  de  plus  en  plus.  Au  contraire,  les  iraeliuus 

I   M  M'  M" 

i'TW'W  

sont  toutes  plus  grandes  que  la  méine  valeur,  vers  laquelle  elles  sont 
auflsi  constamment  convergentes.  Et  chacune  de  ces  fractions  en  parti- 
culier, soit  qu*elle  soit  plus  grande  ou  plus  petite  que  Va.  approche 
davantage  de  cette  quantité  <|ii<-  ne  Tait  Mueunedes  fractions  précédentes, 
ni  que  pourrait  faire  aucune  fraction  quelconque  dont  le  dénominateur 
serait  plus  pctii . 

3°  Si  l'on  multiplie  eu  croix  toutes  les  fractions  voisines,  et  qu'on 
J.  85 
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retranche  les  produits  l'un  de  Tautre,  oo  aura  dans  loule  l'étendue  de  la 
série 

om    =  I, 
Nm  m 
N  m'  =  I , 
Vm'  =1, 
N'm'=si, 


«l'oii  l'on  voit  que  les  nombres  m,  n,  M.  N,  m',  n'        ne  peuvent  yvoir 

•l'iititri'  tlivispur  commun  que  runitc.  et  qu'îtinsi  les  fractions  dont  il 
s'agit  suni  toutes  réduites  k  leurs  moindres  termes. 

2.  Cela  posé,  |)uis<|ut'  \  u  <  y  >  ^'  '*on  fait  =  ^  on 
au»  A>o,  et  — —  >  -y»  donc  <  jj  —  ^  <  jïp'  *  ?*" 
Mn'  —  Nm'sB  t  ;  donc  À  <  ^«  et  comme  n'  >  N,  on  aura  ii  plus  forte 

raison  À<  ^-  En  supposant  di'  même 

r     M' -A'      M-- A» 

on  prouvera  que 

A'>o  et  <jj;. 
A'>o  et  <^'„ 

Pareillement,  k  cause  de  t/a  >  —  et  <      si  Ton  fait  4a  2Lli 

n  n  n 

ou  aui'ii  0  >  o  e(  -  <  ^  <.%!-'■  »l«>ne  aussi,  a  cause  île  N  >  «, 

n      i>       n       M  n 

d  <  ~i  et  l'on  prouvera  de  la  même  manière  qu'eu  t'aisaut 


M«  - 
Mn  - 
M'«'  - 
M'ii"- 
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on  aui"»  * 

'J'>o   et  <-,' 

9'>o  et  <p» 

3.  (loiisidiTons  iiiaintcnaiil  Ut  lormulc  a^  — ar*.  f(  siilislituoiis  suc- 
cessivf'tiienl  dans  cette  formult;  les  nombres  M,  M'>  M  à  la  place  de  a-, 
et  les  nombre»  correspondants  Nt  N'»  N*».**»  à  la  place  de  en  nom- 
mant Z*  Z'«  Z*  les  quantités  qui  en  résultent;  nous  aurons  d'abord 

»  mais  a  =  j  »  donc 

I  ail 

donc,  puisque  Â  >  o  et  <  j^t  on  aura  aussi  Z  >  o  et  <  -j^  ;  on  aura  de 
même 

7  ^  M'*  -  «N'» = aM' A'  —  à'\ 

et  par  conséquent 

V>o  et 

et  l'on  prouvera  de  la  même  manière  i|ue 

Z  =M'-aN  '>o   el  <T5r» 


Mais  les  fractions        »  ^  '  •  •  ♦  forment  une  suite  décroissante  et  t'on- 

vfrm'iile  vers  \a;  (Joik  lis  iiuiiilurs  Z.Z'.Z",...,  qui  résultent  de  l;i 

sulxslilulion  de  M.  M  .  M          à  la  plaie  de  .t,  et  de  N.  N',  iN".....  à  la 

plaee  de  v  d;»n>  hi  Inrmule  jt-'  —  «y*,  el  qui  .sont  par  eonséquenl  lou.s 

entiers,  seroni  aussi  nécessairement  tous  positifs  et  moindres  que«^- 

Or  ces  nombres  Z.Z'.Z"....»  sont  en  nombre  infini*  parce  que  le  nombre 
M  M'  M' 

des  fractions  ^*  ]f  fp**"'      infini;  donc,  puisqu'il  n'y  a  qu'un 

8S. 
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noAiliie  Uni  de  iiumbresoiiliors  pusitils,  cl  inuiiidir  qu'un  nombre  donne, 
il  faudni  néeemirenient  qu^une  in6nité  de  ees  nombres  Z»Z'.  Z",..., 
saienl  égaux  enire  eux. 

Aiosi  Ton  aura  par  ce  moyen  une  infinité  de  nombres  différents  à  suIh 
fttitner  au  lieu  de  xetéey  dans  la  formule  x*  —  ay*.,  de  manière  qu'elle 

ait  toujours  une  même  valeur  positive,  et  moindre  que  * 

Si  au  lieu  de  <>ui>stiturr  a  la  ()iai-e  de  x  et  de^  les  nuinbres  .M.  M'. 

M*,...,  et  N,  N',  N*,...,  on  y  substituait  les.  nombres  m,  ni^nC  et 

ntn\ri't,.,t  et  qu'on  nommit  les  valeurs  résultantes 

—  ay*t  on  aurait  . 

2    m'  —  an',  , 
ou,  en  mettant  (. --~    *  la  place  de  a, 

—  imi  —  3», 

d'où  l'on  voit  que  «  sera  négatif,  et  qu'à  cause  de  d  <  ^  on  aura 

,  ?.  m 
—  a  <  H  I. 

A 

On  trouvera  de  même 
et  par  conséquent 

i'<o  et  ^^<^^u 

H  ainsi  dr  suite  ii  i'infmi. 

D'oii  l'uii  coni  liiiM,  l'oiniiii-  ('i-ilcs>us.  iin'il  y  a  ucccssaiifiiu'iil  une 

inliiiilc  (le  ces  noiiiltrcs  m.  m  ni  el  n,  //  ,  n  pii.  fiant  substitués 

à  la  place  de  .r  et  de  >  dans  la  l'orinub'      —         la  reiidi  oul  égaie  it  uu 

même  nombre  entier  oégatil'i  «t  compris  entre  zéro  et  1 . 

4.  Nous  dénoterons  en  général  par  x^m'^af^x',...,  et  par  y,y\y\ 
y^.,.*  tous  les  nombres  qui  étant  substitués  dans  la  formule  —  ay'  la 
rendent  égale  k  un  même  nombre  quelconque  entier  poailif  ou  négatif. 
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que  nous  appulivrons  H:  en  surle  que  l'un  uil  les  équations 

y»  —  «r"  =  "i» 

r'  -  rtv"'-  H, 

dont  le  nombre  sera  inflni. 

5.  Lemmk.  —  Le  produit  d»' ces  (Iriix  quaiililés  a?*  —  ay*  et  d?"  — 
eBl  {xx  ■±.  ayy  \^  —  a  ixy'  zt^yo*'/;  car 

(*»— a/'») =*•«'»-«- «"7*/'*— «r*«"— 

=        ±:  taxx'yy'^  -t-  «'  »■*  >•'  —  ax*ji**  ■+■  inueyj^y  —  «^•■«" 
=  {XX'  ±axr'f  —  aixy±:yx'f, 

D'oii  l'on  voit  que  le  produit  de  deux  quantités  de  cette  foruie  dr*— oy*. 
a  étant  une  quantité  donnée,  est  toujours  aussi  de  la  même  forme,  «i 
qu'ainsi  le  produit  d'autant  des  quantités  de  cette  forme  qu'on  voudra 

sera  encore  de  la  même  forme. 
Donc  on  aura 

(  x'  —  ay')'  ■-  ,  x'  +  II)  '  -  —  m  7  xy  j', 
{x'  —  ar'V  =          iaxj  'y  —  a[3x'j-     a)  *)\ 

et  ainsi  des  autres.  '  * 

9.  Supposons  d'abord  que  R  et  a  soient  premiers  entre  eux,  et  multi- 
pliant ensemble  deux  quelconques  des  équations  du  n*  4,  on  aura  (Lbiimb) 

(  A )  s=lxx'  ±iajn  '  y  —  a(xr'  ±. yx'  y. 

De  plus,  les  mêmes  équations-doniierunt  colloMii  : 

savoir,  à  cause  de  a^y*  —  y*x"*  =  {a^'-hyx')  (ay'— 
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Or:  I"  soit  H  un  iiuiiibit'  ineinu-i' qiu'l('<)i)i|iii- :  il  laudra.  en  vertu  de 
Téquation  (B;.  (juf  xy'  -hyx'  ou  xy'—yx'  soit  divisible  par  R;  soit 
dont* 

ei  l'e<|uaiioi)  i  A }  deviendra 

tl'oii  l'ou  vuil  que  jux' ±.  ayy' }*  est  divisible  par  R',  et  que  par  <  uiise- 
quent  xa^±.ayy'  est  divisible  par  R:  donc  disant  xa!±.ayy  ^p^, 
et  divisant  4'nsuite  toute  ré4i]uation  par  R*,  on  aura 

m 

7.  a*  Soit  RsABt  A  et  B  étant  des  nombres  premiers,  il  fiiudra,  en 
vertv  de  l'équation  (B),  que  sey-^yti  ou  xy'  —yaf  aolt  diviaible  par  R 
ou  bien  que  l'une  de  ees  deux  quantités,  soit  divisible  par  A  et  l'antre 
parB. 

Le  premier  ens  rentre  évidemment  dans  relui  du  numén»  précédent, 

et  donne  par  ronsetpicnt  le  même  résultat. 
Dans  le  second  cas  un  aura 

q  n'étant  point  diviaible  par  A,  et  l'équation  (  A  )  deviendra 
A'B*  =:  (  jTdr' ±:«^' )>  -  «y>B'; 

de  sorte  que  xx'  ^  ayy'  sera  aussi  divisible  par  U:  donc  faisant 

et  divisant  toute  l'équation  par  B^,  un  aura 
(C)  A'=/>«-tfj*. 


Or,  comme  q  n'est  pas  divisible  par  A,  et  que  a  ne  l'est  pas  non  plus 
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par  bypolhèse,  p  ne  le  sera  pas,  .de  sorte  que  A,    et  f  aeronl  prenient 

enfppi'iix. 

Qu'on  prt'iini'  maiiiteiiaiit  une  aulr*'  <|Ufl(-on(|Uf'  tics  rquations  ilu 
n"  4.  comint'  R  =  .r"*— av"'.  el  i|u'«>n  la  lomhiiif  avii  r<'(|U!ilion 
K  =  x'  — ay'.  en  Dperanl  sur  ces  deux  équations  eoniine  nous  venons 
lie  faire  sur  ies  équations  R  =  u  '  —  av  *  el  R  =a/*  —  ay'^  ;  on  aura  iles 
rémiltatB  analogues  aux  précédents,  dont  on  tirera  par  conaéqueot  des 
conclusions  semblables.  Ainsi  il  faudra  que  Tune  ou  Tautre  de  ces  quan- 
tités ^y'-^-yaT,  a^—yaf  smt  divisible  par  R,  ce  qui  se  réduit  au  cas 
du  n*6;  ou  bien  que  Tune  le  soit  par  A,  l'autre  par  B.  Donc,  faisant  dans 
ce  dernier  cas 

et  ensuite 

xx'  ±  «yy"  —  /*■  B, 

on  parviendra  de  même  k  Téquation 

(Dj  A' 

dans  laquelle  A,  />'  et  q'  seront  aussi  premiers  entre  eux. 
Or  les  deux  équations  (C)  et  ^  D )  donneront  ces  deux-ei  : 

(.F)  A'(  fl" -«»)={/»«' +  -çj»')- 

Ainsi,  à  cause  qm-  A  fsl  un  nonïlm'  premier,  il  ('Hudra.  «-n  verlu  de 
l'équation  F;,  que  l'une  ou  l'autre  des  quanlilés  prf  •  y/> .  fiq'  ifp  soii 
divisible  par  A',  ou  bien  cpie  l'une  el  l'iuilrc  soient  (li\isildes  en  nieiiie 
temps  par  A:  mais  alors  il  l'audrail  aussi  que  leur  souiaie  ipq  tut  divi- 
sible par  A.  ee  qui  ne' peut  être,  à  cause  que  ni  p,  ni  q  n'est  divisible 
par  A,  k  moins  que  A  ne  soit  égal  k  a. 

Supposons  d'abord  que  A  soit  différent  de  a,  et  l'un  aura  népeasaire- 
ment 
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m  qui  réduit  l'équiiUon  (E)  à  celle-ci  : 

|i:ir  lii(|iu'lli-  un  voit  que  pp'  z:.aq(^  (luit  aus.si  être  divisible  par  A';  de 
iiianiére  qu'on  aura 

pp'-àiaqq'  —  rA*; 
t*l  par  roiiftéquenl,  en  divisant  toute  l'cqualiou  par  A\ 

'  tsr*  — ai*. 

Si  A  cl;!!!  <  gal  à  2,  aliirs.  fomiHC  9  el  q  soiil  prciiiii-rs  ii  A,  il>  Neraient 
lousdfux  impairs;  pur  toi]«é({uent  leurs  carrés  seraient  chacun  un  oiul- 
tiple  de  8  augmenté  d'une  unité;  de  sorte  que  la  différence  de  ces  carrrs 
serait  nécessairement  un  multiple  de  8;  on  aurait  donc 

et  l'équation  (F)  deviendrait,  k  cause  de  A  —  ik, 

l->m  ~{pq  ^qp  ,[pq' -  qp')', 

ainsi  il  faudrait  nécessairement  que  Tune  ou  l'autre  des  quantités 
pq'-^  qfft  pq  —  qff  fût  divisible  par  4.  c*esti4*dire  par  A*,  comme  dans  le 
cas  précédent. 

8.  3**  Soit  R  9  ABC,  A,  B,  C  étant  des  nombres  premiers,  il  faudra 
donc,  en  vertu  de  l'équation  (B),  que  Tune  ou  l'autre  des  quantités 
xy-h-yx\  a^'—ya^  soit  divisible  par  R.  ce  qui  rentre  dans  te  cas  du 
n"*  6;  ou  bien  que  l'une  soit  divisible  par  A,  et  l'autre  par  BC.  Soit  donc 

et  l'equatiun  (A;  deviendra 

de  surte  qu'il  faudra  aussi  que  xx'  ±.a)y  suit  divisible  pur  HC;  dune. 
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faiwiit 

et  divisant  toute  Téquadoii  pir  B*C*,  on  aura 

Si  l'on  combine  t\c  même  l'éqnalion  R=jr*-  «v'  avec  l'équalioil 
R  =  - flv"*  11" -i  .  cl  (|iic  ni  l'uiH*  ni  l':ujlrc  des  «jnanlitcs  j  v"^  vr". 
X}''  v.r'  ne  >m{  divisible  (»ar  R,  uil  viendra,  par  la  même  mélliodc, 
à  um'  équation  de  celle  forme  : 

k  étant  l'un  des  facteum  de  R.  Donc,  si  A«  on  aura  deux  équations 
qu'on  traitera  comme  on  a  fait  ei-dessas  pour  les  équations  (C)  et  (D). 
Si  il  B  Bt  on  t  omhinera  le»  équations  R  =  jp''  ~  ay'*  et  R  =s  af*  —  a^", 
et  M  celte  combinaison  ne  donne  pas  le  cas  du  n"  6,  elle  donnera  néce»- 
sairement  une  équaliou  de  cette  forme  : 

k  elaul  l'un  des  trois  lacleurs  de  R. 

Donc,  si  k'=  A  uu  A'=B,  on  aura  deux  équationa  aualogue»  aux  équa- 
tions (Cj  et  (Dj;  mais,  si  A'bG.  il  faudra  prendre  une  quatrième  équa- 
tion telle  que  Rsjr**  — iiy"*,  et  la  combiner  avec  quelqu'une  des 
précédentes  pour  avoir  ou  le  cas  du  n*  6,  ou  au  moins  une  nouvelle 
équation  de  celte  forme  : 

if  étant  égal  à  A  ou  h  B  ou  h  C;  ainsi,  quel  que  soit  on  aura  nécessai* 
rement  deux  équations  analogues  aux  équations  (C)  «t  (D),  par  lesquelles 
on  pourra  résoudre  le  problème  (n*  7). 

En  général  il  est  évident,  par  tout  ce  (|uc  nous  avon»  démontré  jus- 
i]u'ici,  qu'en  nuillipliant  ensemble  deux  quelconques  des  équations  du 
n"  \,  i)n  aiirn  iiécessjiirement  ou  une  équation  «le  ccltf  tonne  :  i  =p^  (Uf'' 
comme  dans  le  u"  G,  uu  au  moins  une  equatiua  de  celle  autre  forme  : 
I.  .  '  86 


•IR2  SOLUTION 

it'  =  —  aq^,  k  élani  l'un  îles  trois  facteur»  de  R.  Donc,  si  l'on  prend 
quatre  <les  équations  «lu  n"  4.  et  qu'on  en  forme  quatre  produits  dilTé- 
Tvn\»,  on  parviendra  nécessairenienl  à  l'é(|ualion 

ou  au  moin»  ii  deux  équations  de  la  forme 

k*  =  p*—aq\  k*  =  ff*~0^\ 
qu'on  trailem  ensuite  comme  on  a  fait  plds  haut  pour  lea  équaliona  (C) 

9.  4"  Soit  R  —  AHCI).  A.  \i,  C.  l)  étant  des  utuubres  premiers,  il  fau- 
dra, en  vertu  de  l'équation  (B),  que  l'une  ou  l*aulre  des  quantités 
acy'  x-y  —yx'  soit  divisible  par  R:  ou  que  l'une  soit  divisible  seu- 
lement parBCD.  et  l'autre  par  A:  ou  enfin  que  Tune  le  soit  seulement 
par  CD»  et  Fautre  par  AB»  ce  qui  donne  trois  cas  différents. 

Ihins  le  premier  cas  on  aura  d'abord,  comme  dans  le  n**  6, 

Dans  le  second  cas  on  aura,  comme  dans  le  n"  7.  en  mettant  BCD  au 
lieu  de  B,  . 

\'  —  p'  —  aq'. 

Dans  le  iroisitaie  cas  on  fera 

et  l'équation  (  A  )  deviendra 

A»B»DD»  =  (  JTx' i  <y y' )•  -  ofl »C' D' ; 
de  sorte  qu'on  aura  aussi  . 

et  par  conséquent,     divisant  tonte  l'équation  par  CD*. 
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Qu'on  pn-niir  donc  cinq  di  .s  nniitliuiis  du  n"  4,  t-l  qu'on  It  s  niulU|ilit' 
ensemble  deux  à  deux  pour  avoir  sept  pruduiU»  diiTérenb  (on  pourrait  à 
la  vérité  en  avoir  dix,  niais  il  suffit  ici  d'en  considérer  sept),  on  aum 
néceRsairemenl  par  ce  moyen  ou  une  équation  de  cette  forme  : 

laquelle  résout  le  problème;  ou  au  moins  deux  équations  de  relie  forme  : 

A  «>lHnt  l'un  quek'uuqui'  di  s  t'at  tcniN  île  R  ,  et  le  problème  se  iTiM>udra 
euninie  dans  le  n*'  7:  ou  enlin  deux  équations  de  ia  forme 

(A  et  B  étant  deux  quelconques  des  quatre  facteurs  de  R);  et,  dans  ce 
dernier  cas,  un  prouvera  aisément  que  les  quatre  quantité»  p,  q,  //'  et  q 
seront  premières  i  A  et  B. 
Or,  les  équations 

VB»  =  /»'— o^'   et   A»B»  =  ji"  — «^'» 

donnent  «  es  deux-t-i  : 

(H)  VB' I fl" -ç'J  =       H- ï/i')(/>ç'-î/»'). 

Et  il  faudra,  en  vertu  de  Téquation  (H),  que  l'une  ou  l'autre  des  quan- 
tités pq'  qp\  pq'  —  qp'  soit  divisible  par  A'B',  ou  que  Tune  le  «oit  seu- 
lement par  x\  ou  par  B,  et  l'autre  par  AB'  ou  par  A'B.  ou  que  l'une  et 
l'autre  le  soient  par  AB:  OU  enfin  que  Tune  lé  s«)il  seulement  par  A*,  el 
l'autre  par  :  re  <|ui  donne,  comme  Ton  voit,  quatre  cas  ditlérent». 
Dans  le  premier  cas  on  fera 

P9'±fy  =  «A>B*. 

et  l'équation  r  6 )  deviendra 

A«B*  =  (/f^'droff  '  )■  —  ai«A'B': 

8f». 


681  SOLUTION 

«ioiic  un  aura  aussi 

ei,  iiivi»anl  tuule  Tèquation  par  A'B\  un  aura  , 

« 

I  =  r*—  «*. 

•  A  Tégard  du  second  cas,  il  est  clair  que  si  les  deux  quantités pq'->rqp , 
ptf  —  qp'  étaient  divisibles  en  même  temps  par  A  ou  parB,  il  faudrail  que 
leur  somme  ajv^  le  fût  aussi,  ce  qui  ne  peut  être  (à  cause  que/» et  ^  sont 
premiers  à  A  et  B),  à  mofns  que  Ton  n'ait  A  =  a  ou  B  =  a;  mais  alors  q 
et  7".  seraient  nécessairement  impairs,  «e  qui  donnerait  4f*—q^st  8in;  de 
sorte  que  l'équation  (H)  deviendrait  (en  supposant  B  s  a) 

3amA'=  pq'  -+-  qp  )ipq'  —  qp'  ); 

donc,  puisque  l'uix'  de»  tUnix  ({uantilés  pq'  •+-  qp  tpq  ~  qp  t'sl  supposée 
divisible  s<nil(Mi)>'iil  par  H.  il  fntiilr;)  quo  l'autre  le  soit  |)ar  i6A*,  el  par 
conséquent  ;m!<M  p:ii  A-'Il-,  i  f  qui  se  n-duil  au  premier  cas. 

Le  Iroisii-nu"  cas  ne  peut  point  avoir  lieu  du  tout,  à  cause  que  la 
somme  des  quaulilés  jo^'  +  qp  ,  pq  —  qp'  n'étant  point  divisible  par  AK, 
il  est  Impossible  que  chacune  de  ces  quantités  le  soit. 

Reste  le  quatrième  cas,  dans  lequel  on  aura  ±  qp^sïi^^  s  n'étant 
point  divisible  par  A;  on  aura  donc,  dans  ce  cas,  au  lieu  de  l'équation  (G), 
celle-ci  \ 

A*  B*  =  (/#/»•  ±  ajfl' )'- a#' B«  ; 

par  conséquent,  on  aura  aussi 

.  pp-±.aqq'  —  rf^x 

et,  divisant  toute  l'équation  par  B\  on  aura 

^  A*— r'  — oC. 

et  comme  #  et  a  ne  sont  point  divisibles  par  \f  r  ne  le  sera  pas  uuii  plu», 
de  sorte  que  r  et  «  seront  premiers  ^  A. 
Ayant  l'équation  A*=sr*— Il  faudra  encore  en  avoir  une  autre 
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s«"mbIablo  pour  pouvoir  rôsondi  e  le  proidi  mr.  Puiir  la  trouv»'i'.  on  (  «mli- 
muTu  h  multiplier  enst'mlilc  deux  k  <l<'ux  It  s  juitics  <'(|u;tti(ms  ilii  ii"  i. 
l'I  il  est  lacil»*  «1»'  voir,  par  e  t'  quf  nnii^  vi  iions  <\v  moutrer,  que  si  rt-s 
cOHibinaisûiis  lie  donuenl  pu»  queiquos-uus  des  cas  qui  ont  déjà  été  ré- 
solus, elles  donneront  nécessairement  k  la  fin  deux  équationt  de  ««tti* 
forme  : 

A  étant  l'un  des  quatre  facteurs  de  R  et  r,  «,  r'  et  /.étant  premiers  k  A. 

En  effet,  puisque  le  nombre  des  équations  du  tt°  4  est  infini*  et  que  le 
nombre  des  cas  qui  peuvent  arriver  est  limité,  il  est  évident  que  le  mémt^ 
cas  devra  arriver  une  infinité  de  fois;  de  sorte  que,  si  l'on  ne  trouve  pas 

(|n)>lques-(nis  des  cas  que  nous  avons  déjà  résolus,  on  trouvera  néeessai^ 
remenl  deux,  et  même  une  infinité  de  cas  tels  que 

A«  =  H— «I»   «tl   A«  =  r"— «M"; 

mais  il  saffira  d'en  avoir  deux  pour  (]ue  le  problème  soit  résoluble. 
On  aura  donc,  par  le  moyen  des  deux  équations  dont  il  s'agit. 

(1)  .V  =  (rr'±:aif')»-«{«'±*r')», 

(k)  \'{$''  -  s'\  :={r$'  ■4-tr')[nf  —  sr'). 

Donc  il  faudra,  en  vertu  île  l'cqiiati(»ii  K t|ue  l'une  ou  l'autre  des 
quantités  rs'  -h  sr  .  n  —  sr  ^oit  divisililc  \y.\v  \\  ou  (jue  toutes  les  deu\ 
soient  divisibles  k  la  lois  |>;u  \;  m;n>,  ila iis  »  e  (iernier  cas.  il  laudia  aussi 
que  leur  suuune  arï  soit  divisible  par  A,  ce  qui  ne  peut  être  à  ULoins 
que  A  ne  soit  égal  k  a.  Or,  supposant  A  =  a,  on  aura  8m,  re 

qui  réduira  l'équation  f  K  )  k 

a'm  =  \n!  +  sr'        —  sr'  ); 

d'où  l'on  voit  (|ue  si  l'une  des  quantités  rs'-hsr',  rs  —  sr  est  divisible 
seulement  par  A.  l'autre  le  sera  nécessairement  par  A*,  et  par  conséquent 

aussi  par  A'. 

Le  cas  où  rs  -i- sr  et  rs  —  sr'  seraient  toutes  deux  divisibles  par  A''  Uf 
saurait  avoir  lieu,  â  cause  que  leur  somme  arr'  ne  peut  jamais  être  divi- 


Hm'y    •  SOLLTIUN 

sililf  ()iir  A':  <le  ^niir  (|iril  ne  n-sloia  i\m-  !<•  ciin  où  l'un»-  ou  l'autre  de 
ces  i|uaiilUi-â  sera  divisible  par  A*:  ainsi  on  aura  toujours 

ce  qui  réduira  l'équation  (  I  )  à  relle-ci  ; 

A'  ~  f  rr  i  om'  /•  —  un'  \'. 

par  laquelle  on  voit  que  rr^aU  sera  aussi  diviaibie  par  A*.  Faisant  donc 

et  divisant  toult*  l'i-qualiuii  par  A",  on  aura 

I  =  l*  — «II».  • 

On  voit  par  là  comment  il  faudrait  s'y  preudre  si  le  nombre  R  était 
composé  de  cinq  nombres  premiers,  ou  d'autant  de  nombres  premiers 

qu'on  voudrait;  et  on  voit  en  même  temps  que.  pourvu  quo  a  et  R  soient 
premiers  entre  eux.  on  parviendra  toujours  à  une  équation  de  celle 
forme  : 

qui  contient  la  solution  du  problème  proposé;  la  difficulté  ne  consistera 
que  dans  ta  longueur  du  calcul,  mais  on  pourra  souvent  l'abréger  par 
les  considérations  suivantes. 

10.  Si  le  nombre  R  était  une  puissance  quelconque  d'un  nombre  pre> 
mier,  il  ne  serait  pas  nécessaire  de  le  regarder  comme  le  produit  d'au- 
tant de  nombres  premiers  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  la  puia- 
sance  donnée. 

Car,  soit  R  —  A".  A  étant  premier  et  dillerent  de  2.  je  dis  cpi'il  faudra, 
en  vertu  de  réxju^tioii  H  .  que  l'une  011  l'anlre  «les  (|u;intités  .rv'  -^yx  , 
xy'  —yx  soit  divisii)li'  jni  A";  en  eliel.  si  l'une  de  ees  quantités  éUiil 
divisible  seulement  par  ww  puissance  de  A  moindre  que  A",  il  landrait 
que  l'autre  fût  divisible  par  le  complément  de  cette  puissance;  de  M>rle 
que  les  deux  quantités  dont  il  s'agit  seraient  divisibles  en  même  temps 
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pur  A;  par  consf'quent  li>iir  somme  -ijry'  le  serait  aussi:  (lune,  ii  caiisi> 
<)»•  A  premier  H  rlillV'nMit  ^,  il  (lUKlniir  (|iio  x  nu  y'  lïit  «livisiltlc  par  A: 
niaiH,  si  X  était  divisiltlc  par  A,  il  faudrait,  en  vertu  de  IV(|ualiiii) 
A"  =  .r*  -  rtv\  que  >  le  tVit  aussi,  notant,  par  liy|((illii'sr.  pn-inifi  a  A; 
ainsi  X  ftj'  lu-  !»iTaieiil  pas  premiers  eiilre  eux,  te  qui  répugne  à  la  na- 
ture de  ces  quantités  (n^  1). 

On  prouvera  de  môme,  par  l'équation  A* sa;'*  ^ o^  '.  que  ^  ue  iiau» 
rait  être  divisible  par  A.  Donc  il  faudra  néceeaairement  que  l'on  ait 

xr'  ±:/x'     y  A", 
«  e  qui  réduira  l'equalion  (Ay  k 

par  laquelle  on  voit  que  acj/  ±  o^'  sera  auaai  divisible  par  A";  ainsi. 
Faisant  «ar^â: 0)7' B^A*.  et  divisant  l'équation  par  A**,  on  aura  aur-le- 
rhamp 

si  A  était  égal  a  a,  alor>,  puisque  v  et  v  ne  soiil  pas  divisibles  |»ar  A. 
ils  seront  neeessaircmenl  impairs;  de  sorte  qu'où  aurait  y"*  —  y  z=.^m, 
vX  l'equatiun  \S ,  deviciidrail  • 

^  i X)  '  +  jx'  ) ( X)  '  —)xf)\ 

-or,  les  quantités  xy'-^yx'.  xy'  —  yx'  ne  peuvent  être  divisibles  en  uiéme 
temps  par  '\.  parée  qu'il  faudrait  (pie  leur  somme  2.i;v  le  fut  aussi,  et 
que,  par  eonsequeut.  r  ou  y'  lui  divisible  par  u,  ce  i|ui  uv  se  peut.  Doue 
il  laudra  neeessaireuu'Ut  que  l'une  lit-  rcs  quantités  suit  divisible  par 
a"**,  et  par  eunsequenl  aussi  par  A":  dune,  etc. 
On  pourra  abréger  et  simplifier  de  la  même  manière  l'analyse  des  ras 

où 

»  =  A-II»C..., 
A.  B,  C...  étant  des  nombres  premiers. 

il.  Si  l'on  avait  ees  trois  équations  : 

K  =  x'  — a/',    IM  —  x''~  ay   et   R'  .=  x  '  — a/"'. 


(►88  S<»LITI0N 

f{  <'l  R'  t'uH.sent  tl'  s  nomliirs  premici's  (|U('l<-on(|ues,  et  H"  =  RR  , 
un  |i(Hiriiiit  aussi  par  leur  iiiuvcii  n'soudrc  le  prtdjii'ine. 

Car  les  equalmn»  .r"  — a)'^  =  R  el  x"' —  a/"' =  RR'  ilonneruut  ces 
denx-ci  : 

I  K  ;  R'R'  "  (xx'  zii  u}-}  "  '  —  «  ( X)  '  -±  rx"  V. 

(M)  «tj       U>')- (X)  '  •  tx' -,)u' .,; 

doni-,  à  cause  que  R  est  prtMuier,  il  faudra,  en  verlu  de  l'i  i|iuilioii  M,, 
que  l'une  ou  l'aulre  des  quantités  x)^ -H. a?v"  —  j-jf"  soit  divisible 
par  R:  donc,  faisanl 

Téquation  (L)  deviendra 

K'  tt'  =  (      ±L  ajy'  )"  -aq'Vi', 

d*où  Ton  voit  que  xa^^a^"  sera  aussi  nécessairement  divisible  pr  R. 
de  sorte  qu'en  h\suïlmcf'±.ayy''=p¥i,  on  aura,  en  divisant  par  R?, 

t;(  il  lie  s'agiru  plu»  que  de  combiner  cette  équation  avec  l'equatlun 

Ifs**»— «r". 

suivant  la  méthode  du  n"  6. 
On  pourrait  traiter  de  la  même  manière  les  cas  où  Ton  aurait 

R.  R',  R  étant  des  iioiiibres  premiers,  et  ainsi  de.s  autres. 

12.  Il  est  bon  de  remarquer  encore  que  si  les  nombres  R,  dans  les  dif- 

lerentes  é(|Ua(i(iiis  du  n"  -i.  étaient  de  signes  dillerents.  pourvu  qu'ils 
lussent  d'ailleurs  ejjaux  entre  eux.  les  niétliodt'S  des  numéros  préeédenis 
réussiraient  fie  iiiëtiie:  il  it'v  anrail  (l";iiiln'  dilTéit-nt  c  dans  les  résultats 
sinon  qu'au  lieu  d'arrivei  toujour.s  à  uni'  équation  de  celte  tiiriiie  : 
I  =  x'  —  ay  \  ou  arriverait  quelquefois  h  une  équation  de  cette  autre 
forme  ;  —  i  s  jr*—  «r*:  mais  alors  il  n'y  aurait  qu'à  élever  cette  dernière 
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équation  au  carré,  et  l'on  aurait  (n*  5) 

* 

13.  Au  reste,  si  Ton  -.ivnit  Rs^aouR— ±4>  une  aeule  équation 
sufTirait  pnur  résoudra  le  problème. 
Soit:  I" 

un  aura,  vu  prenaiii  le»  carrés, 

4  =  (*•-».  «j.»j«-4«r»r»î 
mais  €ty*  =  a-^     a;  doiu-  4  =  4      ^  ^}^~  4<*»'.*''.  t'I.  divisaul  par  4> 

2"  Soit 
un  aura,  en  carrant. 

i6  =  {«'  -h  ajr')'  —  iax'x** 

mais  eejr*^x*^4i  donc,  en  substituant  cette  valeur  et  divisant  toute 
Téquation  par  4i  on  aura 

Otie  é<|ii:ui()n  ctiint  muliipliée  par  Téquation  ±.i^s=x*  —  ay*,on  aura 
(  u"  5),  «u  preuaut  le  signe  +, 

:±  i6  =  [{ifl^i)*    «y*]»— fl  [(jr*^  a  )y  ■+■  **yy. 

r*e8t-à-dire 

±.i6  =  *'(«'  +  a/-'ip2)'—  4a7-'(»'qpi)*; 
mais  q^* SX*  7  4i  done,  en  subalituant  et  divisant  par  4,  »n  aura 

Or,  puisque  a  est  premier  ï  R,  et  que  R  est  ici  on  nombre  pair,  a  sera 
nécessairement  impair;  done  l'équation  R  =s  a:*  —  o^*  ne  pourra  subai»» 
1er  à  moins  que  «  et  ^  ne  soient  tous  deux  pairs  ou  impairs;  mais  ils  ne 
I.  «7 
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peuvent  être  tous  deux  pain,  parce  qu'ils  sont  supposés  premiers  l'un  il 
l'autre:  donc  Us  seront  nécessairement  tous  deux  impairs;  donc  x  sera 
impair,  èt  par  consé4|ueut  i  et  jc'^  3  seront  tous  deux  pairs  :  dont-, 
faisant  x'q:  i  —  37  e(  dp*zp3s:sa^t  cl  divisant  l'équation  précédente 
par  4i  on  aura  celle-ci  : 

dtt-ixpy-aixqy; 
donc,  lorsque  R  =  4,  on  aura 

I  -  {xfty-  —  airq]-. 

et,  lorsque  R  s  —  4,  on  aura 

—  •  =  (*;»)•—«(/?)•; 
d'oii,  en  prenaiil  les  canés.  il  viendra 

4- 1  =  (  jr»/H  H-  «j^'ç*)' — a  (  *x)^  )». 

14.  Nous  avons  su  j)(><<Sf  jusiju'ii  i  ijuc  les  noinbrt*)<  «  cl  U  4't;ii(  iil  jw  i'- 
iiiicrs  l'un  a  l'audo;  vuyuns  niainlenanrcununenl  il  laudra  |jivndrt' 
lorsque  ces  nombres  auront  un  diviseur  commun.  • 

Soit  6  le  plus  grand  diviseur  commun  de  a  et  de  R,  en  sorte  que 
assâfrelRss9T,  6etTélAnt  premiers  entre  eux,  et  l'équation 

K  =    —  a/' 

ik'viendra 

((•»•  qui'  niMis  disons  df  celU»  «'i|uatiun  doil  s'appliiiucron  <j;('n('ral  à  toutes 
It  s  cquiiiiniis  du  il"  4/,  d'où  l'on  voil  qu'il  l'aul  nécetisaireuieiU  que  le 
cam"  j-^  st)il  (IimmMi'  par  5. 

Supposons:  i"  que  0  ne  soit  ni  «arn-,  ni  multipli*  d'un  carre,  il  est  cvi- 
deiil  que  la  racine  a:  devra  élre  clle-ménie  divisible  par  ^  ;  de  «oric  qu'eu 
ftisant  x  s  6u,  et  divisant  toute  l'équation  par  0,  on  aura 
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Qu'on  elév<!  ceiU'  équation  au  rarié,  et  l'on  aura 

1->  =  d'il*  —  aA0ii>^  -4.       =  (9tf>  -(-  */•)•  —  $b  (««rPt 

savoir 

T»  =  (  Ùu'  ■+■  byy  —  a(a«)-)',  _ 

(tqnnlioM  duns  laqui-llc  «  cl  T*  seront  premiers  entre  eux. 

Or.  dans  l'é(|ualioi)  H  ~  —  «V*.  R  '"«t  ncccssiiiicmciil  pirmi«  r  à  y; 
aiitiriiieiil  .r'  serail  divisiMr  par  la  plus  giMiidc  <  <iiiiiiiii ii<  iin  siirc  de  ces 
deux  ijuantiles,  el  par  i  onsequctil  .r  et  y  ne  si-rairiil  plus  pieiiliers  entre 
eux,  eoiilre  rijv|iollièt*e;  dune  T  et  0  seront  aussi  |tremiers  à  ^;  doni-, 
dans  l'équation  T  ^  $u*  — by*,  T  et  m  seront  aussi  premiers  énlre  eux  ; 
autrement  il  faudrait  que  ^j'*  fût  divisible  parleur  plus  grande  commune 
mesure,  ce  qui  ne  se  peut  I  cause  que  bety  sont  tous  les  deux  premiers 
à  T:  donc,  puisque  T  est  premier  à  «  et  hy^  il  ettl  clair  que  T*  sera  néces- 
sairement premier  à  uy;  donc,  dans  l'équation 

Ou^  -hhy'  el  HV  seroni  pit  inins  entre  eux;  «  ai  .  s'il>  iif  rrlalml  piis,  il 
t'andrait  i|in- T  fnt  divi>ili|i-  pat  ii>ur  eommune  mesure;  ainsi  T  et  uy  ne 
seraient  plus  premiers  l'un  a  l'autre. 

Donc,  si  T  est  un  nombre  impair,  un  prendra,  au  lieu  de  l'équation 
R  =  ar"  — oy".  celle-ci  ; 

T»  =  (  9»»  +  ij'»  )»  —  a  (  2  «r  )'. 

dans  laquelle  et  a  serunl  premiers  entre  eux,  ausKÏ  bien  que  5u*-i-  ùy  ' 
et  2MV. 

Et,  si  T  est  un  nunibre  pair,  alors  ju^-hhy^  sera  aussi  pair,  et  l'on 
aura  l'équation 

et  a  seront  premiers  entre  eux,  comme  aussi  — 

et  1»^. 

af  Supposons  maintenant  que  6  ait  un  facteur  carré  «*.  en  sorte  quo 

8,. 
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$  s  «'7,  y  n'étant  ni  carré  ni  multiple  d'un  carré;  en  ce  cas  l'équation 
R  =  a?"  —  «rj'»  deviendra 

.  d'où  l'on  voit  que  le  carré  sera  nécessairemenl  diviûble  par  et 
que  par  conséquent  sa  racine  x  le  sera  par  «y:  ainsi,  faisant  drscpyu» 
an  aura,  après  avoir  divisé  par  «'7, 

Donc«  si  ys  f ,  c'est-^-dire  si  $  est  carré,  on  aura  l'équation 

<l;)ns  l;i(|iii  llc  T  t>l  h  scnuil  prcmicts  l'iitrc  eux,  aussi  liieii  qur  a  fl  y.  lic 
sorte  qu'^i  r;ùilc  rie  (••'II*'  cquatiuii  cl  des  ;iiilr«'S  seinithihit's.  dii 
vU'iiiInt.       lt'8  mclliodes  des  11"'  6  ol  suivimUs,  u  une  fi|ualioii  de  retti- 
forme  : 

I  =/#■  —  bq'  OH Uen   •=/»'—  ^Ç'- 

Si  7  n'est  pas  égal  à  1 ,  on  élèvera  l'équation  T  —  7»'  —  by*  au  carré, 
et  l'on  aura 

l't  l'on  prntivrra,  fotiiiiic  ci-dessus,  qu<>  7^  sera  premier  à  T',  et  qur 
yii'  -t-  Av*  cl  //)■  seront  premiers  eiilre  eux. 

De  sorte  que,  si  T  est  impair,  un  aura,  au  lieu  df  l'équallun 
R  =     —  ay*,  celle-ci  : 

T*  —  (  ■/  m'  -1         —  y  i  2  uy  ]\ 

oùT*  et  76  seront  premiei-s  entre  eux  aus»i  bien  que  'ju'-t-by*  vl  -iity,  ■ 
El,  si  T  est  pair,  un  aura  l'équation 

(iù       et  7^  auront  premiers  entre  eux  aussi  bien  que  el  i^. 

Donc,  par  le  moyen  do  ces  équations  et  des  autres  semblables,  on  par- 
viendra aussi  è  une  équation  de  cette  forme:  1       —  75^*,  c'est-è-dire. 
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k  cause  de  a  »  ybw'»  de  «ette  forme-iii  : 


Or,  comiJiissant'dnix  vaicms  (|ii('l(  ()ii(|iit's  de  cl  </  <|iit  ^illist'il$Sl'lll  ii 
l'ciltiation  I  = />'  J(f' ,  /  i'Uiiil  ijin  h  uiHjUf,  il  csl  Imijmirs  possible  Ai- 
trouver  par  leur  inuvt'ii  deux  autres  valeurs  ilu/)  et  q  (|ui  sali.st'as.seul  à  la 
inême  équation,  el  qui  aoîent  telles  que  la  valeur  de  q  soit  multiple  d*uit 
nombre  quelconque  donné,  comme  nous  le  verrons  plus  bas  (n**  81): 
donc  o;i  pourra  toujours  déterminer  p  el  de  manière  que  q  Roit  divi> 
sihle  par  «:  de  sorte  qu'on  aura 


rurome  le  problème  le  demande. 

15.  N<uis  avons  donc  démontré.  ;ivee  toute  la  ri^'iieur  et  la  généralité 
possildes,  qu'un  nombre  ipudeonque  entier  et  non  rarrc  (i  i-iani  rionné. 
il  est  toujours  possible  de  Irouvi'r  deux  nombres  x  et  v  tels,  (jue 
I  —x^  -  ay  -,  el  nous  avons  en  même  temps  dunne  les  muvens  de  trou- 
ver ves  mêmes  nombres. 

Or,  comme  le  carré,  le  cube,  et  en  général  toute  puissance  d'une  quan- 
tité de  cette  forme  ^r*  —  ay'  est  toujours  aussi  de  la  même  forme  (n*  5). 
il  s'ensuit  qu'en  élevant  Téquation  i  =  —  ay*  k  une  puissance  quel- 
conque, on  aura  une  infinité  d'autres  équation»  semblables,  de  aorte 
qu'ayant  trouvé  parles  métbodes  preeedentes.  ou  par  quelque  autre  mé- 
thode que  ('(>  suit,  une  seule  solution  du  problème,  on  pourra  par  son 
moven  en  trouver  d'autres  à  l'infini. 

Pour  ii'iit'crnier  toutes  i  es  s(diiriiitis  ihiiis  une  l'orniuie  jîénérale,  sup- 
pii.s'Uis  ipie  p  et  (f  soient  les  \aleurs  Iroiivees  de  .r  et  de  v.  t  ii  sorte  cpu- 
l'on  ait  I  —  p^  —  aq':  en  éU-vanI  les  deux  membres  de  eelle  équation  à 
une  puiftHanre  queUronque  m,  on  aura 


^  SOLUTION 

i>quation  qu'il  agi»  de  réduire  ii  la  forme  dt-  l  ell*-»  i  : 

i  =    — «r*- 

i*our  «  «  la  jf  n  iuaniuf  qu»- 

ltt^aq*=^{p qiôi  '.p— qy/a).  \ 

tle  siirl*-  que  Tod  aura 


Or 


m  (m — 0  j,, 


m  ( m  -  i)(w-aj ^.^.^     + . .  •  ; 


Ï.3 

iliinr,  si  Ton  fait 
un  aura 

et,  prenant  U-  radit  al  s  «  t-n  - .  on  aura  de  même 
donc 

de  sorte  que  Ton  aura  en  général 

«n  prenani  pour  m  un  nombre  quelconque  entier  el  positif. 
Au  i-viKiet  les  équation» 
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iloiinttroDt 

2 

(j>-»-tfi/â)'-(i»-gvsr^ 

«xprtHisions  qui  reviennent  au  même  que  les  précédentes,  maÎ8  qui  uni 
l'avantage  d'être  sous  une  forme  finie;  ainsi,  prenant  successiv<>nieni 
pour  m  tous  les  nombres  naturels«  on  aura  une  infinité  de  solutions  du 
problème  proposé. 

16.  Les  dernières  expressions  de  et  de  font  voir  que  ces  quantités 
forment  deux  suites  récurrentes,  dont  l'échelle  de  relation  est  a/», 
—  (^*—  aq'),  ou  bien  (à  cause  de^*  — oy'ss  i)  sp,  —  i;  de  sorte'  qu'en 
dénotantpar*'.*^,  a?"....  et/',  j^',  j'....  les  valeurs  de  Jt  e1  de_y  qui 
répondent  à  m  s  i ,  a,  3,...>  on  aura  les  séries  suivantes  : 

=p, 

—  tCyp*  ^  ■>op' -h  5  [t. 


et  en  général,  lorsque  l'exposant  est  m. 

m(m— 3)  _  .  _  .     mlm  — 4)(m>  — 5}  ______ 

X  -  ■x—'pr—m  i'-'fr  '  I  î—  '  tT  "fT-*  ^   .'^ip,-. 

m(iw  — S)(»i  -  li-»-,^. 


et  de  uièine 
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H  fin  général,  lorsque  Texposanl  esl  m. 


9«  w  J 


On  peut  mettre  encore  les  expressions  géiiéraleB  de  x  el  de  .y  sous  une 
Mulre  forme  beaucoup  plus  simple:  mais  il  faut  pour  cela  disUnguer  \m 

ras  où  m  est  pair  nu  impair. 
Soit  :  1°  m  impair,  on  aura 

«*  =  5/1  —  9o^ -•- [€^, 


e(  en  général 

^  ur__     w(w'-i)^  .  iw(m'-- i)(m'-9)  _ 

m(m'-  i)(m^-  9)\/n'-  25j  1 

"   îXp;±7  '  ■  J' 

le  signe  supérieur  flimt  pour  le  cas  «le  m  multiple  de  4  plu^  i.  et  Tinfé- 
rieur  pour  celui  de  m  multiple  de  4  plus  3. 
Ensuite 

.»'  =  -?{» -^f). 
.r'  =  f  (i  — i9^*H-t6p*), 


el  en  général 

^  _  =tfl|' — ^p-^  jxi —  iTâ.iirg- — '^■^"•J* 

*ii)servera.  k  l'égard  des  signes  ambigus,  la  même  règle  que  ei- 


<iu  I  on 
dessus. 


Digitized  by  Google 


D'UN  PROBLÈME  D'AKITHMÉTIQUB.  097 
Soit  ;  a"  m  pair,  f  I  l'un  aura 


«I  vu  générai 

x  =  ±}  -i^V-     \, .3.4.5.6  '^-^  J 


Bnituile 

=  g(6/»  —  3a/»*  +  3»/»»), 
 •««.♦•» 

et  en  général 

A  l'égard  de  l'aiiibij^uiti!  des  signes,  piviidra  le  signe  supérieur 
lorsque  m  esl  un  multiple  de  l\,  et  l'inférieur  lorsque  m  e»t  un  multiple 
de  4  plus  3. 

De  plus*  puisque ^  —  a;*  =  i ,  on  pourra  substituer  dans  les  formules 
précédentes  i  h-  a^'  su  lieu  de      él  Toi^sura  celles-ci  : 
i"  Ptour  le  cas  de  m  impair. 


et  en  général 


I. 


SOLUTION 

Ensuite     .  . 


et  en  général 

'•  =  mi 

m(m'—  i)(m'-9)(m'— a$) 


«fa»*— I)    .     «(m*— i)(m'  — u)  ,  ^ 


a*  Pour  le  cas  de  m  pair. 


et  eu  général 


Ensuite 


ei  en  général 

Ces  dernières  expressions  de  el  de^  ont  l'inaiiia^c  de  n'étiv  e^ni- 
posées  que  de  termes  tous  posilifs.  <-e  qui  les  rend  beaueoup  pluR 
«impies  et  plus  commodes  pour  le  calcul. 

17.  Nous  «lions  démontrer  maintenant  que  si  et  f  sont  les  plus 
petites  valeurs  de  «  et  ji'  qui  satisfassent  k  Téqualion 
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toutes  leA  autrefe  valeurs  possibles  de  «  et  de    seront  nécessairement 
renfermées  dans  les  formules  générales  des  deux  numéros  précédents. 
Pour  cela  nous  remarquerons  d'abord  que  si,  l'on  a 

«t  que  p'  > p,  un  aura  aussi  9'  >  9;  car  relranchanl  la  première  équatiun 
de  la  seconde,  on  a 

j/<_^i_a(f'i.^)--o,  ou'blen  p'-  — f'  — «(fl*'— ç*); 

donc  si  p'^  —  p*  e^t  [lositif.  Il  faudr»  que     —     le  soit  aussi;  donc .... 

Supposons  maintenant  que  p  et  y  soient  les  plus  petites  valeurs  de  » 
et  y  dans  Téquation 

et  que  /v*  et  soient  les  valeurs  de  «  el  de  qui  sont  immédiatement 
plus  grandes  que  celles-là»  en  sorte  qu'il  n'y  ait  point  de  nombres  plus 
petits  que  p  et  ^«  qu'on  puisse  prendre  pour  x  «t    autres  que  p  et  %, 

Cela  posé  : 

Qu'on  multiplie  ensemble  les  deux  équations 

<iV*  =  i  et  'ff*r~ai^=.\, 
et  l'on  aura  (n^ôj,  eu  prenant  seulement  le  sigue  intérieur. 

(«»' —  «ffl*  )* — «( -  «f*  =  »  « 

d'où  l'on  voit  «luc/y/  -  aqq'  sera  aussi  une  des  valeurs  de  x.  et  pq  qp 
une  des  valeurs  de  y  qui  satisfont  li  la  même  équation 

Or  je  dis  que  pp'—aqif  est  >  o  et  <ff.  Car  1*  soit  pff  —  —  s,  on 
aura 

q^ 

mais  les  équations 

^— «f|  =  i  et         tfj**  =  i 

88. 
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donnent 

»*         I    p"  I 

«Jonc 

f?*  W'     9:')  «y 

et  tirant  la  racine  carrée, 

99    y       W   f V  «Y* 

<roù  l'on  voit  que 

9  9'^ 

de  Horte  que  |  ^  ~  ^  "^i^  toiqoan  une  quantité  positive;  par  ronaé- 

quent  *  sera  aussi  un  nombre  positif, 
a»  Soit  pp'  ~  f  '  =    -(-  II,  on  aura 

/>  — I  ^  _  Il 
9  ^ 

or 


J»  —  I      ,  /        I       I  a  p-  '  I 


donc 


,    V  ""^'•' 


V  « 


mais  f'>f,  donc  ^«  +  ^  <  ^o^TT  et  à  plus  l'orlf  raison 


donc  ^'^''y  —a  Mra  nécessairement  une  quantité  iieptivc  ;  par  con- 
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séquent  u  flero  auan  négative;  donc 

Donc  il  faudra  par  Thypothèse  que  Ton  ail  /gp'  —  aff  '  —p*  v\  l'iiniiiie 

il  faudra  auari  que  l'on  ait 

ipt-îf^y^r»  d'où  /»î'-w'=±«- 


Hais  * 


donc,  à  eauae  de  f '  >  on  aura  ^'  >  ,  donc  pq'  ~  f/r'  ai^ra  pomtif :  de 
sorte  qtt*il  faudra'  supposer 

Nous  aurons  donc  ces  deux  équations  : 

Pff-aqq'^p  el  pq'~qp'  =  q. 


d'où  l'on  tire 


c'est-k-dire.  k  cause  dep^  —  aq'  =  t , 

p'=p>-haq\   q' =  ipq, 
ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 

a 

l/>-4-yya)'-j^-yvâr 

d'où  l'on  voit  que  les  valeurs  de  //  *  i  q'  sont  contenues  dans  i««  fur- 
mules  i^nérales  du  n*  15,  en  y  faisant  m  =s  a. 
Soient  ensuite  ff%iif\ti  valeurs  de  «pet  de ^  qui  sont  immédiatement 
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plus  grande»  que  fTéi^x  en  sorte  qu'entre  toutes  les  valeurs  possibles 
de  jr  el  y  dans  Téquation  —  o^'  =:  i,  il  n'y  ait  que  p  ^if^  qui 
soic-ni  moindres  qii*>  p",  et  y  et    qui  Soient  nioindres  que 

Multipliant  réqnatinn  />"*  — «f^  — i  par^  — ay*  =  i,  et  prenant 
dans  cette  multiplication  le  signe  —  (n^  5j,  on  aura 

de  sorte  i|ue  pp'  —aqq"  sera  aussi  une  des  valeurs  de  x,  et  p<j  —  qp 
une  des  valeurs  de  y\  et  Pon  prouvera  ici  par  une  méthode  semblable  à 
.  la  précédente  que  Pf^— «Jf* > o  et  <ff,  ex  pf  —  ^>o  éi 
d'où  il  s'ensuit  que  Ton  aura  nécessairement 

■  pp"  ~  ""in"  ^  p      "  p  P9  ~  ip  -  V  • 

Ur  les  équations  > 

Pf-'^-P  et  w'-fi»'=» 

donnent,  à  cause  de  /i*  —  09*  =  i .  . 

p  —  p'     aq  -  i>     .'t    ^'  —  ^pq  —  q', 

w  qui  est  contre  l'hypothèse;  «t  les  équations 
donnent 

tr-Pff-^eqq'.  f'^M'  +  ï^'. 
r'est-à-dire,  en  mettant  pour  pf  et  f  '  leurs  valeurs, 

«  "  — — VT^ — ^~ 

Ainsi  les  valeurs  de  p'  ei  q'  sont  encore  renfermées  dam  les  formules 
du  numéro  cité,  en  y  faisant  m  3. 

On  prouvera  par  des  raisonnements  semblable  que  les  valeurs  de  a; 
et  de  y  qui  sont  immé^tement  plus  grandes  que  pt  et  f".  et  que  nous  . 
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désignerons  par  p'  et  tf ,  seront  cxprinHH's  aitisi  : 

§ 

•■(  ainsi  ilt's  îuitrt's  ii  Tintini:  ri'rtii  l'on  «onclnni  on  jrcnf'nil  l«'s 
leurs  dt*  x  v\  \,  dont  !♦>  qii:inli<  nic  sfiii  m  ii  ('fiiiinii'nri  r  dfs  pivniiéreg 
valeurs  p  et  ^ .  seront  expriuit  cs  d«-  ki  inuiiièri'  sui\iiule  : 

j._  (p-t-<v^r-«-f/»-çvSr 

cumule  dans  le  n"  15. 

Ainsi  aytnt  trouvé  les  |N«miim  valeurs  p  <  i  on  sera  nsfiiiré  d'avoir 
par  ces  formules  toutes  les  valeurs  posMbles  de  x  et  «le  y  propres  à 
satisfaire  li  l'équation  s^—t^*  as 

18.  J(>  <li.H  maintenaDt  que  tous  les  nombres  x  et  /  qui  salisl'unt  si 

l'équation 

—  «y»  =  I 

se  trouvent  nécessairennent  parmi  les  nombres  M.  M'.  M*  et  N,  N' 

M  M'  M* 

N',.:.,  qui  forment  les  firactîons  lî'      îfr*"-*  convergentes  vers  la 

racine  de  a.  mais  toujours  plus  grandes  que  cette  racine  f  n"  1  ;t  c'est-à- 
dire  que  chacun  des  nombres  x  est  nécessairement  égal  k  quelqu'un  des 

termes  de  la  série  H,  M!,  M'  et  que  le  nombre  correspondant  y  est 

égal  an  terme  porrespondant  de  la  série  N,  N'.  N"  <»n  sorte  que  la 

ihiction  ^  sera  toujours  une  de  celles  dont  nous  venons  de  parler. 

Pour  pouvoir  démontrer  cette  proposition,  je  commencerai  par  prou- 
ver que  si  y  est  égal  à  un  terme  quelconque  de  la  série  N«  N'.  M"  

X  sera  nécessairement  égal  au  terme  correspondant  de  la  série  .M.M'. 


70(  SOLUTION 

M*       Otr  svflt  ^  =  N  (on  fera  le  même  raisonnement  pour  tous  tes 

autivs  termes  de  la  série  N,  N'»  N^...,  et  de  sa  correspondante  M»  M', 
Hâ"»...)»  en  sorte  que  l'on  ait  —  aS*  —i;  si  M  n'est  pas  —x,  i]  sera 
néeessairemeiit  >  t.  :i  cause  que  la  quantité  M'-^aN'  est  toiyours 
>  o  In"  2j  ;  ainsi  l'un  aura 

savoir,  it  cause  de  Un  —  Ni»  =  i  (n*  1), 

I        J  ll  —  \ni  ,  .  ^  * 

r—  >  ,  - —  j    uu  uieii  Jin  —  >  »»  <r  i  : 

Nil  Na 

mais,  jt.ii  1  rt)ualiun  Jt*  —  «N*  =  iT  on  a  ^  —  y  «  ■       et  par  (  (uise- 

quenl  ^  >  yâ;  et  par  le  n**  1  un  a  ^  <  ya;  donc  ^  >  ^«  donc  >  ^» 
dunr 

ce  qui  est  contradictoire. 

Supposons  maintenant  que  y  ne  soit  égal  k  aucun  des  termes  de  la 
série  o,  N,  N%  N",...;  comme  cette  série  commence  par  xéro  et  s'étend 
à  l'infini  {n**  Ij,  il  est  clair  que  le  nombre  y  se  trouvera  nécessai- 
rement entre  deux  quelconques  des  termes  voisins  de  la  même  série  ; 
supposons  «l'iiic  <|ue  ee  soit  entre  .\  et  N'  fie  raisuniieuient  sera  le  même 
pour  tous  les  autres  tenues;,  eu  sorte  que       ait  v  >  N  et  /<  N';  je 

considère  les  trois  bradions  consécutives  ^*  ^»  dont  les  numéra- 
teurs M,  m\  M'  vont  en  augmentant  aussi  bien  que  les  dénominateurs 
N.  n',  N'.  et  qui  sont  de  plus  convergentes  vers  la  valeur  de  v'â*  mais  de 
fai;uu  que  la  première  et  la  troisième  sont  plus  grandes  que  celle  valeur. 

et  la  secdinle  en  est  plus  petite  (n"  1; ,  et  je  vais  démontrer  d'abord  que/ 
doit  nécessairement  être  >  n'.  Car,  puisqu'on  a  or*  —      ^  i  »  on  aura 

—  ^  a  =  — ;  mais  M*  —  «N*  =  R,  R  étant  >  o  par  le  n"  2;  donc  aussi 

^-  •  a  —  jj-i  «Idjie,  t'oinme/  >  iN,  i-l  que  II  :^  uu  >  i .  «)n  aura  neeessai- 
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renient  p  <      et  par  conséquent 


•loiir  —  aji|>i(>(  lii  i  a  plus  <!«•  a  que  l*Ùn»'  cl  l'autir  di-  (  «'s  deux  i|u;in- 
tilés  étant  d'ailleurs  plus  grandes  que  a,  à  oause  de  —  oy'  >  o  «l 
M'    aN*  >o;  dbnc  aussi  —  approchera  plus  de      que     mais  Va 

se  trouve  entre  |t  et  -7-  (    2  i  ;  donc  -  ^«e  trouvera  aussi  entre  ^     -y  ., 
W      J»         '  7"  n  Ji 

donc  on  aura 

M     «  ^  M      X      M  m' 

ii(MU-  un  aura  : 

!•  M.)— Nx>o; 

donc,  juiisque  M/  — Nxesl  d'ailleur»  un  numbre  entier,  il  taudra  iiecfsi- 
sairement  que  Ton  ait 

>  I »  el  par  conséquent  r  >  a*. 

Soit  donc  ^>  n'  et  <  N';  puisque  l'on  a,  par  Féquation  ^r*  —  ay*  9 1 , 

j:>v«. 

et  par  le  o"  1 

tri  ^ 


on  aura  necos^aireinent 


X  m' 


de  plus,  on  a  par  le  même  numéro 

^>^>  ei  par  conséquent         ^>®»  , 
I.  8g 


106  SOLUTION 
or 

X  m'     xHt  —  Vm'         IT     w'  _  i 

7  «'  ~  W  ^  H"     W7?  ' 

done,  à  cause  de  /  <  N'.  OD  ftiira 

nr  je  dis  <fue  «n'— jW  doit  nécesauranent  être  épil  k  i;  «d  elfet, 

|>uis(|uii  ^  —  ^  >  o,  on  aura  d'alioni 

««•— /«'>o; 

dont' 

maiK  si  an^—ym'  s  au  >  a»  on  aum  pour  tors 


jL       ».  ^     /M'      m'  V 


X  m 


M'  rtf*" 

(>l  comme  va  ^  trouve  unli-e  et  ^  (n"  1;,  elle  se  trouvera  aussi  ué* 
ceaaaireroont  entre  y  et  ^»  mais  beaucoup  plus  prka  de  ^  que  de  ^» 

r       W  ^  M'       m'     ,  .  .      r     .  f>r 

narcf  uut-  îst  >  iût  r;  «lonc  a  se  trouvera  aussi  t'iilrtî  -  «-l  -775 

,  y      N       N       n  «'» 

mais  plua  près  de  ^  que  de      donc  on  aura 

«•       ^  m" 

savoir»  à  cause  dvx*  —  <ry*  =  i, 

I       «m''  —  m''  .  .  ,        ,    ^  m'-' 

—  >•  r-  »    OU  DKii    an^  —  m"  <1 -— \ 

n'' 

maiti  y>  n  ,  «lono  —  <  1  ;  cl  a  plus  toi  lf  raison  an''  —  m  '  <  1  ;  ce  qui 
ne  peut  étre^  à  causa  que  m'*  —  an  "  l'ât  toujours  nécMttairemeiit  un 
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noiiihn'  fiilier  m'galif  l'n"  2;,  cl  par  ('onsii(ni<^nl  an'*  —  ni*  UQ  nombre 
eiitif  1*  pusilif.  Dunr  il  faudra  nécestiairciiieut  que  l'on  ait 

On  aura  donc  xn'—ym=  i ,  et  comme  on  a  auan  (n*  1  )  M'a'— N'm'»  i , 
on  aura 

(M-x)/i'-(N'-/)m'  =  o. 

savoir 

donc,  prcnanl  on  nombre  qoelconqueeDlier  s.  on  aura 
et  de  li 

xr::M'— ni'j   Cl   /•  =  N'  — m'«; 

donc*  substituant  ces  valeun  dans  réqoation  a^^ay*ss  i,  un  aura 

M"  — aN'"— a(M'#»'-aN'«')«-t-{m"-  aA"}x'  =  i; 

or  M'' —  aN'*  est  un  nombre  positif,  m'*— m'*  est  un  nombre  négatif 
(n"  2).  et  je  dis  que  HW— aN'jt'eat  un  nombre  négatif;  en  effet,  comm^ 

M'  ^    ~  »  ^ 

■sjr  >  v«  ft  —  <  sa,  on  aura 

n  n 

et  y  sera  >T,k  cause  que  -j^  ^O*^  approcher  plua  que  (n*  I J  ; 
donc 

M' m'  -  «N'j»'=  NV  -     =  -  N'  n'  f(  y  -  F)  va  Fyj. 

Donc,  si  Ton  fait 

8». 
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A,  B*  C  exprinieront  des  nombres  positifs,  et  Ton  aura 

A  -+■  2Bs  —  Ct'  —  I. 

Soit,  en  général,  A  -i-  2Bs  —  Cs's  h,  en  sorte  que 

3e*  —  ajr*  =  u; 

♦•n  ivgMnlîuit  z  comme'  um»  (|uantité  variable  qui  commfiUM'  par  zéro,  el 
«|ui  aii^iiii  iiti^  à  l'infini,  on  aura  d'ahord,  lorfîi|Ui'  :  =  m  =  A;  <'n.siiili' 
il  iiu^MiH'iilt'ia  jusiiu'ii  ce  (pic  H  =  ('r. ;  après  i|iioi  n  diminuera  runtiniicl- 
leuieiil  jusqu'à  devenir  iulini  lu-gatit'.  Donc,  si  l'on  donne  :<  z  une  valeur 
quelconqiieZ,  telle  (|ue  la  valeur  correspondante  de  u  snii  punitive  cl  égaie 
à  U,  il  est  clair  que  toutes  les  autres  valeurs  de  s,  comprises  entre  o  et  Z, 
donneront  pour  u  des  valeu»  positives  et  plus  grandes  que  la  plus  petite 
des  deux  quantités  A  et  U«  qui  répondent  àssoetàs=sZ. 
Or  nous  avons  trouvé 

x^M'-m's  et  ^=N'-iif«; 
donr  :  1"  comme  y<  N',  on  aura  s  >  o;  a"  on  a,  par  le  n"  I , 

donc 

»  ^sC^'-aJm'  +  M  et 

donc,  puisque  y  N.  il  faudra  que  z  <  (f\  ainsi  les  limites  de  «  iH;r«>iit 
o  et  if,  c'est-à-dire  que  z  sera  comprise  entre  o  et  9*;  mais*  en  faisant 
s  s  Ot  on  a 

«:=A=JII''-«N'*; 

et.  «n  faisant  »'  —  q*^  ou  a  a;  =  .M,  ^:i=  N.  e(  par  eoi(.*>equeiii 

«  rr7  j;* =c  M' —  aN' ; 

donc,  en  donnant  à  i  des  valeun  intermédiaires,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  u.  savoir  de  ^^ay*,  seront  toutes  plus  grandes  que  la  plus 
petite  de  ces  deux  quantités  M*— aN*  et  M'*~aN'*:  mais  Tune  el  Tautn» 
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»Ik  t  os  quantités  sont  néccssaiiTiiifiit  ogali-s  ou  plus  j^iand»'»  qu»;  l'uniti' 
(  n"  2)  ;  tluuc  il  est  impossible  de  trouver  une  valeur  convenable  de  s  qui 
rende     —  ay'  =  i ,  ce  qai  est  contre  l'hypothise. 

Donc  il  est  impossible  que  y  tombe  entre  N  et  N'.  et  l'on  prouvera  de 
la  même  maniire  qu'il  est  impossible  qu*il  tombe  entre  deux  autres 
lermeA  voisins  quelconques  de  la  série  o,  Ni  N',  N*....;  donc  il  faut  né> 
('t's<>nir«>nient  que  ^coïncide  avec  1^'  tt'tiDf  torn'spondant  de  la  série  i. 
M.  M  ,  M"  comme  nousTavoiis  (li-nionirt'  (M-dessus. 

Ainsi,  pour  Iroiivcr  l«"S  \!il<'urs  <!»•  .i- t-t  <l»*  v  ipii  salislunt  à  l'(M|ii;<fi(iii 
•r"  —  av*  —  I .  il  ii'v  muim  <|u'à  siihsiitiior  succfssivruK'nl,  dans  la  t'oniinii' 
.r^  — «y*,  il  la  place  tic  .r,  les  nunk'rateui'St  '"t.  i>  la  plact'  du  y,  les  (ii'im- 

I    H  M' 

minaleurs  des  fractions  -«  -^i  l'onvei^nt  vers  la  valeur 

de  ^â,  mais  qui  sont  tou.tes  plus  grandes  qtie  cette  valeur,  et  Pon  pou»- 
sera  cette  sultstiuitîoii  jus(|u*à  ce  qu'elle  donne  i  pour  la  valeur  de 

x*—  ay*,  ce  qui  arrivera  nécessairement  en  (>nns(-i|U('tiri-  de  rc  que  nous 
avons  dcuioulrr  jiisqn"n'i:  mais  ronutic  il  l'aiidinil  (]ii(  lipit'lni>  pouss«T 
»M'tl<-  siilisliliiliiin  Iris-litiii.  if  (|ui  serait  assez  innimniude,  on  pumia 
soiiveiil  SI'  servir  avee  avantage  des  mélhod(>  qnv  nous  avons  tlonnees 
plus  huul,  eoiunu'  un  le  verra  dans  les  exemples  suivants. 

Au  reste,  comme  les  termes  des  deux  séries  i.  H,  M',...,  o,  N.  N',... 
vont  en  augmentant,  il  eaC  clair  qu'en  substituant  successivement  tous 
ces  termes  dans  la  formule  or*— oy*  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  égale 
il  I .  on  aura  par  ce  moyen  les  plus  petites  valeurs  possibles  qui  satisfaa- 
sent  au  problème;  et  ces  Valeurs  étant  eiMuite  substituées  pour  p  fX  ^ 
dans  les  i'ornuiles  <Ies  n"*  15  et  16,  on  aura  alors  toutes  les  valeurs  pos^ 
Hibles  de    et  de  j  ( n"  17). 

10.  Soient,  comme  dans  le  n**  15. 


7I«  SOLUTION 


je  dis  qve»  «i  m  est  un  nombre  preirii«r.  x—pety-'fa  *  seront  ton- 

jours  divisibles  par  m. 

Eu  eiret,  si  l'on  développe  ces  expressionsp  on  aura,  k  caoso  qiMLm«st 
impair, 

th{m  —  i)  m(fli  —        —  -^(m  —  3)__.,. 

-♦- — !   iT  'q^aA  i  —       ,   p"  *o*a» ■»-... 

a       r     t  2.3.4 


i)(in->a)...a     _  . 


 ■  <w(m-i)(w  — a)...a_^^.,  . 

r^mf^^M  — /r^g»o-»-... 

3  m—i 

a.3...m-a  '  • 

Or  les  coetfîcienls  m,  — i-^j — --5 — k-^'^  •  i»-*-*  jdsqnli 

m(m^  tHm^7h^       nécessairement  divisibles  par  m,  lorsque  m 

est  premier,  parce  que  ce  nombre  multiplie,  comme  l'on  voit*  tous  les 
numérateur^,  et  ne  multiplie  aucun  des  dénominateurs,  de  sorte  qu'il 
est  impossible  qu'il  s*en  aille  par  la  division  de  chaque  numérateur  par 
son  dénominateur:  division  qui  doit  d'ailleurs  se  faire  toujours  exacte- 
ment,  à  cause  (0ie  les  coelficienis  dont  il  s'ugit  sont,  ronnne  on  sait, 
dt'.s  nombres  entiers.  Donc  tous  les  termes  de  la  vak'ur  (Je  u-,  à  l'excép- 
tiou  do  premier  y/*,  suroul  nécessairement  divisililes  par  m,  et  tous  ceux 

de  la  valeur  de  y*  ii  l'exception  du  dernier       *  ,  le  seront  aussi;  doue 

m—t 

x—/^ety  —  <f*a  '  seront  divisibles  par  m. 

Maintenant  on  sait  que,  lorsque  m  est  premier,  jf  —  p  »'st  tonjonrs 
divisible  p;it  ///,  ([ik  I  que  soit  |>nurvii  que  re  soit  un  iKnnltie  entier: 
dune  .r sera  aus:>i  divisible  par  m;  de  même,  (f  —  q  étaol  divit^ible 

m—\  m  — I  w— I 

par  m,  '  —  fd  '  le  sera  aussi;  donc  y~-fa  *  sera  divisible 
par  m. 
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Ddiir:  I"  si  a  t'sl  dîvisiltir  |t;ir  m,  x  —  p  <•!  >'  h'  st'mflt  aussi:  si  a 
n  t-Nt  pnir)!  (livisil)lc  p;ir//i,  coiiiin<'  a'"  —  a  i  st  iifCfssaireiiKMil  (livisil>li- 
par  m,  il  laudra  tjue  a"*"' —  i  Ir  snii  aussi;  donc,  à  cause  (|UP  m  es! 
promier,  il  faudra  que  l'un  ou  l'autre  des  fadeurs  de  o^'  — i,  savoir 

a  *  + 1  et  a  *  —  i ,  loU  dimible  par  m. 

Soil  (l'abord  a  '  -f- i  divisiide  par  m,  fl  f/a  ^  -\- q  le  s«^ra  auitsi; 
donc  a  —pisi  /  -H  ^  suroul  divisibles  par  m. 

m—i  ot—i 

Soit  ensuite  a  *  —  i  diviaible  par  m,     *  —  ^  le  sera  aussi:  donc 
af — ^  et/—  9  seront  divisildes  par  m. 
Or,  en  maltipliant  ensemble  les  deux  équaliontt 

ag»  et  o^*, 

on  a  eelle-oft  : 
dM»  laquelle  - 

ou  bien,  en  substituatif  pour  «  et  v  leum  v»Ieufs. 
.savoir,  i»  cause  de  />'  ~  a^*  =  i , 

/w — I 

Donc,  en  premier  lieu,  n  a  *  -f- 1  est  divisible  par  m,  en  aorte  que 
x**lkvi^y'^f^«àmmÊA,^  qu'un  pvemwr*  Amk  Ick  ««pmitiiaMK  de 
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SOLUTION 
x'  et  dt*  y't  li'  signe  supériear,  on  aura 

nu  m«n 

jr'  =  (jr  — f»)/»-i-«(.r-»-Ç)V-'-p*  — «Ç*       .r'  =  (*  — /')9-»-(r-«-V)A»î 

<loiir,  il  taust'  d»! —  fl^^  —  i,  x  —  \  v\  y  mtoiU  aussi  divLsihlt'.s  |»ar  m. 

IW  —  I 

En  second  lieu,  si  a  '  —  i  est  divisible  par  m,  en  sorte  que  sc—pH 
ji'— f  le'iolent  aussi,  et  qu'on  prenne,  dans  les  expressions  de  ac^  et  de  y', 
le  iiigne  inférieur,  on  aura 

ou  liien 

jr"  =-(x  — /»)/»- «(.r- ç)ç -+-/»"  — eç»  el  .r'  =  (.r  — V)f  -     — P)Vî 
d'où  il  s'ensuit  que  or  —  i  et  y  i>cront  encore  divisibles  par  m. 

m — I 

Donc,  en  général,  si  r  est  le  resie  de  la  division  de  a  '  par  m  (reste 
qui  ne  peut  être  que  o  ou  ±:  i),  et  qu'on  fasse 

s 

les  nombres /i^  et  q'  seront  d*abord  tels  que  p'*  —  tu/'*  =  i  ;  et  de  plus  q' 
sera  toujours  divisible  par  m,  et  ^  ou  —  i  le  sera  aus»,  suivant 
que  r  sera  ou  ne  sera  pas  nul. 

20.  Suppusons  â  présent 
si  l'on  developpt-  ces  expressions  suivant  les  dernières  formules  du  n"  Iti. 
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on  wrr»  que  y'  est  toujours  divisible  par  y',  et  que  r  —  p  on  »  —  i  l'est 

aussi,  suivant  que  n  est  pair  ou  iu)p;iir:  or  q'  est  (mijoui's  divisihk'  par  m 
'numéro  prt't'i'dent ;.  «ion»'  v  sont  loiijiuirs  <livisil>li'  cl  r    p  nu 

r  —  j  le  sera  aussi.  suiv;iii(  i|Ut'  n  st  ra  impair  (Ui  paii',  qui'l  (jut'  soil 
ti'ailk'urs  k-  nunibn-  n,  pourvu  qu'il  soil  plus  grand  qut-  riiuitc. 
Or.  soit  ni  un  nombre  premier  quelconque,  et  désignons  .par  r'  le  reste 

d«'  la  division  Ai' a  '  par  m'  reste  qui  sera  ne<'es.sairemcnl  ou  o.  ou 
Itieu  I  ,  si  l'un  fait  llall^  1rs  ffirnuiles  prccfMleiiti's  n  —  m'  r' ,  on 
prouvera,  l  omnic  dans  le  iiuiuen)  |>rfi-é(k'Ut.  (jue  >'  sera  toujours  divi- 
sible par  ni  .  i  l  {\\\v  .t  p  lui  ,r  —  i  le  sera  aussi,  suivant  que  r'  sera  ou 
ne  .sera  pas  uul  ;  mais,  lorsque  est  nul.  n  est  impair,  et  lorsque  r'  eKt 
±.\,  n  est  pair:  doue  y  sera  toujours  divisible  par  mm',  et  x^p  ou 

— I  le  sera  aussi,  suivant  que  f  sera  ou  ne  sera  pas  nul. 

De  plus,  lorsque  r'  est  nul,  a  est  divisible  par  m';  ei.  si  Ton  développe 
Texpression  de  />'  du  numéro  précédent,  suivant  les  demièi'es  formules 
du  n**  16,  on  verra  que  p  ~ p  ou //  —  i  sera  divisible  para,  suivant  que 
m  —  r  sera  iiupair  ou  pair,  e'esl-ij-dire  suivant  que  r  sera  nu  iip  sera  pas 
nul:  d*(u'i,  et  du  uunu'-ro  prérédeut,  il  s'ensuit  que  si,  r  i  laul  uni.  /  Tesl 
aussi,  p  p  sera  divisible  par  /«/»',  el,  si  r  u'esl  pas  uul,/>  —  i  sera 
divisilil(>  |)ar  i/un  . 

U'<»ij  je  l'onelus  :  i"que/  sera  toujuur.s  divisible  par //*/«  :  a"  que,  si 
les  deux  restes  r  et  K  sont  nuls  k  la  fois,  x—p  sera  divisible  par  mm',  et 
que  s'il»  ne  sont  pas  tous  les  deux  nuls,  alorsor—  i  sera  divisible  par  mm'. 

Or 

donc,  faisant,  pour  abréger,  (m  —  r)  (m' — r' ;  =  M»  on  aura 
et.  par  conséquent, 

a 
a  va 

1.  go 
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où  l'on  remarquera  que  M  «en  toujours  pût  lorsque  rel  r'  ne  lieront  pis 
nuls  k  la  fois,  et  qu'au  contraire  M  sera  pair  lorsque  r  =  o  et   »  o. 

On  pourra  poursuivre  ces  opérations  et  ces  raisonnements  aussi  loin 
qu'on  voudra. 

il.  Doue,  en  ■;rtit!;il .  ttint  liuniu'  iin  n()nil)rf  qui'lti>n<nn'  \  impair, 
dont  les  fai-teurs  pr<'iiui'r>  .snu'iU  m,  ni,  m"  si  Ton  mmiiiH'  r,  r  ,  r' .... 

les  restes  des  divisions  de  a  *  par  m,  de  a  *  parm',  dea  *  par  M*, 
et  ainsi  de  suite,  et  qu'on  fosse 

M  ~(m  ~  r)(m'—  r  ){m'  -;•')..., 

les  exprrasions  suivantes  ; 

^~  «V« 

satisferont  d'abord  à  l'équation     —  oy*  s  i  ;  et  de  plus  ellr»  neroni 
lellt's.  qiit*  ji'sera  toujours  divisihli'  par  \,  et  que^r — p  ou  a*—  i  le  sera 
au«ii,  suivant  que  M  sera  impair  uu  pair.  ' 
Les  mêmes  choses  auront  lieu  aussi  en  raisant 

M  =  A(m  —  r){a/  —  r' )(»»•—  r»)  

n  étant  un  nombre  quelconque-  entier  itositil',  eomnie  il  «st  facile  de  le 
voir  \y.\r  cr  que  nous  avons  enseigné  dans  les  numéros  précédents. 
Je  dis  de  plus  que,  si  l'on  fait 

»!  =  »•»(«  — r)(m'  —  r')(iB'- r').,., 

8  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  ta  quantité  y  sera  divisible 
par  a'if,  et  la  quantité  «  —  i  le  sera  aussi. 
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Pour  dt'iiioiUi-Kr  celle  |>r«)|i(>sition,  il  sullil  de  l'aire  voir  ijiK-  v  el  a  ■  i 
wront  toujuurH  divisible»  par  a'.  Or,  si  l'on  Tait,  puur  abréger,  Msa'R» 
on  aura 

Qu'on  suppune  :  i** 
un  aura 

*  ±7     —(//:+:  î'  v'S)*; 

d'où 

X  -        +  ay  '    el   .r  ~  a/>  fl'  ; 

mai»  on  a  auari 

aç'»=i; 

doue 

Donc  ^  et  a:  —  i  seront  divisibles  par  2y . 
Supposons  :  9*' 

on  aura 
d'ob 

,'  =  ,^,-; 

ainsi  9'  sera  divisiitic  pur  2^'  ;  de  ineiiie,  eu  taisant 

on  trouvera  que  q"  seni  divisiltli-  par  ■xtf',  el  ainsi  de  suite. 

|)(»nr,  si  .V  =  I .  V  e|  ,1  —  1  seroiil  divisibles  par  si  *  y,  y  el  .»  —  1 
seriMil  divisibles  piir  2.  2,  si  s  -  i-es  (|UHntil<'^  m  ihiiI  divisibles  par 
a.2.2,  ..;  doue,  eu  général,     vi  a: —  1  seront  loujoui">  divisibles  par  a'. 

Par  le  moyen  de  ces  théorèmes  on  peut  résoudre  le  cas  du  n*  14;  var 
quel  que  soit  le  nombre  donné*  il  est  clair  qu*on  pourra  toujours  le  ré- 
duire à  rette  forme  :  a'N>  N  étant  impair;  par  conséquent,  en  eonnais- 

91». . 
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santdeuX'iionibr«i/>«!l9  qui  satiafMseat  à  l'équation  t  —fi^—/q*^  on 
pourra  toujours  en  trouver  deux  autres,  et  même  une  infinité  tels  que  x 
H  y  qui  y  satisfasMnl  aussi,  et  dont  l'un  y  soit  multiple  d*un  nombre 
(|ii«>l*  oii(|iie  donné;  au  reste,  ces  théorèmes  nous  seront  eQcore  fort  utiles 
dans  la  suilr. 

Appliquons  maintenant  les  méUiodespnTédcutcs  à  quelques  «•xempies. 

Exemples, 

82.  ExEMPLB  I.  —  Soit  propo^  de  trouver  deux  nombres  jp  ^  y  telt. 

Je  commence  par  «•xtrain*  la  raciix'  i-arrcc  de  il  en  IVactiotis  déci- 
males, et  jf>  tiAiive,  ni  poiissanl  rap|M'u\iiiia(iou  just{ira  nciil  l  araotèrt'S, 
eu  qu'un  fera  aisciiifiil  à  l'aide  des  grandes  Tables  de  lugarillimi'sd'lllacq; 

je  trouve,  ois-je,  V'3  =  3,6oa5i9So=B 

Je  divise  le  numérateur  de  Cette  fraction  |>ar  son  dénominateur,  ensuite 
le  dénoiiiiiiateur  par  le  reste,  et  ainsi  de  suite,  comme  si  je  voulais  trou- 
ver la  plus  grande  coiiimnne  mesure  eiiln-  le  numéralcur  et  le  dénomi- 
nateur, et  ces  diliérentes  di\  i>itm-!  nu-  doniH  Kt  ces  (Hii>ticiil>  :  3.  i .  i ,  i , 
I ,  G,  1 ,  1 .  1 ,  I ,  (>,  I ,  I,...,  il  l'aidi:  desquels  je  l'uruie,  en  commençanl 

.par  ^1  les  Tractions  suivantes  : 

I  I  t    I    6     I     I      I    . . . 

oii«3     5     33    3H  71 

où  l'on  voit  qae  le  numérateur  de  chaque  fraction  est  égal  à  la  somme 
du  numérateur  de  la  fhiction  précédente  multiplié  par  lo  nombre  qui  est 
au-dessus  (ces  nombres  ne  sont  autre  chose  que  les  quotients  dont  il 
s*agit  écrits  de  suite,  et  suivant  l'ordre  dans  lequel  on  les  a  trouvé^/,  et 
do  numérateur  de  la  IVaction  qui  est  avant  celle-ci;  et  il  en  est  de  même 
des  dénominateurs,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  Ton  a  dit  dans  le  n*"  1. 
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J«  Mibstitue  maintenant  lea  numérateurs  de  ces  différentea  fhirtîonft  k 
la  place  de  x,  et  Ie8  dénominateurs  correspondants  à  la  place  de  y  dans 
la  formule  ^r»  —  ay*  =  R,  j*ai 


r 

R 

1 

o 

3 

1 

-  4 

4 

I 

3 

7 

2 

-  3 

II 

3 

4 

i8  * 

5 

—  1 

33 

4 

3» 

-  3 

«56 

3 

Je  remarque  ici  deux  viilcurs  ilt>  x  et  du  y,  savuir  :  r  —  4.  y=^  1  et 
.r  —  y'ss'ji,  lesquelles  donnent  éfrilcnuiii  R  =^  V  t|uî  tua  un 
tioiiiltri'  pmiiier;  ainsi  je  puis  faire  usage  de  la  méthode  du  n**  6. 

J'aurai  dont: 

«  =  i3,   R  =  3,  *  =  4»  y  =  *t  Js'  =  a56»  /'  =  7,i; 

dont' JT  -»-.v.r' =  )'in  ijui  est  divisible  par  3:  de  sorte      j'aurai  d'abord 

y  =  -j-  —  I  rt«>;  cusuilt' a-.j'  -  ajy  —  1947.  qui  t'st  uiissi  ttivisilil*- |iaivi: 

d'où  je  tire  p  =       =  649;  Binsi  les  nombres  cherchés  seront  a;sti4<) 

ety=  180:  t'u  fffel,  le  carré  de  04<)  est  '121  201,  et  relui  de  180  est 
3a  400,  lequel  étant  multiplié  par  i3  donne  4aiaoo;  de  sorte  qu'on 
aura 

(ti4g)'-i3(i8o)'_i. 

On  auniii  pu  trouver  d'ohorri  rcs  mémos  valeurs  de  a?  et  de  ^'  à  l'iiiili* 
de  In  supposition  qui  dcMinr  H  ^  —  4*  l't  qui  csl  par  conséquent  dau.s  |<* 
m  de  la  méthode  du  n"  11.  Eu  elTel,  puisque  ar=  3  et  ^=  i,  on  aura. 
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» 

<>n  prpn»Dt  l<>  signe  inférieur, 
«t  pur  ffoniiéc|uent 
Au  reste,  en  contiouant  lu  série  des  fractions  on  trouvera 

O  I 

relle-ri  :  -"^  *^,î''>  -"i  d'où  Ton  aura 

T  y  R 

3i)3  iw)  —  4 

(i4t)  iKo  I 

4  «  * 

d*QÙ  l'on  voit  que  les  nombres  649  et  180  sont  les  plus  petitti  qui  satis* 
fassent  à  l'équation  proposée  a-»  —  i3^"  -  i  1 11"  1 8 1  ;  de  sm  ii-  qu'en  suli- 
stiluanl  ces  nombres  à  la  place  de  />etf  dan»  I*  s  funnules  du  n"  16  ou 
17.  on  trouvera  toutes  les  autres  valeurs  possihles  «le  .r  et  de  v;  ainsi 
désignant  ces  valeurs  par  x,  x'\  x"  et  par  j'.^'.^"..,.,  un  aura 

jf  —649,  X  ~ 

sf^  ifig3f35a(9.   .r^r-.  3o3«64S4o, 


el  l'on  |tuurra  être  assure  qu'il  11'}  a  pas  «i'autri-s  nouihies  plus  petits 
que  ceux-ci  qui  résolvent  le  problëuie  (n"  il). 

23.  KxEMPLE  II.  —  Soil  propose  de  trouvw  deux  nmnbra  x  et  y  qui 
■  satisfassent  à  l'équation  x*  —        =  1 . 

La  racine  carrée  de  198e  trouve  paries  grandes  Tables  de  logarithmes  : 
4, 358894941  en  forte  qu'on  a  V 19  =     ^     ;  d'où  Ton  lire,  par  l'qpp- 
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ration  iiuiiquéc  dans  rKxK>ipi.K  précédent,  1rs  (|UuUents  4»  3*  l«  -it  it  3, 
H.  a,  1 .  3, 1,  a,...,  lesquels  fournissenl  eus  fractions  : 

3  I    3    I    a     H   . . . 

■ 

t   ^  q   i3  4^  6i  t'jo 
_f 

o   I   »    3    II    14  39 

dont  l«s  numéraleura  étant  substitués  pour  jr  et  leti  drnoinimili'urs 
pour  y  dans  Téquation    —  igji''  =s  R«  on  aura 

je  X  H 

I  o  t 

4  I  -  3 

9  *  ■  5 

i3  3  —  s 

{H  II  5 

iu  14  —  3 

170  39  I 


d'où  Ton  voit  que  170  et  39  sont  les  plus  petits  nombres  qiû  satisfassent 
à  l'équation  proposée,  et  [»hv  le  movi  ii  de  ceux-ci  on  pourra  trouver  tous 
les  autres  nombres  possibles  qui  résolvent  la  question. 

'Ài.  lixEMPLE  m.  On  demande  deujc  nonUtns  x.et  j'  satisfassent 
.à  cette  équation     —  1 09^  -  =  i . 

Je  trouve  d'abord  vïog»  io,44o3oti5  =  J'»*» 

quotients  suivants  r  10.  »,  3.  i.  2,  4«  1  •  6, 6,  2....,  k  l'aide  desquels  je 
forme  ces  fractions  : 

9.3i     2     4       I       6  6... 

I    10    21    73   q4  1(38    i3<pq  q533 

01     «    7    9    aS     log     i34  9i3 


duni  les  nuriieruli-urs  etanl  sulj^lilufs  |)uur  -r  t'A  les  dt'uoiuiiiaieurs 
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pour  y  lians  l'équaliuii  .r^  -  =^  R»  j'iuirai 


jr 

r 

R 

1 

o  ' 

t 

lO 

1 

—  9 

21 

a 

5 

7Î 

7 

—  la 

94 

9 

7 

Mm 

-4 

1  1  W 

1  IH  ) 

tS 

i3<|.j 

.34 

-  3 

953« 

91 3 

3 

ii-i  il  t'aïKlrait  puiiss«*r  la  série  assez  loin  pour  Irndvcr  1rs  valtMiiN  «It-  .t 
«M  <if  V  qui  (luniifiit  R  =  i  ;  ainsi  il  vaudra  mieux  se  servir  «les  uieiiiodes 
d«8  n**  et  suiv. 

Pour  cela  j'observe  qu'il  y  a  di^ux  Bupposilioiw,  doni  Tune  donne 
R  s  3,  et  l'autre  R  r=:  ^  3;  de  aorte  qu'à  eauae  que  3. est  un  norobrr  pre- 
mier, on  pourra  faire  usage  de  la  méthode  des     6  et  12. 

J'aurai  donc 

0  =  109,   R=r3,   *=it3g9,   .r-'34.   -r'^gSSa,   r'  =  9i3; 

donc 

xy'  -^-jrx"  —  3554575. 
qui.  étant  divisible  par  3,  j'aurai  d'abord 

ensuite 

qui.  étant  aussi  divisé  par  à^t  donnera 
Or»  comme  dans  les  équations  x*  —  «y*  =  R  et  a/'  —  ay'*  s  —  R,  la 
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quantité  R  a  des  signes  difTérents.  le  produit  de  ces  deux  équations  sera, 
an  prenant  le  signe  +. 

ixjc'  -4-  ajj  '  y  -  a  (x_v'  +  >"Jr'    =  —  R'; 

de  sorte  qu'en  divisant  par  A'  on  aura 

«fis  — I) 

•l'oii  roii  Vint  (jui  II  \  NI  s  1 1 1)11  vces  de  p  et  q  HP  SHtisfunt  pas  à  l'équa- 
liua  prupusi'c;  in;us  t  ii  prt'iiuiil  It'  «  ane  de  rt'<|ualiun p'^  —  a^"  =  —  i ,  un 
aura 

<l<?  surit'  ({uc  U'n  valeurs  de  a;  ul  dvy  qui  lésoiveul  le  prublèiue  sunt 

# 

x^f^-i-af  ei  X'^^M* 

savoir 

«  =  158070671  ^«49  M  xsi5i4o4^4S5ioo. 

«'l  ri'.s  valfurs  suiil  en  même  lt'm|>s  Ic>  plus  [x-iiu-s  (|ui  .sitisrasst'iil  à 
l'équation  ar*  —  «oy^*  =  1,  coinme  on  pt-ul  lucik-ment  s'en  roiivaincir 

en  poussant  la  série  des  fractions  ^*  -7-»-"*  jusqu'à  ce  que  l'on  en 

trouve  une  qui  soit  formée  de  ces  mêmes  nomlnm,  et  en  calculant  toutes 
les  vuleui-s  de  la  formule  x*  —  ay*  qui  répondent  h  ces  mêmes  fractions. 

(les  exemples  soni  suffisants  pour  faire  eonuaitre  l'usage  et  l'esprit  de 
lins  niétliudes:  nous  ajouterons  seulement  quelques  remarques  qui 
pourront  mériter  l'attention  des  Géomètres. 

Remarquer. 

95.  Rbmarqub  L  —  En  examinant  les.Taleurs  de  R  des  deux  {««niiers 
ExKMFLBs,  on  voit  que  dans  le  premier  les  mêmes  nombres  se  trouvent 
successivement  avec  les  signes  -i-  et  — »  au  lieu  que  dans  le  second, 
les  nombres  qui  ont  le  rigne  ■+•  sont  tous  différents  de  ceux  qui  ont  le 
signe  — . 

I.  91 
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Piour  trouver  l«  raison  de  «ekte  différence,.8uppoMm  en  général 


(jui  est  If  ras  de  I'Exicmim  k  1.  i  l  l'on  aura 

X' —  a/' =  —  x'' —  rt»  ''.    savoir    .«  '-♦- x**  =  a      -t- ^•'"1» 

d'oji  l'on  voU  que     +  .r'*  doit  ctro  divisible  par  a.  Or*  on  sait  que  la 
somme  di"  deux  carres  n'est  divisible  que  par  les  nombres  qui  sont  auMÎ 
la  somme  de  deux  l  arrès:  donc,  |Hiur  que  li  s  «leiix  t'(|ii;itions  dont  il 
s'ii^il  itieiil  lien  fu  même  temps,  il  faut  iien'>sain  iiieiit         le  iioijdtre 
lionne  a  soil  la  somme  de  deux  «  arrés;  c'est  re  qui  a  lieu  dans  I'Exempi  k  I. 
ttù  a  — i3^9-h4«  uu  lieu  que  dans  TExemple  11  a  =  19,  qui  n'est 
.  point  la  somme  de  deux  carrés,  ^nsi,  toutes  les  fois  que  o  ne  sera  point 
.  la  somme  de  deux  carrés,  ce  qui  arrive,  comme  on  sait,  lorsque  quel- 
qu'un des  facteurs  premiers  de  a  est  de  cette  forme      -i-  3,  on  pourra 
être  assuré  qu'aucun  nombre  ne  pourra  être  en  même  temps  de  la  formv 
—  ajr't  et  de  celb^i  a^'*  —  x'*,  quels  que  puissent  être  x  et  jTf  ar' 
«ty. 

Mais  on  ne  peut  pas  dii-e  réeiproipiement  que  lorsque  a  est  ta  somme 
de  deux  carres  tout  nombre  qui  est  de  la  forme  de  v'^  —  ay^  est  atissi  de 
la  forme  de  ay'^  —  j'";  au  moins  je  n'ai  pu  parvi  iiir  jusqu'à  présent  à 
m'assureren  général  de  la  vérité  de  celle  prupusiliun,  quoique  je  Taie 
d'aîtleurs  trouvée  vraie  dans  un  grand  nombre  de  cas  particuliers. 

Au  reste,  il  est  évident  que  si  i  est  de  la  forme  de  jr*  —  a^*,  tout 
nombre  positif  qui  sera  de  la  même  forme  sera  aussi  de  la  forme  dt» 
qy^  —  af*  ;  car  soient 

—  «ï»  et  «=4^"  — 

on  aura,  en  multipliant  ensemble  ces  deux  équations,  et  rhangeant  les 
signes  des  deux  membres. 

Or.  si  l'on  Iruuve  dans  deux  seuls  cas  parliculiers 

K^afl^ay»  et  —  »=sx'»— «/•'', 
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et  que  R  soii  un  nombre  premier,  alors  ou  parviendra  toujours  k  cPtte 
équation 

—  I  — yj»  — dÇ», 

('■(inimc  nous  l'iiVdiis  vu  dans  l'I'.xi  mi»i  i:  III;  di'  soilf  iju'un  eu  |Mi(it'r» 
coiK  lui'*'  (l'ilbui'd  que  tout  noilihrc  (jui  sera  de  la  l'oruie  de  .r^  —  ay' 
sera  auiin  de  la  forme  d«  ay*  —  x'*. 

26.  RsMàaqtiB  II.  —  Suppoâons  maÎDtenani  que  l'on  ail  l'équation 
en  prenant  les  carrés,  on  aura 

(/•-•- ail')'  —  «(a/H)  — I, 

d'où  l'on  voit  que  t*  ■+■  au'  est  une  des  valeurs  de  t  qui  'satisfont  ii 
l'équation 

j'  — «)  '^  I, 

et  que  itu  est  hi  videur  correspondante  de  y;  mai-s  nous  avons  d«''monlré 
(n*  17  qii>'  toutes  les  valeurs  de  ^  et  de  ^  qui  satisfont  à  cette  équation  ' 
sont  n'ntermées  dans  ces  formules  : 

■X 

(i>  -«-  g  y"  "  -  />  -  y  yg)". 

2  y'd 

m  étant  nn  nomhre  quelconque  positir,  et  p.  q  étant  les  plus  petites 
valeurs  qui  satisfassent  à  la  même  équation  w'  —  ay*  =  i  ;  donc  il  faudra 
que  l'on  ait 

»^ 

équations  qui  se  réduisent  à  celle-cî  : 

9«- 
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Or  je  dis  d'abord  iiue  m  ne  saurait  être  un  nombre  pair;  car.  soit  m  —  ^n, 
on  aura 

•  (/±BvaJ'=(/»±flV«/". 

«t.  extrayant  la  racine  carrée. 

or         Va)"  M  réduit  à  cette  forme  :  ff±^y/â,  en  faisant  (n*  15} 

j»_  (/>•<•  <r ya)" ->•(/>  — g» 
^  a        •  * 

> 

donc,  puisque  <  et  u  sont,  par  hypothèse,  des  nombres  positifs,  et  <|U('  p 
et  ^  le  sont  aussi,  on  aura  i  =jf  et  k — f  '  ;  mais,  à  cause  de  p*— oy*  =  i , 
on  aura  aussi  ff*—a^*^i\  donc  on  aurait  <*—aK*=  i.  ce  qui  est  con- 
tradictoire;  donc  m  doit  nécessairement  être  un  nombre  impair. 
Soit  donc  m    a  A  -f-i ,  et  l'on  aura 

d'où  l'on  voit  que  p±.q^  doit  être  un  carré:  or,  quelle  que  puisse  être 
la  racine  carrée  de pdzq^,  il  est  clair,  à  cause  de  la  quantité  irration- 
nelle Vâ,  qu'elle  ncpeut  être  que  de  cette  forme  r:t:«\/a.  de  sorte  qur 
Ton  aura 

et.  par  conséquent, 

p  —  t*-^9f  et  f  =  ais. 

Ainsi,  a  moins  quo  les  quaiitiU'S  p  cl  y  ne  soii  iil  df  vviiv  loriiu',  il  csl 
impossible  que  l'équation  t*  —  au*  —  —  i  ait  lieu;  or,  connaisHaul  les 
valeurs  de  ces  quantités,  il  est  lacile  de  vérifier  m  elles  sont  de  la  forme 
dont  il  s'agit;  car.  premibreraent.  -il  faudra  que  y  soit  un  nombre  pair; 
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ensuite  il  est  évident  que  r  e(  s  ne  peuvent  être  que  les  faeteura  de  la 
moitié  de  qx  de  sorte  qu'il  ne  s'agira  que  de  ebercber  tous  ces  facteurs. 

et  de  les  siihstiluor  h  I;i  place  de  r  et  s  dans  l'équation  r'  -t-  as*  =p. 
Si  l'on  peut  par  ce  ino^eii  trouver  deux  valeurs  de  r  et  s,  alors.  «'Oiniiie 

on  aura 
et  faisant 

a 

on  aura 

d'où 
et 

Or  il  est  faeile  de  voir  que  les  valeurs  de  r'  et  /  sont  les  plus  petites 
lorsque  m  =  i ,  auquel  cas  on  a  »  r  et  b  «  ;  donc  les  plus  petites  va- 
leurs de  /  et  de  «  seront  /  ss  r  et  «  =:  «;  donc  r  et  «  seront  les  pins  petites 
valeurs  qui  satisfassent  à  Téquation  i* — ou'  s  —  i . 

Usage  des  méthodes  précéd&Ues  pour  la  résolution  des  éguatUms 
du  sectmd-dêgré  à  deux  mamnues,  par  des  nomhres  entiers. 

m 

S7.  Soit  proposée  Téquation 

dans  laquelle  a,  jS,  y,  J,  e  et  ,  sont  des  iioinlires  donnés  entiers  positifs 
ou  négatifs,  et  x  et  y  sont  deux  iuMuliifs  incunnus  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner de  manière  qu'ils  soient  raiiunuels  et  entiers. 


7i<)  SOLUTION 

(Jn'oii  multiplie  toute  l'équation  par  ^ei,  et  qu'on  la  mette  sous  cette 

forme  : 

Soient,  pour  abréger. 

^'i      ?  xt  -  b, 
ô'-  4a;  c, 

et  Téquation  précède uic  {deviendra 

«•  —  ajr*  ■^iijr  +  c, 

VMte  équation  étant  multiplit'i'  par  a  (k^uI  se  mettre  sous  la  l'orme  sui- 
vante : 

ou  bien,  eu  laisaut 

sav»  ce11e-«i  ' 

(Toù  Ton  voit  d'abord  que  le  nombre  donné  R  doit  être  de  cette  forme  : 

/•  -  oii*.  pour  quo  lo  probli-iiu'  adiiu'lté  une  solution  rationiiollc. 

J':ii  doniK'  «tilleurs  I:i  inétiiuilc  de  roconiKiilrc  si  un  nombre  donné 
l'St  la  Inniic  (le  f^—au^.  a  ctanl  aussi  «loriiic:  et  j'ai  fait  voir  «pic  pctur 
qu'uu  iioiubre  quulvuuquc  R  soil  de  cetU*  furiue,  il  i'aul  qui*  chacuD  de 

r— I 

ses  facteurs  premiers  que  je  désignerai  par  rsoit  tel,  que  a  '  —  i  soit 
divisible  par  r;  si  cette  condition  n'a  pas  lieu,  on  peut  assurer  hardiment 
que  R  n'est  pas  de  la  forme  dont  il  s*agit,  et  qu'ainsi  le  problème  n'ad- 
met aucune  solution  rationnelle. 

28.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  reconnu  que  le  nombre  R  est  en 

(*)  Os  trowren  «taw  1«  Tome  U  le  MémoUe  auquel  Lagranse  bit  ici  ailntioo;  oe  Uèamira 
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efl't't  (!»'  la  lurinc  de  t'  —  aW,  t't  qu'on  ait  Irouvr  t  n  mi'iiu'  It-mps  dt-ux 
nombres  P  cl  Q  It-ls,  tnic  R  =     —  a  Q'  ;  «-n  ce  cas  le  |>r()l>lcmc  s«'ra  rcso- 
luble  en  nombres,  el  il  pounu  mcuie  l'etri'  de  plusieurs  luuuières;  c'fst 
'ctf  que  nous  alloDS  examinpr. 
Il  eatd'âbord  clair  ijuc  |)iii>*|ii>' 

il  n'y  aura  qu'à  supposer  /  =  P  et  u  =  Q,  ce  qui  donucra 
«t.  par  conséquent. 

P-6  U-ô  3(P-A) 

>•=   »      X=:   —  • 

a  2x  laa 

» 

Or  Jf  rcmiirqiic  : 

i"  Que  les  iiDinbrcs  P  cl  Q  peuvent  »'tre  pris  pi»sitivenicnt  ou  ue^ati- 
vHmcul  à  volunle.  ce  qui  donnera  quatre  ^ululions  dillérenteH: 

a*  Si  le  nombre  R  est  le  produit  de  émx  ou  de  ploaieurs  nombrea  de 
la  forme  de  P'— aQ*.  il  sera  aussi  plusieurs  fois  de  celle  même  forme; 
de  sorte  qu*on  pourra  trouver  diflerentes  valeurs  de  P  et  de  Q. 

Bn  effet,  si  R  est  le  produit  de  deux  facteurs  tels  que  oy*  et 
of'*,  on  aura  (n**  5) 

4 

«iuM  on  pourra  s(ip{Mis(>r  ' 

P  i*p' -*•  "t<i      y  •=• /'v    y/*  '  * 

ou 

Rn  général,  si  R  est  exprimé  par  A^B^tn)*...,  A.  B,  C.  D....  étant 
des  nombres  de  la  forme  de  P*  —  aQ*.  mais  qui  ne  soient  qu'une  fois  de 

iretle  forme,  le  nonilire  R  si-ra  'Ctunnie  je  l'ai  démontre  ailleurs)  de  la 
même  fonne  autant  de  t'ois,  ni  plus  ni  moins,  qu'il  v  a  d'uniles  dans  la 
Uloille  lie  le  nombre  m->~\  n->r-\  /•-(- i  * r  i. . .  s'il  pair,  un 
dans  la  iiiDilie  de  ee  même  nomlirc  aiiL'iiieiifé  de  l'iimle  >ii  est  im- 
pair. Ainsi  les  quantités  P  et  Q  auront  i  baï  une  autant  de  valeurs  dif- 
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rérentes  qu'il  y  ii  dWitéa  dam»  d» 'H"-^ ')(j->- ^  ^„ 

*  — - — I  ,  et  «  haciine  de  ces  valeui-s  fournira 

par  coo8é([ueiil  quatre  solutions  du  problème. 

89.  Examinons  séparément  le  cas  où  a  est  un  nombre  positif,  et  celui 
où  a  est  un  nombre  négaiif. 

I*  Soit  a  lin  noiiiluc  iu'^n{\(  —  -  e,  en  sorte  que  e  soit  pusilif.  et  la 

forme  (lu  noinlur  U  si  ra  doue,  puisqu'il  est  iin|M)ssilile  i|ue 

l'unil»'  sdil  (!«'  1  cUc  IniMH'.  Il'  iiiuuliic  des  taclcuis  A,  B,  (.,  F)....  niiincio 
préccdcnl  siuit  su|>|m»<'s  cir  e  de  celle  tôt  lue  sera  iie< cssaireiueul 

limite;  donc  le  nombre  des  valeurs  de  F  et  de  Q  le  sera  aus.si;  par  consé- 
quent le  problème  ne  pourra  avoir  qu^n  eerUiin  nombre  de  solution» 
rationnelles»  qu'il  sera  aisé  de  trouver  par  la  méthode  précédente,  et 
»  il  arrive  qu'aucune  de  ces  solutions  ne  donne  des  nombres  entiers  pour 
h»  valeurs  des  inconnues  œ  et^,  on  en  devra  conclure  que  le  problème 
n*admet  point  de  solution  en  entiers. 

'  a**  Supposons  qué  a  suii  un  nombre  positif;  dans  ce  ras,  comme  l'unité 
est  toujours  de  la  fornu'  de         orQ*  que!  que  soit  le  nombre  a,  il  esl 

•  clair  que  le  nomhri'  des  t'aeteuts  de  R  de  l:i  fiu  ine  <l>)i>l  il  s'agit  sera 
infini,  parce  qu'un  pcul  toujours  regarder  le  nuiiilirc  H  coninie  nnijtiplié 
p.u  une  puisMiucc  (|uelconque  de  l'unité:  ainsi,  ou  le  probli-uu-  ii'ad- 
nu'ttra  point  de  solution  du  tout,  ou  bien  il  en  udmelira  nécessuiivnieut 

*  une  infinité. 

Pour  comprendre  toutes  ces  solutions  dans  deux  formules  générales, 
soient j^et^  deux  nombres  tels,  que p'*  —  of"  =  i  »  et,  multipliant  cette 
équation  par  l'équation  P*  —  a    ss  R,  on  aura 

{V/i  -JzaQq'Y  ~  ai  P//  i  Qy.  )' —  R; 

d'où  Von  voit  qu'avant  trouve  deux  nombres  P  et  Q  (|ui  salisfassent  à 
re(|uatioii  P'  —  oQ'      H,  on  |>ourra  mi  ttrc  (i;ins  les  l'oruiult  s  du  u"  28 
S;  «Qy  a  la  place  de  P,  et  Py  21  Qp  à  la  place  de  Q.  ce  qui  donnera 
en  faisant  abstraction  de  l'ambiguïté  des  signes,  à  cause  que  les  nombres 
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Pet  Q  peuvent  toujouiij  tMii'  jtris  posilivement  ou  noj<alivt'nu'iU. 

na  saa 

Or  nous  avons  démonlff  <  u"  17  (|U('  si  /»  et  ^  sont  les  plus  |tetils  nom- 
lires  (|ui  satist';issi'nt  à  l'etiuatiun  p  '  -  aq  '  =  i  t0U8  les  autres  nuiiibivs 
possibles  suiil  renfermés  dans  ces  i'ormuies  : 

—       v<^r   (/*  -  g  v'"")"^ 

en  prenant  pour  m  tous  les  nombres  naturels  i ,  a,  3,...,  b  l'inflnt;  done, 
si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  p'  et  ^  dans  les  formules  précédentes, 
on  aura  ' 


4a«  r     ï  »  '  2^ 

Done.  si  l'on  met  dans  ces  formules  les  dilFérentes  valeurs  de  P  et  Q 
qui  naissent  des  facteurs  de  K  i|ui  sont  de  la  forme  de  P*  — aQ*,  et  qui 
sont  plus  grands  que  Tuttité.  et  qu'on  fasse  successivement  m = i  ,,a,  3, . . . , 
on  aura  absolument  toutes  les  solutions  rationnelles  possibles  de  Téqua- 
tion  proposée 

3^  Soient,  pour  plus  de  simplicité» 

1.  ga 


780  SOLUTION 
i'X  l'on  aura 

a 

•loiii',  à  moins  que  les  niinif'ratrni's  flo  cps  doux  fractions  n<*  s<»i<»iit  (divi- 
sibles i  xactt-ment  par  leurs  (leiioiliiaateurs,  les  iuconiiueii  jret/  iie  pour- 
ront ctre  (les  nombres  enlierti. 
Supposons 


■i.asi 


1*1  nous  aurons 


P- A 


x=  C  h  jf*. 


Or  Je  (lis  <|iu'  l'ut)  penl  luiijonrs  prentlre  re\|>osatil //i,  tians  les  valeurs 

«l»'^'  et  y  ,  tel  (jue  x  '  v\.  y'  soient  des  nombres  entiers. 

pour  cela  on  décomposera  le  nombre  so  en  ses  fiuieurs  premiers,  en 

snrtc  que  Ton  ait  v  —  ^nimrnC...^  m*. /n",  m*,...  étanl  des  nombres 

me—% 

premiers;  ensuite  on  divisera  a  '    par  m',  el  l'on  nommera  le  reste  r'\ 

on  divisera  de  même  a  '  ,  et  l'on  nommera  le  reste  r",  et  ainsi  de  suile; 
res  restes  étant  trouvés,  on  fera  m  «gai  à  un  multiple  <]ueU  on(|ue  île 
a'*'  {ni  —  r')  {nf  —  r*)  (m*  —  r^)...  ;  car,  par  ce  que  nous  avons  démon- 
tré plus  haut  (  n**  SI  )»  il  est  clair  que  p'—iei^  seront  divisibles  par  aa; 
de  plus  il  est  facile  de  voir  par  les  formules  du  n**  16  que  p'  —  i  sera 
aussi  divisible  par  a.  à  cause  que  m  est  pair;  par  conséquent  ely' 
seront  néceosaîrirment  des  nomlires  entiers. 

Donc, si  le» quantités        et  *  ^afg~*^  nombres  entiers, 

on  pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs  de  x  et  de    en  nombres 
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entiers;  or  ces  quanlités  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  de  x  «I 
de  >'  qui  i  i  pondent  h  m  =  o,  ee  qui  donne  j 

p  -  i,    ^' —  o,    «>l  par  <'uitM!i|ueiil    x'  -o,    y' =.0, 

»'csl-à-dire  les  niéiufs  viilniis  de  .1  et  y  que  nous  a%of)s  trouvées 
d'abord  (n^SS);  d'où  il  h'eii.siiii  (|iie  si  l'un  trouve  une  seule  solution  du 
problème  en  nombres  entiers,  dans  le  eas  <ie  a  positif,  on  pourra  par  nos 
formules  en  trouvei'  une  inliinlr  (rmilre^  en  pienanl  pour  P  et  Q  les 
nonilires  i'>'|i<iii(leiii  ;i  \.\  solu^lidn  tioniiie.  et  pour  m  un  multiple 
queleuni|Ue  île  2"  '  ///  —  r  y  m  —  r" ^  \m  —  r'y.... 

Au  reste»  il  est  bon  de  remarquer  encore  qu'il  ne  si-ia  pas  toujours 
nécessaire  que  jn  soit  un  multiple  de  ce  nombre  pour  que  et  y  soient 
des  nombres  entiers;  car  il  est  visible,  par  exemple,  que  si  P'  el  Q'  étaient 
divisibles  par  a»  il  suffirait  alors  que  m  fût  un  multiple  de  a,  c'est-k-dire 
un  nombre  ^ir,  et  ainsi  des  autres  cas  semblables. 
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